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PRAEFATIO. 


Detectis  legibus  motus  planetarum  Kepler!  ingenio  non  defuerunt  subsidia 
ad  singulonim  planetarum  elementa  ex  observationibus  eruenda.  Tycho  Brahe, 
a  quo  astronomia  practica  ad  fastigium  antea  ignotum  evecta  erat,  cunctos  pla- 
netas  per  longani  annorum  seriem  summa  cura  tantaque  perseverantia  obser- 
vaverat,  ut  Keplero  talis  thesauri  dignissimo  heredi  seligendi  tantummodo  cura 
restaret,  quae  ad  scopum  queravis  jiropositum  facere  viderentur.  Nee  medio- 
criter  sublevabant  hunc  laborem  motus  planetaru.m  medii  summa  iamdudum 
praecisione  per  observationes  antiquissimas  determinati. 

Astronomi,  qui  post  KEPLERum  conati  sunt  planetarum  orbitas  adiumento 
observationum  recentiorum  vel  perfectiorum  adhuc  accuratius  dimetiri,  iisdem 
vel  adhuc  maioribus  subsidiis  adiuti  sunt.  Neque  enim  amplius  de  elementis 
plane  incognitis  eliciendis  agebatur,  sed  nota  leviter  tantum  corrigenda  arctio- 
ribusque  limitibus  circumscribenda  erant. 

Principium  gravitationis  universalis  a  summo  Newton  detectum  campum 
plane  novum  aperuit,  legibusquc  iisdem,  quibus  quinque  planetas  regi  Kepler 
expertus  fucrat,  levi  tantum  mutatione  facta  omnia  corpora  coelestia  necessario 
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obsequi  dcberc  cdocuit,  quoruni  qiiiilein  motus  a  vi  Solls  tantum  moderentiu-. 
Scilicet  obscrvationum  tcstinionio  fretus  Kepler  cuiusvis  planetac  orbitam 
ellipscm  esse  pronunciaveiat,  in  qua  aieae  circa  Solem,  focum  altcrum  ellipsis 
occupantcm,  uniformitcr  dcscribantur,  et  (luidem  ita,  ut  tempora  rcvolutionum 
in  ellipsibus  diversis  sint  in  ratione  sesqviialteia  semiaxium  maionim.  Contra 
Newton,  principio  gravitationis  universalis  posito,  a  ])riori  dcmonstravit,  Cor- 
pora omnia  a  Solls  vi  attractiva  gubernata  in  sectlonlbus  conicis  inoveri  de- 
bere,  quarum  quidem  spcclem  unam,  ellipscs  puta,  planetae  nobls  exhlbeant, 
dum  specics  rcliquae,  parabolae  et  hyperbolae,  pro  aeque  posslblllbus  haberi 
debcant,  modo  adsint  cor])ora  Solls  vi  velocitate  deblta  occiUTentia;  Solem 
semper  focum  altenim  sectionls  conlcae  tenere;  areas,  quas  corpus  idem  tem- 
poiibus  diversis  circa  Solem  describat,  his  temporibus  proportionales,  areas 
denique  a  corporlbus  diversis,  temporibus  aequallbus,  circa  Solem  descriptas, 
esse  in  ratione  subdui)licata  semiparametrorum  orbitarum:  postrema  harum 
legum,  in  motu  elliptlco  cum  ultima  KeplerI  lege  Identica,  ad  motum  para- 
bolicum  h)-])erbolicumque  patet,  ad  quos  haecce  applicari  nequit,  revolutionl- 
bus  dcficientibus.  lam  filum  repertum,  quo  ducente  labyrinthum  motuum  co- 
metarum  antca  Inaccessum  ingredi  Heult.  Quod  tarn  fellciter  successlt,  ut 
omnium  cometarum  motibus,  qui  quidem  accuratc  observati  essent,  cxplicandis 
sufficeret  unica  liypothesis,  orbitas  parabolas  esse.  Ita  systema  gi-avitationis 
universalis  novos  analysl  trlumphos  eosque  s])lcndidissimos  paraverat;  cometae- 
que  usque  ad  illum  diem  semper  indomiti,  vel  si  devlcti  videbantur  mox  se- 
ditiosi  et  rebelles,  frena  sibi  iniici  passi,  atque  ex  hostibus  hospites  redditi, 
iter  suum  in  tramitibus  a  calculo  dclineatis  prosequuti  sunt,  iisdem  quibus 
planetae  legibus  aetemis  religiöse  obtemperantes. 

Tarn  in  determinandis  cometarum  orbltls  parabolicis  ex  obsenatlonibus 
difficultates  suboriebantiu-  longe  maiores,  quam  in  determinandis  orbitis  ellip- 
ticis  planetarum,   inde  potissimum,    quod  cometae  per  brevius  temporis  inter- 
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valhim  visi  delectum  observationum  ad  haec  vel  illa  imin-imis  commodarum 
non  concedebant,  sed  iis  uti  geometram  cogebant,  quas  fors  obtulerat,  ita  iit 
methodos  speciales  in  calculis  planetarum  adhibitis  rix  imquam  in  usum  vo- 
carc  licuerit.  Magnus  ipse  Newton,  primus  saeculi  sui  geometra,  problematis 
difficultatem  haud  dissimulavit,  attamen,  ceu  exspectari  poterat,  ex  hoc  quo- 
que  certamine  victor  evasit.  Multi  post  NEWTONum  geometrae  eidem  proble- 
mati  operam  suam  navavcrunt,  varia  utiquc  fortuna,  ita  tarnen,  ut  nostris  tem- 
poribus  parum  desiderandum  relictum  sit. 

Verum  enim  vero  non  est  praetermittendum ,  in  hoc  quoque  problemate 
peropportune  difficultatem  diminui  per  Cognitionen!  unius  elcmenti  sectionis 
conicae,  quum,  per  ipsam  suppositionem  orbitae  parabolicae,  axis  maior  in- 
finite magnus  statuatur.  Quippe  omnes  parabolae,  siquidem  situs  negligatur, 
per  solam  maiorem  minoremve  distantiam  verticis  a  foco  inter  se  difterunt, 
dum  sectiones  conicae  generaliter  spectatae  varietatem  infinities  maiorem  ad- 
mittant.  Haud  equidem  aderat  ratio  sufficiens,  cur  cometarum  traiectoriae 
absoluta  praecisione  parabolicae  praesumerentur :  quin  potius  infinite  paiaim 
probabile  censeri  debet,  rerum  naturam  unquam  tali  suiipositioni  annuisse. 
Attamen  quum  constaret,  phaenomena  corporis  coelestis  in  ellipsi  vel  hj^ierbola 
incedentis,  cuius  axis  maior  permagnus  sit  ratione  parametri,  prope  perihelium 
perparum  discrepare  a  motu  in  parabola,  cui  eadem  verticis  a  foco  distantia, 
differentiamque  eo  leviorem  evadere,  quo  maior  fuerit  illa  ratio  axis  ad  para- 
metrum ;  porro  quum  experientia  docuisset,  inter  motum  observatum  motum- 
que  in  orbita  parabolica  computatum  vix  unquam  maiores  differentias  rema- 
nere,  quam  cpiae  ipsis  observationum  erroribus  (liic  plerumque  satis  notabilibus) 
tuto  tribui  poterant:  astronomi  apud  parabolam  subsistendu.m  esse  rati  sunt. 
Eecte  sane,  quum  omnino  deessent  subsidia,  e  quibus,  num  ullae  quantaeve 
differentiae  a  parabola  adsint,  satis  certo  colligi  potuisset.  Excipere  oportet 
cometam  cclebrem  HALLEvanum,    qui   ellipsem   valde   oblongam   describens  in 
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rcditii  11(1  i)erihi'liiiiii  i>luiu's  obsorvatus  tein])us  iieriodicum  nobis  patcfecit: 
tunc  autoin  axi  maioii  iiido  cogaito  computus  rcliquorum  elementoiuiu  vix 
pro  difHciliori  liabeudus  est,  quam  dctermiuatio  orbitat-  parabolicae.  Silentio 
quidein  i)ractorire  non  possumus,  astronomos  etiam  in  nonnullis  aliis  cometis 
per  tenipus  aliquante  longius  observatis  determinationcm  abcrrationis  a  para- 
bola  tentavisse:  attanien  omnes  methodi  ad  hunc  iinem  proiiositae  vel  adhi- 
bitae  innituntur  suppositioni,  (liscre])antiam  a  ])arabola  haiid  considerabilem 
osse,  quo  pacto  in  illis  tentaminibus  ipsa  parabola  antca  iam  computata  co- 
gnitionem  ajiproximatam  singulorum  elementorum  (praeter  axera  maiorem  vel 
tempus  revolutionis  inde  pendens^  iam  subministravit,  levibns  tantum  niutatio- 
nibus  corrisjendam.  Praeterea  fatendum  est,  omnia  ista  tentamina  vix  uuquam 
aliquid  certi  decidere  valuisse,  si  forte  cometam  anni   1770  excipias. 

Quamprimum  motum  planetac  novi  anno  17S1  detecti  cum  hypothesi  pa- 
rabolica  eonciliari  non  posse  eoguitum  est,  astronomi  orbitam  circularem  illi 
adaptare  inchoaverunt ,  quod  negotium  per  calculum  perfacilem  ac  simplicem 
absolvitiu'.  Fausta  quadam  fortuna  orbita  liuius  planetae  mediocriter  tantum 
exccntrica  erat,  quo  pacto  elementa  per  suppositionem  illam  eruta  saltcm 
ai)proximationem  qualemcunque  suppeditabant,  cui  dein  determinationcm  ele- 
mentorum ellii)ticorum  supcrstruere  licuit.  Accedebant  plura  alia  pcroppor- 
tuna.  Quippe  tardus  planetae  motus  pcrparvaque  orbitae  ad  ])lanum  eclipticae 
inclinatio  non  solum  calculos  longe  simpliciorcs  reddebant,  methodosque  spe- 
ciales aliis  casibus  haud  accommodandas  in  usum  vocare  concedebant,  sed 
metum  quoquc  dissipabant,  ne  planeta  radiis  Solls  immersus  postea  quaeri- 
tantium  curas  eluderet  qui  metus  alias,  jjraesertim  si  insuper  lumen  minus 
vividum  fuisset,  utique  animos  turbare  potuisset ,  quo  pacto  accuratior  orbitae 
detcrminatio  tuto  difFerri  poterat,  donec  ex  observationibus  frequentioribus 
magisque  remotis  eligcre  liceret,  quae  ad  propositum  maxime  commodae  vi- 
derentur. 
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In  Omnibus  itaque  casibus,  ubi  corporum  coelcstium  orbitas  ex  observa- 
tionibus  declncere  oiioituit,  commoda  aderant  quaedam  haud  spemenda  me- 
thodoium  specialium  ai^plicationem  suadentia  vel  saltem  peimittentia,  quoium 
commodorum  potissimum  id  erat,  quod  per  suppositiones  hypotbeticas  Cogni- 
tionen! approximatam  quorundam  elementorum  iamiam  acquirere  licuerat,  ante- 
quam  calculus  elementorum  ellipticoriim  susciperetur.  Nibilominus  satis  mirum 
videtur,  problema  generale 

Determinare   orbitam   corporis   coelestis,   absque   omni    stippositione   hypo- 

thetica,    ex   observationibus   tempus   haud   magmmi  complectentibus   iieque  adeo 

delectmn,  pro  applicatione  methodoriim  specialium,  paticntibus 
usque  ad  initium  huius  saeculi  penitus  jiropemodum  neglectum  esse,  vel  saltem 
a  nomine  serio  ac  digne  tractatum,  quum  certe  theoreticis  propter  difficultatem 
atque  elegantiam  sese  commendare  potuisset,  etiamsi  apud  practicos  de  summa 
eins  utilitate  nondum  constaret.  Scilicet  invaluerat  apud  omnes  opinio,  im- 
possibilem,  esse  talem  determinationem  completam  ex  observationibus  breviori 
temporis  intervallo  inclusis,  male  sane  fundata,  quum  nunc  quidem  certissimo 
iam  evictum  sit,  orbitam  corporis  coelestis  ex  observationibus  bonis  paucos  tan- 
tummodo  dies  complectentibus,  absque  ulla  suppositione  hypothetica,  satis  ap- 
proximate  iam  determinari  posse. 

Incideram  in  quasdam  ideas,  quae  ad  solutionem  problematis  magni  de 
quo  dixi  facere  videbantiir,  mense  Septembri  a.  ISOJ,  tunc  in  labore  plane 
diverso  occupatus.  Haud  raro  in  tali  casu,  ne  nimis  a  gi-ata  investigatione 
distrahamiu-,  negiectas  interire  sinimus  idearum  associationes,  quae  attentius 
examinatae  uberrimos  fructus  ferre  potuissent.  Forsan  et  illis  ideolis  eadem 
fortuna  instabat,  nisi  peropportune  incidissent  in  tempus,  quo  nulluni  sane 
faustius  ad  illas  conservandas  atque  fovendas  eligi  potuisset.  Scilicet  eodem 
circiter  tempore  rumor  de  planeta  novo  lan.  1  istius  anni  in  si)ecula  Panor- 
mitana  detecto  per  omnium  ora  \  olitabat,  moxquc  ipsae  observationes  inde  ab 
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i'poflia  illii  usqui'  ad  1  1  Ft-br.  ab  astrononio  praestantissimo  Puzzi  institutac 
nd  notitiuiu  imltlicam  ])orvenerunt.  NuUibi  saiic  in  annalibus  astronomiae 
occasionem  tarn  giavcm  repcrimus,  vixque  giavior  cxcogitari  posset,  ad  digni- 
tatcni  istius  problcmatis  luculontissime  ostendendam,  quam  tunc  in  tanto  dis- 
ciiminc  urgcntcqvic  ncccssitate,  ubi  omnis  spes,  atomum  planetariam  post 
annum  fore  clapsuin  in  coclis  intor  innumeras  stellulas  rcinvcnicndi,  iinice 
pcndebat  ab  orbitae  cognitione  satis  approximata,  solis  illis  pauculis  obser- 
vationibus  superstruenda.  Unquamne  oiiportiinius  experiri  potuissem,  ecquid 
valcaut  ideolae  meae  ad  usum  ])racticum,  quam  si  tunc  istis  ad  dcterminatio- 
nom  orbitae  Cercris  utcrcr,  qui  plancta  intcr  J 1  illos  dios  gcocentrice  arcum 
trium  tantummodo  giaduum  desciipserat,  et  post  annum  elapsum  in  coeli 
plaga  longissime  illinc  rcmota  indagari  dcbebat  ?  Prima  haecce  methodi  appli- 
catio  facta  est  mensc  Oct.  ISOl,  primaque  nox  serena,  ubi  ])laneta  ad  normam 
numerorum  inde  deductorum  quaesitus  est"),  transfugam  obsenationibus  red- 
didit.  Tres  alii  planetae  novi  inde  ab  illo  tempore  detecti  occasiones  novas 
sui)peditaverunt  lucthodi  efticaciam  ac  geueralitatciu  examinandi  et  compro- 
bandi. 

Optabaut  ])lures  astronomi,  statim  post  reinvcntionem  C'ereris,  ut  metho- 
dos  ad  istos  calculos  adhibitas  publici  iuris  facerem ;  verum  obstabant  jjlura, 
quominus  ainicis  hisce  sollicitationibus  tunc  morem  gererem :  negotia  alia,  dc- 
siderium  rem  alicpiando  copiosius  jjcrtractandi,  imprimisque  expectatio,  con- 
tinuatam  in  liac  disquisitione  occupationem  varias  solutionis  partes  ad  maius 
generalitatis,  simplicitatis  et  elegantiac  fastigium  evecturam  esse.  Quae  spes 
quum  me  band  fefellerit,  non  esse  arbitror,  cur  me  luiius  morae  ])oeniteat. 
Methodi  enim  ab  initio  adhibitae  identidcm  tot  tantasquc  mutationes  passae 
sunt,  ut  inter  modum,  quo  olim  orbita  Cereris  calculata  est,  institutionemque 

*j  Dec.  7,  isoi  a  dar.  de  Zach. 
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in  hoc  Ollere  traditam  vix  uUum  similitudinis  vestigium  remanserit.  Quamquam 
vero  a  proposito  meo  alienum  esset,  de  cunctis  his  disquisitionibus  paullatim 
magis  magisque  perfectis  narrationem  comi^letam  perscribere,  tarnen  in  pluri- 
bus  occasionibus,  praesertini  quoties  de  problemate  quodam  graviori  agebatiu', 
methodos  anteriores  quoque  haud  omnino  supprimendas  esse  censui.  Quin 
potius  praeter  problematum  principalium  solutiones  plurima,  quae  in  occupa- 
tionc  satis  longa  circa  motus  corporum  coelestium  in  sectionibus  conicis  vel 
propter  elegantiam  analyticam  vel  iinjirimis  jjropter  usum  practicum  attentione 
digniora  se  mihi  obtulerunt,  in  hoc  opere  exsequutus  sum.  Seinper  tarnen 
vel  rebus  vel  methodis  mihi  propriis  maiorem  curam  dicavi,  uota  leviter  tan- 
tum,  qnatenusque  rerum  nexus  postulare  videbatur,   attingens. 

Totum  itaque  opus  in  duas  partes  dividitur.  In  Libro  jirimo  evolvuntur 
relationes  inter  quantitates,  a  quibus  motus  corporum  coelestium  circa  Solem 
secundum  KeplerI  leges  pendet,  et  quidem  in  duabus  primis  Sectionibus  re- 
lationes eae,  ubi  unicus  tantum  locus  per  se  consideratur ,  in  Sectione  tertia 
et  quarta  vero  eae,  ubi  plures  loci  inter  se  conferuntur.  lUae  continent  ex- 
positionem  methodorum  tum  vulgo  usitatarum,  tum  potissimnm  aliarum  illis 
ni  fallor  ad  usum  practicum  longe  praeferendarum,  per  qnas  ab  elementis 
cognitis  ad  phaenomena  descenditu.r ;  hae  problemata  multa  gravissima  tractant, 
quae  viam  ad  operationes  inversas  sternunt.  Scilicet  quum  ipsa  phaenomena 
ex  artificiosa  intricataque  quadam  complicatione  elementorum  componantiu', 
hanc  texturae  rationem  penitius  perspexisse  oportet,  antequam  filorum  expli- 
cationem  operisque  in  elem.enta  sua  resolutionem  cum  spe  successus  suscipere 
liceat.  Comparantur  itaqiie  in  Libro  primo  instrumenta  atque  subsidia,  per 
quae  dein  in  Libro  altero  arduum  hoc  negotium  ipsum  perficitiu":  maxima 
laboris  pars  tunc  iam  in  eo  consistit,  ut  illa  subsidia  rite  colligantiu-,  ordine 
apto  disponantur  et  in  scopum  propositum  dirigantur. 

Problemata  graviora  ad  maximam  partem   per   exempla   idonea   illustrata 
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sunt,  8emi)fr  quoties  quiclom  licuit  ab  observationibus  non  fictis  desumta. 
Itn  non  solum  nicthodorum  efficaciac  maior  fiducia  conciliabitur,  ususque  cla- 
rius  ob  oculos  i)onetiu-,  sed  id  quoque  cautum  iri'spero,  ut  nee  minus  exer- 
citati  a  studio  hanun  rerum  deterrcantur,  quae  i)rocul  dubio  partem  foecun- 
dissimam  ot  pulclienimani  astrononiiac  tlieoricae  constituunt. 

Scripsi  Gottingae  d.  2S  ISIaitii  ISiii). 
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LIBER  PRIMUS. 

RELATIONES  GENERALES  INTER  QUANTITATES 

PER  QUAS  CORPORUM  COELESTIUM  MOTUS  CIRCA  SOLEM 

DEFINITJNTUR. 


SECTIO   PKIMA. 

Rehitiones  ad  locum  simplicem  in  orbita  spectantes. 


CorpoTum  coelestium  motus  in  hoc  opere  eatenus  tantum  considerabimxis, 
quateniis  a  Solls  vi  attractiva  gubernantiir.  Excluduntur  itaque  ab  instituto 
nostro  omnes  planetae  secundarii,  excluduntur  perturbationes,  quas  primarii  in 
se  invicem  exercent,  excluditur  omnis  motus  rotatorius.  Corpora  mota  ipsa 
i;t  puncta  mathematica  spectamus,  motusque  omnes  ad  normam  legum  sequen- 
tium  fieri  supponimus,  quae  igitur  pro  basi  omnium  disquisitionvim  in  hoc 
opere  sunt  habendae. 

I.  Motus  cuiusvis  corporis  coelestis  i)erpetuo  fit  in  eodem  piano,  in  quo 
simul  centrum  Solis  est  situm. 

II.  Traiectoria  a  corpore  descripta  est  Sectio  conica  focum  in  centro 
Solis  habens. 

III.  Motus  in  ista  traiectoria  fit  ita,  ut  areae  si)atinrum  in  diversis  tem- 
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])üriim  iutcrviillis  tiiru  Sulfiii  (losc-riptoniin  hiscc  intcrviiUis  ii)sis  sint  i)rüi)or- 
tiüuales.  Teinporibiis  igitur  et  sjjatiis  per  nuinevos  exprcssis,  spatium  quodvis 
pL'i-  tonipus  intra  qiiod  describitur  divisum  quotientem  invariabilem  siippeditat. 

I\'.  Pro  coriJoribus  diversis  circa  Solem  sc  moventibiis  horiim  quotientiam 
(piadrata  sunt  iii  ratione  coraposita  pararaetrorum  orbitis  respondentium,  atque 
a^j^i-egatoriim  niassae  Solls  cum  massis  corporum  motoruiii. 

Designaudo  itaquc  per  '2p  parametrum  orbitae,  in  qua  corinis  inccdit,  per 
ji  quantitatcm  niateriae  luiius  corporis  (posita  massa  Solis  =  1),  per  ^ff  aream 
quam  tempore  t  circa  Solem  describit,    erit  fi  ,  ^,    numerus  pro  Omnibus 

coriioribus  coelestibus  constans.  Quum  igitur  nihil  intersit,  quonam  corpore 
ad  valorem  huius  numeri  determinandum  utamiir,  e  motu  terrae  eum  depro- 
memus,  cuius  distantiam  mediam  a  Sole  pro  unitate  distantiarum  adoptabimus : 
unitas  temporum  scmi)er  nobis  erit  dies  medius  solaris.  Denotando  porro  per 
t:  rationem  circumferentiac  circuli  ad  diametrum,  area  ellipsis  integrae  a  terra 
descriptae  manifesto  erit  -  \lp,  quae  igitur  poni  debet  =  4- </,  si  pro  t  accipitur 
annus  sideralis,  quo  pacto  constans  nostra  fit  =  ^.-J\  —  -  Ad  valorem  nume- 
ricum  huius  constantis,  in  sequentibus  per  k  denotandae,  explorandum,  statue- 
nuis ,  sc'cundum  novissimam  determinationem ,  anmim  sideralem  sive  t  = 
;!G5,2r>(j3S;i5,   massam  terrae  sivc   |ji  =  j-yj^Tir  =  <>,Ü00  0028  1  92,  unde  prodit 

log  2  TT Ü,79S  179S  (iS4 

Compl.  log? 7,437  4021  852 

Compl.  log\/(l-f  [11 9,999  9993  878 

logÄ- 8,235  5814  414 

k=  0,017  2020  9895 


Leges  modo  expositae  ab  iis,  quas  Keplekus  noster  detexit,  aliter  non 
diffenmt,  nisi  quod  in  forma  ad  omnia  sectionum  conicarum  genera  patente 
exhibitae  sunt,  actionisque  corporis  moti  in  Solem,  a  qua  pendet  factor  y/(l-f-{i), 
ratio  est  habita.  Si  has  leges  tamquam  phaenomena  ex  innumeris  atque  in- 
dubiis  observationibus  depromta  consideramus,  geometria  docebit,    qualis  actio 
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in  Corpora  circa  Solem  mota  ab  hoc  excrceri  debeat,  ut  ista  phaenomena  ^^er- 
petuo  producantur.  Hoc  modo  invenitur,  Solis  actionem  in  corpora  ambientia 
perinde  se  exercere,  ac  si  vis  attractiva,  cuius  intensitas  quadrato  distantiae 
reciproce  proportionalis  esset,  corpora  versus  centiaim  Solis  propelleret.  Quodsi 
vero  vice  versa  a  suppositione  talis  vis  attractivae  tamquam  princijjio  profi- 
ciscimur,  phaenomena  illa  ut  consequentiae  necessariae  inde  derivantur.  Hie 
leges  tan  tum  enarravisse  sufficiat,  quarum  nexui  cum  principio  gravitationis 
hoc  loco  eo  minus  opus  erit  immorari,  quum  post  summum  Newton  auctores 
plurcs  hoc  argumentum  tractaverint,  interque  eos  ill.  Laplace  in  opere  per- 
fectissimo,  Mecanique  Celeste,  tali  modo,  ut  nihil  amplius  desiderandum  re- 
liquerit. 


Disquisitiones  circa  motus  corporum  coelestium,  quatenus  fiunt  in  sectio- 
nibus  conicis,  theoriam  completam  huius  curvarum  generis  neutiquam  postu- 
lant :  quin  adeo  unica  aequatio  generalis  nobis  sufficiet,  cui  omnia  superstru- 
antiu:.  Et  quidem  maxime  e  re  esse  videtur,  eam  ijjsam  eligere,  ad  quam 
tamquam  aequationem  characteristicam  deferimur,  dum  curvam  secundum  at- 
tractionis  legem  descriptam  investigamus.  Determinando  scilicet  quemvis  cor- 
poris locum  in  orbita  sua  per  distantias  x,  y  a  duabus  rectis  in  piano  orbitae 
ductis  atque  in  centro  Solis  i.  e.  in  altero  curvae  foco  sub  angulis  rectis  se 
secantibus,  et  denotando  insuper  corporis  distantiam  a  Sole  (positive  semper 
accipiendam)  per  »-,  habebimus  inter  r,  x,  y  aequationem  linearem  r^ax^'^y 
^=  •)•,  in  qua  a,  |3,  -^  quantitates  constantes  expriment,  et  quidem  y  quantitatem 
natura  sua  semper  positivam.  Mutando  rectarum,  ad  quas  distantiae  x,  y  re- 
feruntur,  situm  per  se  arbitrarivim ,  si  modo  sub  angulis  rectis  se  intersecare 
perseverent,  manifesto  forma  aequationis  valorque  ipsius  ^  non  mutabuntur, 
a  et  [3  autem  alios  aliosque  valores  nanciscentur,  patetque,  situm  illuni  ita 
determinari  posse,  ut  ß  evadat  =  0,  a  autem  saltem  non  negativa.  Hoc  modo 
scribeudo  pro  a,  y  rcsp.  e,  p,  aequatio  nostra  iuduit  formam  r-^ex  =  p.  Recta, 
ad  quam  tunc  distantiae  y  referuntur,  linea  apsidum  vocatur,  p  senüparameter, 
e  excentricitas ;  Sectio  conica  denique  ellipsis,  parabolae  vel  hyperholae  nomine 
distinguitur,  prout  e  unitate  minor,  unitati  aequalis,  vel  unitate  maior  est. 
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Cetcrum  facili«  intflligitia-,  situin  lint-af  ai)si(lum  per  conditiones  traditas 
plene  detcrminatum  esse,  iinico  casu  excepto,  tibi  tum  a  tum  ,3  iam  per  se 
eitint  =  0 ;  in  hoc  casu  scmper  fit  r  =  p,  ad  quascunque  rectas  distantiae  x,  y 
referautur.  Quoniam  itaquc  habetur  e  =  (>,  curva  (quae  erit  circulus)  secun- 
dum  definitionein  nostram  ellipsium  generi  annumeranda  est,  id  vero  singulare 
habet,  quod  apsiduni  positio  prorsus  arbitraria  niauet,  siquidem  istam  notionem 
ad  hunc  quoque  casum  extendere  placet. 

4. 

Pro  distantia  .r  iam  angulum  v  introducamus,  qui  intcr  lineam  ajjsidum  et 
rectam  a  Sole  ad  rori)oris  locum  ductam  radium  vectorem  continetur,  et  qui- 
dem  hie  anguliis  ah  ea  lincae  apsidum  ]iarte  ubi  distantiae  x  sunt  positivae 
incijiiat,  versusfjue  eam  regionem,  quorsum  raotus  corporis  dirigitur,  crescere 
suppouatur.  Hoc  modo  fit  a?  =  r  cos  v,  adcoque  formula  nostra  r  =  ^^^^^^  , 
undc  protinus  derivantiu-  conclusiones  sequentes: 

I.  Pro  ü  =  0  valor  radii  vectoris  r  fit  minimum,  puta  =  ■——  :  hoc  punc- 
tum jjerihelium  dicitur. 

II.  A'aloribus  oppositis  ipsius  v  respondent  valores  aequales  ipsius  r :  quo- 
cii-ca  liuea  a])sidum  sectionem  conicam  in  duas  partes  aequales  dirimit. 

III.  In  c/Hpsi  r  inde  a  jj  =  ü  continuo  crescit,  donec  valorem  maximum 
-^  assequatiu-  in  aphelio  \ixo  v  =  ISO";  post  aphelium  eodem  modo  nu-sus  de- 
crescit,  quo  ante  increverat,  donec  pro  v  =  360"  perihelium  denuo  attigerit. 
Lineae  apsidum  pars  perihelio  hinc  aphelio  illinc  terminata  axis  tnaior  dicitiu-; 
hinc  semiaxis  maior,  qui  etiam  distantia  media  vocatur,  fit  =  iirfe  i  distantia 
puncti  in  medio  axc  iacentis  [cetitri  ellipsis)  a  foco  erit  ^^^fc  ~  ^^'  ^^^^otando 
per  a  semiaxem  maiorcm. 

W.  Contra  in  parahola  proprie  non  datur  aphelium,  sed  r  ultra  omnes 
limites  augetiu-,  quo  propius  v  ad  +f8ü"  vel  —180**  accedit.  Pro  v  =  ±18o" 
valor  ipsius  r  fit  infinitus,  quod  indicat,  ciu-vam  a  linea  apsidum  a  parte  peri- 
lielio  opposita  non  secari.  Quare  ])roprie  quidem  loquendo  de  axi  maiore 
vel  ccntro  cTU-\ae  sermo  esse  nequit,  sed  secundum  analyseos  usum  consuetum 
jier  ampliationem  formulariun  in  ellipsi  inventarum  axi  maiori  \alor  infinitus 
tribuitur,  centrumque  curvae  in  distantia  infinita  a  foco  coUocatur. 
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V.  Tn  hj/perbola  denique  v  inter  limites  adhuc  arctiorcs  coercetur,  scilicet 
inter  v  =  — (180 "—(};)  et  v  = +(180°  — f^',  denotando  per  ^  angulum,  cuius 
Cosinus  =  —  ■  Dum  enim  v  ad  hosce  limites  appropinquat,  r  in  infinitum 
crescit;  si  vero  pro  v  alter  horum  limitum  ipse  acciperetur,  valor  ipsius  r  in- 
finitus  prodiret,  quod  indicat,  hyperbolam  a  recta  ad  lineam  apsidum  angulo 
ISO** — <^  supra  vel  infra  inclinata  omnino  non  secari.  Pro  valoribus  hoc  modo 
exclusis,  puta  u  180° — J;  usque  ad  ISO^-t-'J!,  formula  nostra  ipsi  r  valorem 
negativum  assignat;  recta  scilicet  sub  tali  angulo  contra  lineam  apsidum  in- 
clinata ipsa  quidem  hyperbolam  non  secat,  si  vero  retro  producitur,  in  alteram 
hyperbolae  partem  incidit,  quam  a  prima  parte  omnino  separatam  versusque 
eum  focum  quem  Sol  occupat  convexam  esse  constat.  Sed  in  disquisitione 
nostra,  quae  ut  iam  monuimus  suppositioni  innititur,  r  sumi  positive,  ad  hanc 
alteram  hyperbolae  partem  non  respiciemus,  in  qua  corpus  coeleste  tale  tan- 
tummodo  incedere  posset,  in  quod  Sol  vim  non  attractivam  sed  secundum  eas- 
dem  leges  repulsivam  exerceret.  —  Proprie  itaque  loquendo  etiam  in  hyper- 
bola  non  datur  aphelium ;  -pro  aphelii  analogo  id  partis  aversae  punctum,  quod 
in  linea  apsidum  iacet  et  quod  respondet  valoribus  v  =^  1^0°,  r  =  —  -^^,  ha- 
beri  poterit.  Quodsi  ad  instar  ellipsis  valorem  expressionis  f^  etiam  hie, 
ubi  negativus  evadit,  semiaxem  maiorem  hyperbolae  dicere  lubet,  duplum  huius 
quantitatis  puncti  modo  commemorati  distantiam  a  j^erihelio  simulque  situm,  ei 
qui  in  ellipsi  locum  habet  oppositum ,  indicat.  Perinde  yz^- ,  i.  e.  distantia 
puncti  inter  haec  duo  puncta  medii  (centri  hyperbolae)  a  foco,  hie  obtinet  va- 
lorem negativum  propter  situm  oppositum. 


Angulum  v,  qui  pro  parabola  intra  terminos  —  ISO"  et  -[-180°,  pro  hyper- 
bola  intra  —  (180"— «{;)  et  -)- (1  80"— c};)  coercetur,  pro  ellipsi  vero  circulum  in- 
tegrum periodis  perpetuo  renovatis  percurrit,  corporis  moti  anomaliam  verum 
nuncupamus.  Hactenus  quidem  omnes  fere  astronomi  anomaüani  veraui  in 
ellipsi  non  a  perihelio  sed  ab  aphelio  inchoare  solebant,  contra  analogiam 
parabolae  et  hyperbolae,  ubi  aphelium  non  datur  adeoque  a  perihelio  incipere 
oportuit:  nos  analogiam  inter  omnia  sectionum  conicarum  genera  restituere 
TU.  3 
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vo  minus  duhitavimus,    quod   astiononii    •j;allici   leccntissimi   exeniplo    suo  iam 
praeivoiunt. 

Cctorum  fX])ressionis   r         i  +  ec 
convc-nit;    inipiimis  notentur  formae  scquentes: 


-£ formani    saepius    aliqiiaiituluin   iiiutare 


I  +  «-2e8inlt)*  l-e  +  2eco8! 

P 

I I  +  e  C08  5  »•  +  1  —  ej  sin  }  i;' 


In  parabola  ita([UO  liabcmus  r  =  ö^£t^,  ;    in  hyperbola  expressio  scquens 
impnmis  est  commoda  r  =  acosj  o  +  ^icosj;»-^)* 


Progredimur  iam  ad  comparationem  motus  cum  tempore.  Statuendo  ut 
in  art.  1  spatium  tempore  t  circa  Solem  dcscriptum  =  ^^,  massam  coi-poris 
moti  =  [1,  posita  massa  Solis  =  1,  habemus  ff  ^  kt\Jp.\/ (l-i-iL).  Differentiale 
spatü  aiitem  fit  =  ^rrdv,  unde  prodit  kt\/p .\J  \ -\-i>.)  =  j'rrdv,  hoc  integrali 
ita  sumto,  ut  pro  ^  =  0  evanescat.  Hacc  integiatio  pro  divcrsis  sectionum  coni- 
camm  generibus  diverso  modo  tractari  debet,  quamobrem  singula  iam  seorsim 
considerabimus,  initiumque  ab  ELLIPSI  faciemus. 

Quum  r  ex  v  per  fractionem  determinetur,  cuius  denominator  e  duabus 
partibus  constat,  ante  omnia  hoc  incommodum  per  introductionem  quantitatis 
novae  pro  v  auferemus.  Ad  liunc  finem  statuemus  tang  |  r  y/ j^  =  tang  ^  i?, 
quo  pacto  formula  TÜtima  art.   praec.   pro  r  praebet 


p  cos  i  E' 

(1  +  e,  cos  5  V* 


{—— — ■  ■4-—r^ —    =  T^s—  (1  —ecosE). 


Porro  fit 


-£r,  =  ;  V  7-7— '   adeoque  üv  =  — rr 

j  £'  cos  i  c'  V  1  +  e  1  r\/  1 


pdE 


hinc 


atque  integrando 


A-  ^  \/;j .  V/  ( 1  +  |Ji)  =  -^^--i  [E  -  e  sin  E)  -f  Const. 

,1-  ee^ 

Quodsi  itaque  tempus  a  transitu  per  perihelium  inchoamus,  ubi  i;  =  o,  JS  =  o 
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adeoque  Const.  =  0,  habebimus,  projiter  r^-;  =  a. 


E-esinE 


t<v/:l  +  Ht) 


In  hac  aequatione  angulus  auxiliaris  E,  qui  anomalia  excentrica  dicitur, 
in  partibus  radii  exprimi  debet.  Manifesto  autem  hunc  angulum  in  gradibus 
etc.  retinere  licet,    si  modo  etiam  esinJS  atque  ^    '''    eodem  modo   expri- 

a- 

mantur;  in  minutis  secundis  hae  quantitates  exprimentur,  si  per  numenim 
206264,806  multii)licantiu-.  Multiplicatione  quantitatis  posterioris  snpersedere 
possumus,  si  statim  quantitatem  k  in  secundis  expressam  adhibemus,  adeoque, 
loco  valoris  supra  dati,  statuimus  Ä  =  3 548"! 8 76 1 ,  cuius  logarithnius  = 
3,550  0065  746.   —  Hoc  modo  expressa  quantitas    "  ^    „    '''    aiiomalia  media   vo- 

catur,  quae  igitiu*  in  ratione  temporis  crescit,  et  quidem  quotidie  augmento 
— — r^,    quod  motus  medius  diurnus   dicitur.      Anomaliam  mediam  per  M  de- 

notabimus. 

7. 
In  perihelio  itaque  anomalia  vera,  anomalia  excentrica  et  anomalia  media 
sunt  =  0  ;  crescente  dein  vera,  etiam  excentrica  et  media  augentur,  ita  tamen, 
iit  excentrica  minor  maneat  quam  vera,  mediaque  minor  quam  excentrica, 
nsque  ad  aj^helium,  nbi  omnes  tres  simul  fiunt  =  ISO";  liinc  vero  usque  ad 
perihelium  excentrica  perpetuo  est  maior  quam  vera,  mediacj[U.e  maior  quam 
excentrica,  donec  in  perihelio  omnes  tres  fiant  =  360°,  sive,  quod  eodem 
redit,  omnes  iterum  =  0.  Generaliter  vero  patet,  si  anomaliae  verae  v  res- 
pondeat  excentrica  E  mediaque  M,  verae  360"  —  v  respondere  excentricam 
360 "—-E  atque  mediam  360°— If.  Differentia  inter  anomaliam  veram  et 
mediam  v  —  M  aequatio  centri  appellatiu-,  quae  itaque  a  perihelio  ad  apheüum 
positiva,  ab  aphelio  ad  perihelium  negativa  est,  in  perihelio  ipso  autem  et 
aphelio  evanescit.  Quum  igitur  v  ei  M  circulum  integrum  a  0  usque  ad  360° 
eodem  tempore  percurrant,  tempus  revolutionis  unius,  quod  et  tempus  periodi- 
cum  dicitur,  in  diebus  expressum  invenitur,  dividendo  360°  per  motum  diurnum 
"^    7"  —  ;   unde  patet,    pro   corporibus    diversis   circa   Solem  revolventibus  qua- 

drata  temporum  periodicorum  cubis  distantiarum  mediarum  proportionalia  esse, 
quatenus  ipsorum  massas,  aut  potius  massarum  inaequalitatem,  negligere  liceat. 

3* 
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Kas  iani  iutcr  anomalias  atqiu-  radiiini  vcctoicm  rolationcs,  quac  ini])ri- 
mis  attentione  dignae  sunt,  colligamus,  quarum  dcductio  ncmiiii  in  analysi 
trigonomotrica  vcl  mediocritcr  vcisato  difficultatcs  obiiccre  potcrit.  Pluribus 
harum  formularum  coiuinnitas  maior  conciliatur,  introducto  pro  e  angulo  cuius 
sinus  est  =  c.  Quo  per  cp  designato,  habemus  y/  1  —  ee)  =  coscp,  y'(l  +  e)  = 
€08^45°- icpV 2,  V(l-«)  =  cos(4ö"+i-cf;\/2,  Sj'ff^  =  tang(4  5''-i9), 
V/(l+e)  +  v'(l  —  <?)  =  2cos4'f,  ^(l  +  e)  — \/(l  —  e)  =  2siuj-9.  Ecce  iam  re- 
lationes  praecipuas  inter  a,  p,  r,  e,  cp,  v,  E,  M.  [*)] 

I.     p  =  a  cos  '^* 


II.     r  = 


cos  E—  e 
1  —  e  cos  H 


III.     r  =  «(1  —ecosE) 

I\  .     cosii  ^  ;— — ! — '^      sive     cos« 

1  +  c  cos  t' 

V.     sin^-E  ^  VHl-cosE)  -  sin  i-v\/ :^—  ^  siniv\/?^ 

VI.     cos^-£  =  Vi(>  -f-cosjB)  =  cosiv^^^^-  =  cosi-i;^!^^ 

=  ^osl-ry/-^ 

"N'II.      tang  J  JS  =  tang  J  n  tang  (4  5  "  —  4-  a) 

-i-TTT  •      -o         rsiiifcoso  rsin« 

\ni.      smJE  = =  

p  a  cos  tp 

IX.     rcosv  =  a(cosJE;— e)  =  2acos '^jE-f  4^cp  +  45'')cos(4-i;— -J-cp  — 45°) 
X.     sin  1  [v  —  E]  =  sin  |  'f  sin  v  y~  =  sin  4  'f  sin  £  1/ — 


[■    Uandschriftliche  Bemerkung:] 

^  ,  sini'siniS 
1   =   C0S»C0SjB4 , 


sin  V  sin  E 

^  ~  1  — co8rcos£' 


cos  E  —  cos  V 
1  —  cosvcos^ 
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XI.     sin  i  {v  +  E)  =  cos  ^  cp  sin  v  y  -^  =  cos  ^  cp  sin  £  i/y 
XII.     M^^  E-esinE. 


Si  perpendiculum  e  puncto  quocunque  ellipsis  in  lineam  apsidum  dcmis- 
sum  retro  producitur,  usquedum  circulo  e  centro  ellipsis  radio  a  descripto 
occurrat,  inclinatio  eins  radii,  qui  puncto  intersectionis  respondet,  contra  li- 
neam apsidum  (simili  modo  intellecta  ut  supra  pro  anomalia  vera)  anomaliae 
excentricae  aequalis  erit,  ut  nullo  negotio  ex  aequ.  IX  art.  praec.  deducitur. 
Porro  patet,  rsinv  esse  distantiam  cuiusque  puncti  ellipsis  a  linea  apsidum; 
quae  quum  per  aequ.  VIII  fiat  =  acoscpsin^,  maxima  erit  jiro  E  =  90°,  i.  e. 
in  centro  ellipsis.  Haecce  distantia  maxima,  quae  fit  =  acoscp  =  ^^  =  sjap, 
semiaxis  minor  appellatur.  In  foco  elli^isis,  i.  e.  pro  v  =  90",  distantia  ista 
manifesto  fit  =  p,  sive  semiparamctro  aequalis. 


10. 

Aequationes  art.  8  omnia  continent,  quae  ad  comjiutum  anomaliae  ex- 
centricae et  mediae  e  vera,  vel  excentricae  et  verae  e  media  requiruntur.  Pro 
deducenda  excentrica  e  vera  vulgo  formula  VII  adhibetiu-;  plerumque  tamen 
praestat  ad  hunc  finem  aequ.  X  uti,  praesertim  quoties  excentricitas  non  nimis 
magna  est,  in  quo  casu  E  per  X  maiori  praecisione  computari  potest,  quam 
per  VII.  Praeterea  adhibita  aequatione  X,  logarithmus  sinus  E,  t^ui  in  XII 
requiritur,  protinus  per  aequationem  VIII  habetur',  quem  adhibita  VII  e  ta- 
bulis  arcessere  oporteret;  si  igitur  in  illa  methodo  hie  logarithmus  etiam  e 
tabulis  desumitur,  simul  calculi  recte  instituti  confirmatio  hinc  obtinetiu-. 
Huiusmodi  calculi  examina  et  comprobationes  magni  semper  sunt  aestimanda, 
quibus  igitur  consulere  in  omnibus  methodis  in  hoc  opere  tradendis,  ubi  qui- 
dem  commode  fieri  potest,  assiduae  nobis  ubique  cuxae  erit.  —  Ad  maiorem 
illustrationem  exemplum  complete  calculatum  adiungimus. 

Data  sint  t)  =  310"55'29','64,  cp  =  14°  12' r,'87,  logr  =  0,3307040  ;  quae- 
runtur  p,  a,  E  et  M. 
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lüg  sin '^ 9,:iS9  72ü2 

log  cos  V 9,81G2S72 

9,20601:M      uudc  ecosr  =  0,1606991 

rog(l  +  ccosv) .  .  0,06»  7197 

logr Or^SÜ  7640 

logp 0,395  4837 

log  cos  cf- 9,973  0448 

loga 0,422  4389 

logsinü    . 9,878  2740„*) 

logl/-^ 0,032  3598.5 

9, 8459141. 5„ 

log  sin  4  cp  .  .  • 9,092  0395 

log  sin  ^-(v-^) 8,937  9536.  5„ 

hinc 
4-i'o-E)  =-  -4°58'22;'94;        V-E=  -y''56'45;'88  ;       E=  320"52' 15','52. 

PoiTO  fit 

1  0.389  7202  Calculus  pro  log  sin  i;  per  formulam  ^^II. 

log206264,S  .  .  .  5,314  4251  log^sinv 9,813  5543„ 

logeinsec:    ...4,704  1513  l^g^»«? 9,986  5224 

logsini; 9,800  0767,.  logsinJE 9,800  0767„ 

4,504  2280„ 
hinc 

esin£  in  secundis  =:  —  31932':i4  =  —  8°52'r2:i4    atquc    M^  320*'44'27','6i 
Per  formnlain  ^'1I   calculus  pro  E  ita  sc  haberct: 

iv  ^  155"27'44','S2  logtang^^v 9,659  4579« 

45°-49=     37°53'59','065  logtang(45''- ^9)  ...  9,891  2427 

logtang4-JS 9,550  7006„ 

unde  iE=  16o°26'7"76   atqiic  E=  320''52'l  5','52   ut  supra. 

*)  Litera  »  logarithmo  affixa  iudicat,  numcrum  cui  respondet  negativum  esse. 
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11. 

Pioblema  inversum,  celebre  sub  nomine  prohlematis  Kepleri,  scilicet  ex 
anomalia  media  invenire  veram  atque  radium  vectorem,  longe  frequentioris 
usus  est.  Astronomi  aequationem  centri  per  seriem  infinitam  secundum  sinus 
angulorum  M,  2  31,  3  31  etc.  progredientem  exhibere  solent,  quorum  sinuum 
coefticientes  singuli  et  ipsi  siint  series  secundum  potestates  excentricitatis  in 
infinitum  excurrentes.  Huic  formulae  pro  aequatione  centri,  quam  plures 
auctores  evolverunt,  hie  immorari  eo  minus  necessarium  duximus,  quod,  nostro 
quidem  iudicio,  ad  usum  practicum,  praesertim  si  excentricitas  jierparva  non 
fuerit,  longe  minus  idonea  est,  quam  methodus  indirecta,  quam  itaque  in  ea 
forma,  quae  maxime  commoda  nobis  videtur,  aliquante  fusius  exi^licabimus. 

Aequatio  XII,  E  ^  31 -\-e  sin  E,  quae  ad  transcendentium  genus  referenda 
est  solutionemque  per  operationes  finitas  directas  non  admittit,  tentando  sol- 
venda  est,  incipiendo  a  valore  quodam  approximato  ipsius  E,  qui  per  metho- 
dos  idoneas  toties  repetitas  corrigitur,  usque  dum  illi  aequationi  exacte  satis- 
faciat,  i.  e.  vel  omni  quam  tabulae  sinuum  permittunt  praecisione,  vel  ea 
saltem,  quae  ad  scopum  propositum  sufficit.  Quodsi  hae  correctiones  haud 
temere  sed  per  normam  tutam  atque  certam  instituuntur,  vix  ullum  discrimen 
essentiale  inter  methodum  talem  indirectam  atque  Solutionen!  per  series  adest, 
nisi  quod  in  illa  valor  primus  incognitae  aliquatenus  est  arbitrarius,  quod 
potius  ])ro  lucro  habendum,  quum  valor  apte  electus  correctiones  insigniter 
accelerare  permittat.  Supponamus,  s  esse  valorem  approximatum  ipsius  E, 
atque  ,v  correctionem  illi  adliuc  adiiciendam  (in  secundis  expressam) ,  ita  ut 
valor  E  =  t-\-w  aequationi  nostrae  exacte  satisfaciat.  Computetur  esine  in 
secundis  per  logarithmos,  quod  dum  perficitur,  simul  e  tabulis  notetm-  variatio 
ipsius  log  sine  pro  l"  variatione  ipsius  e,  atque  variatio  löge  sin  s  pro  variatione 
unius  unitatis  in  numero  esine;  sint  hae  variationes  sine  respectu  signorum 
resp.  X,  |ji,  ubi  vix  opus  est  monere,  utrumque  logarithmum  per  aeque  multas 
figuras  decimales  expressum  supjjoni.  Quodsi  iam  e  ad  vervim  ipsius  E  valo- 
rem tam  prope  iam  accedit,  ut  variationes  logarithmi  sinus  ab  e  usque  ad 
e  +  A",  variationesque  logarithmi  numeri  ab  e  sin  e  usque  ad  e  sin  (e  -|-  x)  pro  uni- 
formibus  habere  liceat,  manifesto  statui  poterit  esin(e-|-a;)  =  esine  ±—?   signo 
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sm)criori  pro  quadr.intc  piiino  ot  quarto,  infcriovi  j)ro  soounflo  pI.  toitio  valcnte. 
Quare  quum  sit  e-|-r  =  i»/  f-f  sin  (e-f  .r;,  tit  x  =  ^y  (3f +esinE  —  £;,  valorqne 
verus  ipsius  E  sive  e-pX  =  3f  4-esine  ±  ^^^  (Jf +esine  — e),  signis  oa  qua 
diximus  latione  dctcrininatis.  Ceterum  facile  perspicitur,  esse  sine  rcspoctu 
si"-ni  |i :  X  =  l  :  e  cos  e,  adeoque  semper  (i  >  X,  unde  concluditur,  in  quadrante 
primo  et  ultimo  3/4-('sin£  iacerc  intor  e  atque  t+x,  in  secundo  ac  tertio 
vi-io  e-fi'  inter  £  atque  3/— esin£,  quae  regula  attentionem  ad  signa  sublevare 
jjotest.  Si  valor  suppositus  e  nimis  adhuc  a  vero  abeiiaverat ,  quam  ut  sup- 
l»ositionem  sujn-a  tiaditain  pro  satis  exacta  habere  liceret,  certe  per  hanc  nie- 
thoduni  invenietur  valor  luulto  propior,  quo  eadem  operatio  iterum  adhuc, 
l)luriesve  si  opus  \idetur,  rcpetenda  erit.  Xullo  vero  uegotio  patet,  si  diffe- 
rentia  valoris  primi  £  a  vero  tamquam  quantitas  ordiuis  primi  spectetur,  eiTo- 
rem  valoris  novi  ad  ordinem  secundum  referendum  forc,  et  per  Operationen! 
iteratam  ad  ordinem  quartum,  octavum  etc.  deprimi.  Quo  minor  insujicr  fuerit 
cxcentricitas,  eo  velocius  correctiones  successivae  convergent. 


12. 

Yalor  approximatus  ipsius  E,  a  quo  calculus  incipi  jiossit,  plerumque 
satis  obvius  erit,  praesertim  ubi  problema  pro  jiluribus  valoribus  ipsius  M 
solvendum  est,  e  quibus  quidam  iam  absoluti  sunt.  Ucficientibus  omnibus 
aliis  subsidiis  id  saltem  constat,  quod  E  inter  limites  31  et  M+e  iacere  debet 
(c.xcentricitate  e  in  secundis  expressa,  signoque  su^ieriori  in  quadi'ante  primo 
et  secimdo,  inferiori  in  tertio  et  quarto  accepto);  quocirca  pro  valore  initiali 
ipsius  E  vcl  M  vel  valor  secundum  aestimationem  qualemcunque  auctus  seu 
deminutus  adoptari  poterit.  Vix  opus  est  monere,  calciilum  primum,  quoties 
a  valore  paioim  acciaato  inchoetur,  anxia  praecisione  haud  indigere,  tabulas- 
que  minores  quales  cel.  L.vlaxde  ciuavit,  abunde  sufficere.  Praeterea,  ut  cal- 
culi  commoditati  consulatiu-,  tales  semper  valores  pro  £  eligentur,  quorum  sinus 
e  tabulis  ipsis  absque  interpolatione  excerpere  licet;  puta  in  minutis  seu  se- 
cundonun  denariis  comi)letis,  prout  tabulae  jier  singula  minuta  seu  per  sin- 
gulos  secundorum  denarios  progredientes  adhibentiu'.  Ceterum  modificationes, 
quas  haec  praecepta  patiuntur,  si  anguli  secundum  divisioucm  novam  decima- 
lem  exprimantui',  quisque  sponte  evolvere  poterit. 
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13. 

Exemphim.     Sit  excentricitas  eadem  quae  in  exemplo  art.  10, 

3f  =  332"28'54;'76. 

Hie  igitur  est  löge  in  secundis  4,704  1513,  adeoque  e=  50600"=  14''3'20". 
Quare  quum  hie  E  minor  esse  debeat  quam  M,  statuemus  ad  calculum  pri- 
mum  e  =  326",  unde  per  tabulas  minores  fit 

log  sin  £ 9,74756n,       mutatio  pro   1' 19,  unde  ).  =:  0,32 

löge  in  sec  .  .  .  4,70415 


4,45171„ 
hinc    esine  =  —  28295"=  —  7'*5l'35".        Mutatio  logarithmi  pro  unitate  tabulae,  quae  hie  10 

M.A-e^\TiZ    =  3243720  secundis  aequivalet, 16;  unde  [x  =  1,6 

Differt  ab  s 1    22  40  =  4960". 

Hinc  t|^  X  4960"=  1240"=  20 '40".  Quare  valor  correctus  ipsius  i?  fit  = 
324''3  7'20"— 20'40"  =  324*'l6'4  0",  cum  quo  calculum  secundum  tabulas  maio- 
res  repetemue. 

logsine 9,766  3058,.  X=  29,25 

loo-e 4,704  1513 


4,470  4571„  |x  =  147 

esine  =  —  29543",17  =  —  8*'l2'23',' 1  7 
ilf+esine  =  324  16  31,59 
Differt  ab  s 8,41. 

Multiplicata  hac  differentia  per  -^  =  ^^»  prodit  2','09,  unde  valor  denuo 
correctus  ipsius  E  =  3 2 4 "  1 6' 3 1',' 5 9  —  2 ',' 0 9  =  3 2 4 "  1 6' 2 9 ',' 5 0 ,  intra  O',' 0 1  exactus. 


Pro  derivatione  anomaliae  verae  radiique  vectoris  ex  anomalia  excentrica 
aequationes  art.  8  pliu'es  methodos  suppeditant,  e  quibus  praestantissimas  ex- 
plicabimus. 

VII.  4 
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I.  Sfciimluiii  nutliudum  viilfi;iiieiu  r  per  acquutioncm  MI.  atciuc  tvuit  r 
per  aequatioiuiii  II  dcteiminantur ;  hoc  modo  cxcniithim  art.  place,  ita  se 
habet,  retincndo  pro  p  valorem  in  art.  1 0  traditum  : 

^E  =   102"S'14','75  löge »,3S9  72G2 

logtang|£ 9,508  2198„  logcosv 9,849  ()507 

log tang (4 5 "-jcp)..  9,8912427  9,2393859 

logtangl« 9,616  9771„  ccosd  =                           0,173  5345 

i«  =  157°30'4i:50  logjo 0,3954837 

v  =  315      123,00  log(l+ecosv) 0,069  4959 

logr 0,325  9878 

II.  Brevior  est  methodus  scquens,  sirpiidcm  ])lures  loci  calculandi  sunt, 
pro  quibus  logarithmos  constantes  qiiantitatum  \j {a{\-\-e)),  \j{a[\—e))  semel 
tantum  eom])utare  oportet.     Ex  aequationibus  V  et  VI  habetur 

sin  \- V  .\j  r  =  sin  ^E\j  {a[\-\- e)) 
cos l  V .\J r  =  cos ^ E \/ (rt ( 1  —  e)) , 

unde  iv  atque  logy'/-  expedite  dcterminantur.  Generaliter  nimirum.  quoties 
habetur  Psin  Q  =  A,  Pcos  Q  =  B,  invenitur  Q  per  forniulam  tang  Q  =  -^,  at- 
que tiinr  P  per  li.ine  P  =  r^ry  ^'^1  pei"  P  =  — n  '■  prioi'eni  adhibere  ju'aestat, 
quando  sin  Q  est  maior  quam  cos  Q ;  posteriorem ,  quando  cos  Q  maior  est 
quam  sin  Q.  Plerumquc  problemata,  in  quibus  ad  tales  aequationes  pervenitur 
(qualia  in  hoc  opere  frequentissime  occunent\  conditionem  implicant,  quod  P 
esse  debet  quantitas  positiva;  tunc  dubiiun,  utrum  Q  inter  0  et  180°  an  inter 
ISO"  et  360"  accipere  oporteat,  sponte  hinc  toUitur.  Si  vcro  talis  conditio 
non  adest,  haec  dcterminatio  arbitrio  nostro  relinquitur. 

In  exem])lo   nostro  habenius  e=  0,245  3162 

logsin4  E 9,486  7632  \ogrof>-^E 9,978  5434,. 

logv/(a;i  +  e))  .  .  .  0,258  8593  \og\' {a{\  —  ej)  .  .  .  (t,150  1020 
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Hinc 

logsin  \v.\jr  .  .  9,745  6225     1  unde  logtang  J  v  ....  9,616  9771„ 
logcos  tu.y/r  .  .  0,128  6454„   )  iv  ^  1  57''30'4l','50 

logcosJ^i; 9,965  6515„  v=  315      1  23,00 

logy/?- 0,162  9939 

log/-    0,325  9878 

III.  His  methodis  tertiam  adiicimus,  quae  aeque  fere  exjiedita  est  ac  se- 
cunda,  sed  praecisione,  si  ultima  desideretur,  isti  pleruinque  praeferenda.  Sci- 
licet  primo  determinatur  r  per  aequationem  III,  ac  dein  v  per  X.  Ecce  ex- 
emplum  nostrum  hoc  modo  tractatum  : 

löge 9,389  7262  logsin£ 9,766  3366« 

logcosE 9,909  4637  log\/(l  —  ecos£,  .  .  .  9,951  7744 

9,299  1899  9,8J4  5622„ 

ecosE=  0,1991544  logsinJ  cp 9,092  0395 

logrt 0,422  4389  log sia i (u  —  j;)    ....  8,906  601  7„ 

log 1 1  —  e cos i?)  ....  9,9035488  ^[v—E    =  —  4''37'33','24 

logr 77 0,325  9877  v_£=_9    15     6,48 

V     =  ?,\h      1  23,02 

Ad  calculum  confirmandum  formula  YIII  vel  XI  percommoda  est,  prae- 
sertim,    si  v  et  r  per   methodum  tertiam   determinatae   sunt.     Ecce  calculum: 

log^sinjE 9,862  7878„  logsinJSy/y 9,814  5622« 

logcoscp 9,986  5224  logcos^cp 9,996  6567 

9,849  3102,,  9,81  12189« 

logsinr 9,849  3102«  logsin4^(v4-E)  .  .  .  9,8112189« 

15. 

Quum  anomalia  media  M,  ut  vidimus,  per  v  et  cp  complete  determinata 
sit,  sicuti  V  per  M  et  cp,  patct,  si  omnes  tres  quantitates  simul  ut  variabiles 
spectentur,  inter  ipsarum  variationes  differentiales  aequationem  conditionalem 
locum  habere  debere,    cuius   investigatio   haud   supei-fiua   erit.      Differentiando 
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|irimo  aequatioiuin  ^'II  alt.  8,  prodit  ^t^^,  =  g-j^  —  ;;^  ;  difterentiando  pcrinde 
aequntioncin  XII,  tit  diJi  =  ^1  —  ecosii'^  d  JS— sin£co.s'f  d'f.  Eliminando  ex 
lüs  aequationibus  differcntialibus  dE,  obtinenius 

AM  = . dv—   sini<coscpH ■ des 

sive  substitucndo  pro  sin£,    I— cccsJE  valorcs  suos  ex  aequatt.  VIII.  III 

i-ir  rr        1  rr  +  P  sin«, 

d  3/  =  — —  du -^-^— -»—  d'i 

rt  n  cun  'f  n  a  cos  -{i*  ' 

sive  doniqiie,  expriincndo  iitruinque  coüfficientem  per  v  et  'f  tantum, 

,  ,f              cos  es'         ,            2+ e  cos  Dl  sin  «cos  9*   ■, 
d3i   =   TT-; i  dl) ^^— r- j i-  d'i. 

d  +  ecosi-,'  ,1  +  ecosi);*  ' 

Vice  versa  considcrando  v  tamquam  fiinctionem  quantitatum  3/,  'i,  aequatio 
hancce  formam  obtinet: 

,  «neos 9  j  Tt/t    I      24-ecosr  sin»   , 

dl'  — ^  dM  +  —^ dcp 

rr  '  cos  '.f  • 

sive  introducendo  E  pro  v 

dv  =:  ?iü?i5  d3/-j-  —  2  —  ccosE  —  ee,  sin£d(f. 

16. 

Radius  vector  ?•  per  f  et  '^  vel  jjer  M  et  cf  plene  nondum  determinatus 
est,  sed  insuper  a  p  vel  a  ])endet;  constabit  igitur  eius  differentialc  tribus 
membris.     Per  differentiatjonem  aequationis  II  art.  8  nanciscimux 

d'S> 
l  +  ecosf  1  +  ecost)      '■ 

Statuendo  hie  -^  = 2tang'jd9  (quod  sequitur  e  differentiatione  aequ.  T, 

exprimendoque  secundunr  art.  laaec.  dv  per  d3f  et  do,  prodit  post  debitas 
reductiones 

—  = r- tang'fsinrdifi cos'.pcosi'd'i 

sive  dr  ^  -  da--  a taug cf  sin r d 3/  —  « cos 'i cos v d 'f. 

Ceterum  hae  formnlae,  sicut  eae  quas  in  art.  ]iraec.  evolvimus,  supposi- 
tioni  innituntur,   v,  ^  et  M  sive   potius   dr,  dcp   et  d3/  in   partibus  radii  ex- 
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prinii.  Quodsi  igitur  variationes  angulormn  v,  9,  31  in  secundis  exprimere 
placet:  vel  eas  formularum  partes  quae  dv,  dcp  aut  dM  implicant,  per  206264,8 
dividere  oportet,  vel  eas,  quae  continent  dr,  dp  aut  da,  per  eundem  numerum 
multiplicarc.  Formulae  igitur  art.  praec,  quae  hoc  respectu  sunt  homogeneae, 
mutatione  opus  non  habebunt. 

17. 

De  indagatione  aequationis  centri  maximac  pauca  adiecisse  haud  poenitebit. 
Primo  sponte  obvium  est,  difFerentiam  inter  anomaliam  excentricam  et  mediain 
maximum  esse  pro  E  =  Od",  ubi  üt  =  e  (in  gradibus  etc.  exjirimenda) ;  radius 
vector  in  hoc  puncto  est  =  a,  unde  v  =  9o°-[-cp,  adeoque  aequatio  centri  tota 
=  '{i-\-e,  quae  tarnen  hie  non  est  maximum,  quoniam  differentia  inter  v  et  E 
adhuc  ultra  'f  crescere  potest.  Haecce  differentia  fit  maximum  pro  d[v  —  E)  —  0 
sive  pro  dv  =  dJ5,  ubi  excentricitas  raanifesto  ut  constans  sj^ectanda  est.  Qua 
suppositione  quum  generaliter  fiat  ^^^  =  ^^Te'  P^*^*»  ^^  ^^^  puncto,  ubi  diffe- 
rentia inter  v  et  E  maximum  est,  esse  debere  sinv  =  smE;  unde  erit,  per 
aequatt.  VIII,  III, 

)•  =z^  acoscp 

ecosE  =  1  — coscp 
sive  cosJB= +tang|cp. 

Perinde   invenitur   cosü  =  —  tangl^,    quapropter   erit*) 

V  —  fl  0 "  +  arc.  sin  fang  4-  cp 

E  =  90°—  arc.  sin  tang  {-  '^ ; 

hinc  porro  sin£  =  ^(1  —  tangJ^cp')  =  ^j^^,  ita  ut  aequatio  centri  tota  in  hoc 
puncto  fiat 

=  2  arc.  sin  tang  |  '|i  -f-  2  sin  ^  9 .  \/  cos  cp 

parte  secunda  in  gradibus  etc.  expressa. 

In  eo  denique  puncto,  ubi  tota  aequatio  centri  ijjsa  maximum  est,  fieri 
debet   dv  =  dM,    adeoque,  secundum  art.  15,  r  ^  a\/ coscp;    hinc  fit 


■*)  Ad  ea  maxima,  quae  inter  aphelium  et  perihelium  iacent,    non  opus  est  respicere,    qmim  manifesto 
ab  iis,  qviae  inter  perihelium  et  aplielium  sita  sunt,  in  signis  tantum  differant. 
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cosv  = ^— ^ 

E  = 

l-\/cost?                1-C0S9 
f                   e  I  +  v'cosi? 

1  +  V'  L-OS  -f 

Inventa  E.    tiit 
4- «sin  £[■)].      Expres- 


pcr  ([1111111  fonmilaiii  i-J  ultima   piaocisione   dcterminarc  licet. 

-,      -,,T  .•  ^    ■  ,  •      sinlosini' 

itiT  actiii.  X,  XII  at'quatio  coutii  =   2  arc.  sm  — .—  — 

'  '  '■  \jCOS'f 

sioui  ac([uationis  ccntri  maximac  ])C'r  sericm  secunduin  potcstatcs  oxcentricitatis 
progredii'ntein ,  quam  pliu-es  auctorcs  tradiderunt,  hie  non  immoramur.  Ut 
fxomplum  habeatur,  conspectiim  trium  maximonun,  quac  hie  contcmplati 
sumus,  pro  lunone  adiuugimus,  ubi  «.■xtcntrititas  secunduin  clrmcnta  novissima 
=  (»,25.")  JO'IG   supposita  est. 


Maximum 

E 

E-M 

V-E 

v-M 

E~M 

90°  o'    n" 

U^SS'  20';57 

14"48'  ll','4S 

29''2ü'  32','(I5 

v-E 

S2    32      9 

14    30    54,(11 

14    öö   41, 79 

29    2()    35,80 

r-M 

S()    14     If» 

14    3G    27,39 

14    03    49,  ->1 

29    30    16,96 

18. 

In  rAi{A15(  )I;A  iinuiuiilia  excentricu,  anomalia  media  atquc  motus  medius 
tieicnt  =:  0;  hie  igitur  istae  notiones  comparationi  motus  cum  tempore  inser- 
vire  nequeunt.  Attamen  in  parabola  angulo  auxiliari  ad  integrandum  rrdv 
umninu  opus  nun  habemus;   fit  enim 


rrdt) 


4  cos  ;  v' 


pp  dta.ng\v 
2cos4t!*~ 


j-  pp  [  I  -f  tang  {  r'^  d  tang  ]  v 


adeoque  j'rrdv  =  Ipp {tang iv-\-*3  tang iv^)-{-Const.      Si    tempus    a    transitu 
l>er  i)erihelium  incipere  supponitur,  Constans  lit  =  O:    habetur  itaque 


tang  i  V  -f  i  tan£ 


p' 


[' ,  Handscliriftlichc  Bemerkung; 

arcsinl/   — I-^- 

rc.  sin  tg  \-f'tgE  +  c  sin  E. 


^\/'-n 


+  e  sin  £■  =  arc.  cos  - 


-l-SVcostp  +  cosa* 
\/cos9:  1  +  cos«)    ' 

1  +  \/  COS  9  +  cos  9  +  cos  o 


1  +  cos  9 


Acqviatio  eeutri 
-  +  e  sin  £■  = 
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per  quam  formulam  t  ex  v,  atque  v  ex  t  derivare  licet,  simulac  p  et  |x  sunt 
cognitae.  Pro  p  inter  elementa  parabolica  radius  vector  in  perihelio  qui  est 
\p  exhiberi,  massaque  [x  omnino  negligi  solet.  Vix  certe  unquam  possibile 
erit,  massam  corijoris  talis,  cuius  orbita  tamquam  parabola  com^jutatur,  deter- 
minare,  reveraque  omnes  cometae  per  optimas  recentissimasque  obseiTationes 
densitatem  atque  massam  tarn  exiguam  habere  videntur,  ut  haec  insensibilis 
censeri  tutoque  negligi  possit. 

19. 
Solutio  problematis,  ex  anomalia  vera  deducere  tempus,  multoque  adhuc 
magis  solutio  problematis  inversi,  magnopere  abbreviari  potest  per  tabulam 
auxiliarem,  qualis  in  j^luribus  libris  astronomicis  reperitur.  Longe  vero  com- 
modissima  est  tabula  BARKERiana,  quae  etiam  operi  egregio  cel.  Olbers  {Ah- 
handlung  über  die  leichteste  und  bequemste  Methode  die  Bahn  eines  Cometen  zu 
berechnen,  Weimar  1797.)  annexa  est.  Continet  ea  pro  omnibus  anomaliis  veris 
a  0  usque  ad  180°  per  singula  5  minuta  valorem  expressionis  75tang^v  + 
2  5  tang  ^  v^  sub  nomine  motus  medii.  Si  itaque  tempus  desideratur  anomaliae 
verae  v  respondens,  dividere  ojiortebit  motum  medium  e  tabula  argumento  v 
excerptum  per  ——■>  quae  quautitas  motus  medius  diuriius  dicitur;  contra  si  e 
tempore    anomalia   vera   comi)utanda   est,    illud   in   diebus   expressum  per  ^— 

multiplicabitur,  ut  motus  medius  prodeat,  quo  anomaliam  respondentem  e  ta- 
bula sumere  licebit.  Ceterum  manifesto  valori  negative  ipsius  »  motus  medius 
temjjusque  idem  sed  negative  sumtum  respondet:  eadem  igitur  tabula  anoma- 
liis negativis  et  positivis  perinde  inservit.  Si  pro  p  distantia  in  perihelio 
^-p  =  q  uti  malumus,  motus  medius  diurnus  cxprimitur  per     ^    '"*  ?   ubi  factor 

constans  k\/2Sl2,:>  tit  ==  0,9  12  2790  61,  ipsiusque  logarithmus  9,960  ]277()69.  — 
Inventa  anomalia  v  radius  vector  determinabitur  per  formulam  iam  su])ra  tra- 

ditam  r  =  — ^  • 

cos ;  V 

20. 

Per  differentiationem  aequationis  twag-^v-j- ^twag^v^  ^  2tkp~',  si  omnes 
quantitates  v,  t,  p  ceu  variabiles  tractantur,  prodit 

dv  =  ~^-  dt—  ^ r-  dp. 
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Si  variatioiu-s  anoinaliai-  v  iu  secundis  expressae  dcsiderantur,  ctiam  ambac 
partes  i]>sius  di;  hoc  modo  cxpriinendae  sunt,  i.  c.  pro  k  valorein  in  urt.  G 
traditum  3  54S"l  SS  acciperc  oportet.  Quodsi  insnj)er  pro  p  introducatur  ip  =  «7, 
forinnla  ita  sc  habebit 

ul)i  loparithmi  constantcs  adliibendi  sunt  logA-\/2  =  3,700  :.2  1  :>  724,  log3Ä-\/  J^  = 
;<.S7G»)12S  3  15. 

PoiTO  differentiatio  acquationis  r  =  ö^^j-.t«  «"PPCtüt^t 

^  ^  li'  +  tang-fdr 

sive  exprimendo  dr  i)cr  dt  et  dp 

'L'L   =    (l  _  ■•  ^1'J-"SJ  t:\  j       ,     ts^tangl,-  j  ^ 
r  i /<  2rr\l])     /     '     '  rr 

Coefticiens  ipsius  dp,  substituendo  pro  t  valorem  siuim  i)cr  r.  transit  in 

2_  _  sptang..'  _  i>tai.sir'  _  1  ^ ,.  _i_  ^  tang  i,  v'  -  ?  sin  ]-  v'  -  i  sin  i  V-  tang ,]  v')  =  ^'^  ; 

})  irr  irr  ,..    iz         o  i  i  i  '  ■=  o.^/  ^r 

coöfrioicns  ipsius  dt  autoiu  tit  =  '^.""^  •  Hinc  i)rodit  dr  =  ^  cos  r  d;j -i- -^^  d  ? 
sive,   iutroducendo  q  yxo  p. 

,  1       I    Jr  sin  r   1  . 

(l  ?•  =z  cos  i;  d  «  H — TS—  u  r. 
Logarithmus  constans  hie  adhibendus  est  \ogk\/{  =  SjOST)  o6G4  436. 


In   HYPEK.BOLA  9  atque  E  quantitates  imaginariae  fierent,    quales  si 
aversamiu',  illarum  loco  aliae  quantitates  auxiliares  sunt  intxoduccndae.     Angu- 


lum  cuius  cosinus 


su])ra  per  'l  designavimus,  radiumque  vectorcm 


2  c cos  5  e  —  i  cos  i  .V  +  <l 

invenimus.  Factorcs  in  denominatore  hiiius  fractionis,  cos^'r  — (|/)  et  cos]-  d-}- 4')» 
acfpiales  fiunt  pro  v  =  0,  secundus  evanescit  pro  valore  maximo  positive 
i])sius  V,  primiis  vero  pro  valore  maximo  negativo.  Statuendo  igitur  -— 7-' ~  ;* 
=  u.  erit  M  =  1  in  i)erihelio:  crescct  in  infinitum.  dum  v  ad  limitem  suum 
IM)"—'!;  appropinquat :    contra    decrescet    in   intinitum,    dum   i'  ad  limitem   al- 
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terum  —  (180"— (j^)  regredi  supponitur:  quod  fiet  ita,  iit  valoribus  oppositis 
ipsius  V  valores  reciproci  ipsius  u,  vel  quod  idem  est  valores  tales,  quorum 
logarithmi  oppositi  sunt,  respondeant. 

Hie  quotiens  u  percommode  in  hyperbola  ut  qviantitas  auxiliaris  adhibe- 
tur;  aequali  fere  concinnitate  istius  vice  fungi  potest  angulus  cuius  tangens 
=  tang iv  .y  ^-^ ?  quem  ut  analogiam  cum  ellijisi  sequamur,  per  -f  F  denota- 
bimus.  Hoc  modo  facile  sequentes  relationes  inter  quantitates  v,  r,  u,  F  colli- 
guntur,  ubi  a  =  —h  statuimus,  ita  ut  b  evadat  quantitas  positiva. 
I.  b  =  p  cotang  '\)^ 
II.  ,•  =  1^ = PJ-^^A 

l  +  ecosi)  2cos  Alt;  —  lil  cosi  (4)  +  i|;) 

III.  tang  1  F  =  tang i-v.y  ~;-|  =  tang {  v tang ^  '^  =  ]^ 

IV.  u  =  — ~ K  =  ,      ,    °  -^  =  tang  45"+ii^ 

C03  -'-  [V  +  '\i]  1  —  tang  iF  ^  ^  \    ^        J 


cosi^  ^\       '      «7  2  cos  5- '■«  —  Oj  cos  '  i«  +  li)  1  +  ecoBu 

Subtrahendo  ab  aeq.  V  utrimque   1,  prodit 

VI.  siniv  .^r  =  sini  F  .\/-^^^^  =  sini-  F  .^'^^ 

Simili  modo  addendo  utrimque   1   fit 
VII.  cosiv.sJr  =  conF.\/j^^^  =  coHF.\/'^ 

Dividendo  VI  per  VII  ad  III  reveniremus ;  multiplicatio  producit 
VIII.  r  sin  v  =  p  cotang  (j;  tang  F  =^  b  tang  (|;  tang  F 

=  \p  cotang  '|i .  iu  —  —  J  =  4  6  tang  '^ .  ( « j  ■ 

E  combinatione  aequatt.  II,  V  porro  facile  deducitur 
IX.  r  cos V  =  hie ^)  =  |  M 2 e  —  w ) 

vn.  5 
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22. 

Per  diftcrontiationcm  formulac  IV  jirodit  (spectaudo  '\>  ut  quantitatem  con- 
stantem'* 


=  i  ( tang  i  [v  -L  'l»)  —  tang ^  [v  - '}' ) d v 


-tang-J/ 


^dv; 


hinc 


I  tang  ■> 


i|d«. 


rrdi)  = 
sivc.  siibstituendo  pro  ?•  valorcm  ox  X, 

rrdv  =  66tang6  Ue(j 

Inteorando  dcindf  ita.   iit  integrale  in  i)erihclio  evanescat,  fit 

fr  rdv  =  bb  tang '{/  |  j-  f  [u  —  |)  -  log  // 1  =  A- )-  \  ^; .  v'  1  +  [J-^  =  /r  ^tang-} .  ^  ft .  ^/ ;  l  +  ,x). 

Logaritlunus  liic  est  hy{)eibolicus :  quodsi  logarithmos  c  systemate  BRiGoico  vcl 
generaliter  c  systemate  cuius  modulus  =  \  adhibere  placet,  massaque  |jl  (quam 
pro  coiiiore  in  hyperbola  incedente  haud  determinabilem  esse  supponere  pos- 
sumus)  uegligitur,  aequatio  hanccc  formam  induit: 


i\e'- 


6?' 


sive  intxoduccndo  F 


XI. 


Xetangi^-logtang(45*'+-J-i^) 


Si  logarithmos  BuiGcicos  adliiberi  sujiponimus,  habemus  logX  =  9,637  7843  113, 
logXA-  =  7,873  3657  ö27,  scd  praecisioncm  aliquantulum  maiorem  attingere  licet, 
si  logarithmi  h>i)erbolici  immediate  applicantur.  Tangentium  logarithmi  hyper- 
bolici  in  pluribus  tabularum  collectionibus  rcperiimtur,  e.  g.  in  iis  quas  Schulze 
ciuavit,  maiorique  adhuc  extensione  in  Bexi.  ÜRSixi  Magno  C'anone  Triangu- 
lorum  Logarithmico,  Colon.  1624,  ubi  per  singula  lo"  progrediuntm-.  —  Cete- 
i-um  formula  XI  ostendit,  valoribus  reciprocis  ipsius  u,  sive  valoribus  opposi- 
tis  ipsius  F  et  v,  respondere  valores  oppositos  ipsius  t,  quapropter  partes  hy- 
perbolae  aequales  a  i)crilielioque  utrimque  aequidistantes  temporibus  aequali- 
bus  describentiu:. 
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23. 

Si  pro  inveniendo  tempore  ex  anomalia  vera  qiiantitate  auxiliari  u  uti 
placuerit,  huius  valor  commodissime  per  aequ.  IV  determinatiu" ;  formula  dein 
II  absque   novo   calculo   statim   dat  j)  per  r,   vel  r  per  p.     Inventa  u  formula 


XI   dabit   quantitatem 


quae    analoga   est  anomaliae   mediae  in   ellipsi   et 


per  N  denotabitur,    unde   demanabit   tempus    post    transitum    per  perihelium 


elapsum.      Quum   j^ars   prior   ipsius   N  jjuta 


per   formulam  VIII   fiat 


calculus  duplex  huius  quantitatis  ipsius  praecisioni  examinandae  in- 


servire,   aut  si  mavis,  N  absque   u  ita  exhiberi  potest 


XII. 

Exemplum. 


N: 


X  tang  'l 


.^) 


18"51'0' 


2  cos  ^  (1)  +  li)  cos  4- («)  —  4*)  o  cos^(v  +  '\i] 

Sit   e  =  1,261  8820    sive  '\>  =  ST^SS'O", 
0,033  3585.      Tum  calculus  pro  u,  p,  b,  N,  t  ita  se  habet: 

log  cos  ^  (v  — '];)    ....  9,994  1706    |        hinc  logw 0,049  1129 

log  cos  ^  (v  + ']^)    ....9,9450577    )  u     = 


log  2  e . 


0,033  3585 
0,402  0488 


log;?    0,374  6356 

logcotangc};^ 0,227  4244 

0,602  0600 


log  6 


sinv 


logX . 

Compl.  log  sin  (J) 


.  .  9,43]  2985 
.  .  9,509  3258 
.  .  9,637  7843 
.  .  0,214  7309 


Pars  prima  ipsius  iV= 
logM  = 


8,793  1395 
0,062  1069 
0,049  1129 


N       =  0,0129940 

logXA: 7,873  3658 

f  log6 0,903  0900 


1,1197289 
1,253  7928 


Calculus  alter 

log(Mi*— 1) 9,404  4793 

Compl.  logM 9,950  8871 

logX 9,637  7843 

lo^ie 9,799  9888 

8,793  1395 


logiV 8,113  7429 

Differentia 6,970  2758 

log^ 1,1434671 

t=  13,91448 
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24. 

Si  culculum  \>L'Y  luj^aritlimus  liyj)t'ibolicos  exsequi  constitutum  est,  quan- 
titate  auxiliaii  F  uti  jjiaestat,  quac  per  aequ.  III  determinabitur,  atque  inde 
iVporXI:  seinii)aiameter  c  radio  vectorc,  vel  vicissim  hie  ex  illo,  per  formu- 
lam  VIII  coinputabitur;  pars  secunda  ipsius  N  diiplici  si  lubet  modo  erui  potest, 
scilicet  per  formulam  loghyptang  4  5''4-4^F),  et  per  hanc  log hyp cos  ^  (v  — '» 
—  loghyi)cos.]  (r-t-'V.  Ceterum  patet,  quantitatem  N  hie  ubi  X=  1  in  ra- 
tione  1  :  X  maiorem  cvadere,  quam  si  logarithmi  BRiGcici  adhibcantiu'.  Ecce 
exemphim  nostrum  hoc  modo  tractatvun : 

logtang  J  '> i),'):?!  SIT!) 

logtangj  V !),220  1009 


logtanglF 8,751  9188  iF  ^  3"  1  3'öS;' 12 

löge 0,10  1  (M8S 

logtangF 9,054  3366 


C.  log  hj']!  cos  ^  {v  —  6)  =  0,0  13  4  2260 
C.  loghypcos  J-(v  +  ij;)  =  0,126  5093  0 


9,155  3  554 

.tangF=  0,143  0063  8  ^^i" ^  ^lTFo86^ 

loghyji  tang  (4  5  "+  ^^  F\  =  0,11308666 


iV  =  0,029  9197  2  logiV 8,475  9575 

logA- 8,235  5814       ] 

|log6 0,9030900        i         I^i«- ^'^^^^«^^ 


log^ 1,1434661 

t=  13,91445 


Ad  solutionem  problematis  invcrsi,  e  tempore  anomaliam  veram  radivun- 
que  vectorem  determinare,  jmmo  ex  N  ^  \kh~'t  per  aequationem  XI  elicienda 
est  quantitas  auxiliaris  u  vel  F.  Solutio  huius  aequationis  transcendentis  ten- 
tando  pei-ficienda  erit,  et  per  artificia  iis  quae  in  art.  1 1  exposuimus  analoga 
abbreviari  poterit.  Ilaec  autem  fusius  explicare  supersedemus :  neque  enim 
operae  pretium  esse  videtiu-,  praecepta  pro  motu  hyperbolico  in  coeüs  vix 
unquam    fortasse    se    oblaturo    aeque    anxie    expolire    ac   pro    motu   elliptico, 
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praetereaque  omnes  casus  qui  forte  occurrere  possent  per  methoclum  aliam 
infra  tradendam  absolvere  licebit.  Postquam  F  vel  u  inventa  erit,  v  inde  per 
formulam  III,  ac  dein  r  vel  per  II  vel  per  VIII  determinabitur ;  commodius 
adhuc  per  formulas  VI  et  VII  v  et  r  simul  eruentur;  e  formulis  reliquis  una 
alterave  pro  confirmatione  calculi,  si  lubet,  in  usum  vocari  poterit. 

26. 

Exemplum.    Manentibus  e  eih  ut  in  exemplo  praecedente,  sit  t  ^  65,4 1 236 : 
quaeruntiu-  v  et  r.     Utendo  logarithmis  BRiGoicis  habemus 

log^ 1,815  6598 

logXAft"^ 6,970  2758 

logiV 8,785  9356,      unde  iV  =  0,061  0851  4. 

Hinc    aequationi    iV  =  X^  tang  F— log  tang  (4  5''-|- t -?")    satisfieri    invenitur   per 

F  =  25''24'27';66, 
unde  ftt  per  formulam  III 

logtangiJ^ 9,353  0120 

logtangf  i 9,5318179 

logtang^ij 9,821  1941 

adeoque   4  f  =  33 "31' 29" 8 9    atque   v  =  67*'2'59','78.     Hinc  porro  habetur 

C.  log  cos  Jr(v-f'L)  ...  0,213  7476    )    ,.^         ,.  ,„„.„,„ 

"         -  ^     '   ^^  '  differeutia 0,199  2279 

C.  log  cos ^(u— 4/)  ...  0,014  5197    ) 

logtang  (45°+ ^F).  ..  0,199  2280 
log|^ 9,972  5868 

logr 0,200  8541 

27. 
Si  aequatio  IV  ita  difterentiatvu',  ut  u,  v,  cj;  simul  iit  variabiles  tractentur, 
prodit 

du  ^         Bin.];da>  +  6inpd^         ^    rtangj;  ^^    ,     rsinv  ^^  , 
ii  2  cos  A  (1)  —  ij;)  cos  A  (u  +  4<j  p  '    pcos<\i      '' 

Differentiando    perinde    aequationem    XI,    inter    variationes    differentiales 
quantitatum  u,  ^,  N  emergit  relatio 
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X  P     V  ""/        «  i  2mco8<j/'         ~ 

sive 

AN  r     j        ,      rBinr    ,  , 

/.  /( i(  '      /( cos  'll       ' 

Uüic  eliminantlo  du  adiumento  acquationis  piacccdeutis  obtinemus 

X  66tangti  'V  P  '  6  cos 6       ' 


I  tang  ii  \  ]>  I 

Irr  \r     '~  p  1      cos 6 


Differentiando  acquationem  X,  omnibus  ;•,  6.  e,  ii  pro  variabilibus  habitis, 
substituendo  de  =  ^^  dt];,  eliminandoque  d«  adiumento  acquationis  inter  diV, 
d«,  d<\i  in  alt.  pracc.  traditae,  prodit 

dr=id6  +  y^^f^dA^+^j(.+  l)sin^-(«-l)sin.jd.{.. 

Coefiiciens  ipsius  dA^  per  aequ.  VIII  transit  in  j-^!^  ;  coefiiciens  ipsius  d<|;  au- 
tem,  substituendo,  per  aequ.  IV,  f/sini  —  sinv'  =  sin((j;  — v\  — ''sintjj  +  sinw)  ^ 
sin(<j;  +  is  mutatur  in  ?^^-  =  ^^',    ita  ut  habeatiu- 

dr=r.db^'''^,dN-^'^^d>b. 

b  '     /.smiji  '       Bin  6        ' 

Quatenus  poito  iV  ut  functio  ipsarum  b  et  /  spectatur,  fit  diV  =  —  d?  — f -y  d6, 
quo  valore  Substitute,  dr,  ac  perinde  in  art.  praec.  dv,  per  dt,  db,  d<^  ex- 
pressae  habebuntur.  Ceterum  quod  supra  monuimus  etiam  hie  repetendum 
est,  scilicet  si  angulonxm  «  et  ([i  variationes  non  in  partibus  radii  sed  in  se- 
cundis  expressae  concipiantur,  vel  omnes  terminos  qui  dv,  d-}  continent  per 
206264,8  di\'idi,   vel   omnes   reliquos   per  hunc   numerum  multiplicaii  debere. 
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Quum  quantitates  auxiliares  in  ellipsi  adhibitae  ^,  E,  M  in  hyperbola  va- 
lores  imaginarios  obtineant,  haud  abs  re  erit,  horum  nexuin  cum  quantitati- 
bus  realibus,  quibus  hie  usi  sumus,  investigare :  apponimus  itaque  relationes 
praecipuas,  ubi  quantitatem  imaginarium  \/—l   per  i  denotamus. 

sin  cp  =  e  —  -^ 

T  cos  .1- 

tang  (45°-  i  9)  =  \/  '-^^  =  i  sj  '---\  =  i  tang  4  <!^ 

tang  CO  ^  i  cotang  (45"  —  ^  cp)  —  ^-  tang  (45"  —  -^  cp)  ^= Ar 

coscp  =  itangi^ 
cp  =  90"+ilog(sincp  +  «coscp)  =  9 0  "  —  i  log  tang  (4  5 "  +  4- ({^) 
tangJ^JS  =  aangj  F 


u  +  l 


4-  cotang  ^E-\-^  tang  4-  -E  =  —i  cotang  F 


sin  E  ^=  i  tang  F 


i{uu  —  l) 


cotang  E  =  \  cotang  \E  —  ^  tang  \  E 


tang  E  =  i  sin  F  =  — 

7-,  1  Uli, 

cosii  ■=  — =  =  —TT 

cos  jf^  2 

;  £  —  log  ^cos  E  -\-  i  sin  JE) 


E  =  /log««  =  /log  tang  (45"  + ^F) 
M  =  E-e^mE  =  /logw-  i^i^'  =  ■ 

Logaritlimi  in  bis  formulis  sunt  hyperbolici. 


iN 
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30. 

Quam  omnes  quos  e  tabulis  logarithmicis  et  trigonometricis  depromimus 
luimcri  praecisionem  aV)soliitara  non  adinittant,  sed  ad  certum  tantuminodo 
giadun»  sint  approximati ,  ox  omnibus  calciilis  illariim  adiumento  perfectis 
pvoxiiiu'  tantuiu  vera  resultaie  possimt.  In  plerisquc  quidem  casibus  tabulae 
vulgares  ad  sojjtiinam  figuram  dccimalcm  usque  cxactae,  i.  c.  ultra  dimidiam 
iinitatem  in  ftgura  soptima  excessu  seu  defectu  nnnquam  aberrantes  a  vero, 
praccisiononi  plus  qviam  sufHcicntem  suppoditant.  ita  ut  ciTores  inevitabiles 
nullius  plane  sint  momenti :  niliilominus  utique  tieri  potest,  ut  enores  tabula- 
rum  in  casibus  specialibus  effectum  suuni  exserant  augmentatione  tanta,  ut 
methodum  alias  optimam  plane  abdicare  aliaraque  ei  substituerc  cogamtir. 
Huiusmodi  casus  in  iis  quoque  calculis,  quos  hactenus  explicavimus,  occurrere 
potest;  quaniobrem  ab  instituto  nostro  haud  alienum  erit,  disquisitiones  quas- 
dain  circa  giadum  praecisionis,  quam  tabulae  vulgares  in  illis  permittunt,  hie 
instituere.  Etsi  vero  ad  hoc  argumentum  calculatori  practico  giaAissimum  ex- 
hauriendum  hie  non  sit  locus,  investigationem  eo  perducemus,  ut  ad  proposi- 
tum  nostrum  sufficiat,  et  a  quolibet,  cuius  interest,  ulterius  expoliri  et  ad 
quasvis  alias  operationes  extendi  possit. 


Quilibet  logaritlimus,  sinus,  tangens  etc.  (aut  generaliter  quaelibet  quan- 
titas  irrationalis  e  tabidis  excerpta)  errori  obnoxius  est,  qui  ad  dimidiam  uni- 
tatem  in  figura  ultima  ascendere  potest :  dcsignabimus  hunc  eiToris  limitem 
per  tu,  qui  itaque  in  tabulis  AT^ilgaribus  fit  =  0,Ü00  0000  5.  Quodsi  logarithmus 
etc.  e  tabulis  immediate  desumi  non  potuit,  sed  per  interpolationem  erui  de- 
buit,  eiTor  duplici  caussa  aliquantulum  adhuc  maior  esse  potest.  Primo  enim 
pro  parte  proportionali,  quoties  (figuram  ultimam  tamquam  unitatem  spectando) 
non  est  integer,  adoptari  solet  integer  proxime  maior  vel  minor:  hac  ratione 
errorem  tantum  non  usque  ad  du])lum  augeri  posse  facile  iierspicitur.  Ad 
hanc  vero  erroris  augmentationem  onmino  hie  non  rcsjjicimus,  quum  nihil  ob- 
stet,   quominus    unam    alteramve    figiuam    decimalcm    parti    illi    proportionali 
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affigamus,  niilloque  negotio  pateat,  logarithmum  interpolatum,  si  pars  proj^or- 
tionalis  absolute  exacta  esset,  errori  maiori  obnoxium  non  esse  quam  loga- 
rithmos  in  tabulis  immediate  expressos,  quatenus  quidem  honim  variationes 
tamquam  uniformes  considerare  liceat.  Erroris  augmentatio  altera  inde  nasci- 
tur,  quod  suppositio  ista  omni  rigore  non  est  vera:  sed  hanc  quoque  negligi- 
mus,  quoniam  efFectus  differentiarum  secundarum  altiorumque  in  omnibus  pro- 
pemodum  casibus  nullius  plane  momenti  est  (praesertim  si  pro  qiiantitatibus 
trigonometricis  tabulae  excellentissimae  quas  Taylor  cui-a^it  adhibentur ,  faci- 
lique  negotio  ipsius  ratio  haberi  possit,  ubi  forte  paullo  maior  evaderet.  Sta- 
tuemus itaque  pro  omnibus  casibus  tabularum  errorem  maximuni  inevitabilem 
=  ü),  siquidem  argumentum  (i.  e.  numerus  cuius  logarithmus,  seu  angulus  cuius 
sinus  etc.  quaeritur)  praecisione  absoluta  habetur.  Si  vero  argumentum  ipsum 
proxime  tautum  innotuit,  errorique  maximo,  cui  obnoxium  esse  potest,  res- 
pondexe  supponitur  logarithmi  etc.  variatio  w'  (quam  per  rationem  differentia- 
lium  definire  licet),  error  maximus  logarithmi  per  tabulas  computati  usque  ad 
(u-J-o)'  ascendere  potest. 

Vice  versa,  si  adiumento  tabularum  argumentum  logarithmo  dato  resjjon- 
dens  computatur,  error  maximus  ei  eiu.s  variationi  aequalis  est,  quae  respondet 
variationi  w  in  logarithmo,  si  hie  exacte  datur,  vel  quae  respondet  variationi 
logarithmi  u)  +  <»'5  si  logarithmus  ipse  usque  ad  tu'  erroneus  esse  potest.  Vix 
opus  erit  monere,  «>  et  to'  eodem  signo  affici  debere. 

Si  plui'es  quantitates  intra  certos  tantum  limites  exactae  adduntur,  aggre- 
gati  error  maximus  aequalis  erit  aggi-egato  singulorum  errorum  maximorum, 
iisdem  signis  afFectorum;  quare  etiam  in  subtractione  quantitatum  proxime 
exactarum  ditFerentiae  error  maximus  summae  errorum  singulorum  maximorum 
aequalis  erit.  In  multiplicatione  vel  divisione  quantitatis  non  absolute  exac- 
tae error  maximus  in  eadem  rationc  augetur  vel  diminuitnr  ut  quantitas  ipsa. 

32. 

Progi-edimur  iam  ad  applicationem  liorum  principiorum  ad  utilissimas 
operationum  supra  explicatarum. 

I.    Adhibendo  ad  computum  anomaliae  verae   ex    anomalia   excentrica   in 
motu  elliptico  formulam  VII  art.  8,   si  cp  et  E  exacte  haberi  supponuntur.    in 
VII.  6 
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J  j"-   .; 'i     et    lüf? tanjj; .;  ii    connuitti    potcst    error  (•>,    iulcotjuc   in   dilfc- 
rentia  =lo"-tanglv  eiTor   2u);   enor  maximus  itaque  in  determinatione  anguli 


desiimanto   X    modulnm    logarithmornm    ad    hunc 


3.0(1} 

i-alcnliim  adliibitoruni.  Error  ita(|ue,  cm  anonialia  vera  v  obnoxia  est,  in  se- 
eundis  expressus  tit  =  —.'*'"-' 2(M)2()5"  =  o','071  2  sinv,  si  logarithmi  BRiGcici  ad 
Septem  ligiiras  deciniales  adhibentnr,  ita  ut  scniper  intra  0"ü7  de  valore  ipsins 
V  eerti  esse  i)ossiinus:  si  tabulae  minores  ad  quinque  tantum  figuras  adhiben- 
tnr,  error  us(|ue   ad   7',' 12   ascendere  posset. 

II.  Si  ccosE  adiumento  logarithmorum  compntatur,  error  committi  potest 
usqne  ad  '■}Jll';:^lA-  cidcm  itaqne  errori  obnoxia  erit  quantitas  1  — £?cosJS  sive 
''  •  Tn  comijutando  ergo  logarithmo  hiiius  quantitatis  error  usque  ad  (l  +  öiw 
ascendere  potest,  designando  per  o  quantitatem  '_  ,  ,.,  positive  sumtam :  ad 
enndem  limitem  I -f  ö  lo  ascendit  error  in  logr  possibilis,  siqnidem  log«  ex- 
acte  datns  su])ponitur.  (^uoties  excentricitas  ])arva  est,  quantitas  o  arctis  semper 
limitibus  eoereetur:  qnando  vero  e  parum  differt  ab  ],  1  —  e  cos  iJ  perparva 
manet,  quamdiu  E  jKirva  est;  tunc  igitur  o  ad  magnitudinem  haiid  contemnen- 
dam  inerescere  potest,    quociica   in   hoc  casu  formula  III  art.  8  minus  idonea 


esset.       Quantitas   o   ita   ctiam    exprimi   potest 


quae   for- 


mula adhuc  clarius  ostendit,  quando  eiTorem  (l-j-o)(u  contemncre  liceat. 

III.  Adhibendo  formulam  X  art.  S  ad  computum  anomaliae  verae  ex  ex- 
eentriea.  log  l/—  obuoxius  erit  errori  .! -f  1  o  u,,  adeoque  log  sin  } 'f  sin  £  y — 
huic  5  -f-^o  (u;  hinc  enor  maximus  in  determinatione  anguli  v  —  E  vel  v  pos- 
sibilis eruitur  =  -^  7 -J- o)  tang ^  ü  —  jE%  sive  in  secundis  expressus,  si  Septem 
figurae  decimales  adhibentiu-,  =  ü','166-|- 0','024  o  tang^  v  — £).  Quoties  ex- 
centricitas modica  est,  ö  et  tang  ,J  [v  —  E)  quantitates  pai-vae  erunt,  quapropter 
haec  methodus  praecisionem  maiorem  permittet,  quam  ea  quam  in  I  contem- 
plati  sumus :  haecce  contra  methodus  tunc  praeferenda  erit,  quando  excentri- 
citas valde  magna  est  propeque  ad  unitatem  accedit,  ubi  o  et  tang^(v  —  jE) 
valores  valde  considerabiles  nancisci  possunt.  Per  formulas  nostras,  utra  me- 
thodus alteri  praeferenda  sit,  facile  semper  decidi  poterit. 

TW  In  determinatione  anomaliae  mediae  ex  exccntrica  per  formulam  XII 
art.  S   eiTor  quantitatis  esinE,  adiumento  logarithmorum  computatae,   adeoque 


etiam  ip.sius  anomaliae  M,  usque  ad 


ascendere  potest,  qui  erroris  limes 
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si  in  secundis  expressus  desideratur  per  20626  5"  est  multiplicandus.  Hinc 
facile  concluditiu-,  in  problemate  inverso,  ubi  E  ex  M  tentando  determinatur, 
E  quantitate  3"'Y"-g.|g.  206265"=  3<«ea^m£  _  206265"  eiToneam  esse  posse, 
etsi  aequationi  E  —  esinE  =  M  omni  quam  tabulae  permittunt  ])raecisione 
satisfactum  fuerit. 

Anomalia  vera  itaque  e  media  computata  duabus  rationibus  erronea  esse 
potest,  siquidem  mediam  tamquam  exacte  datam  consideramus,  primo  propter 
eiTorem  in  computo  ipsius  v  ex  E  commissum,  qui  ut  vidimus  levis  semper 
momenti  est,  secundo  ideo  quod  valor  anomaliae  excentricae  ipse  iam  crro- 
neus  esse  potuit.     Eft'ectus   rationis   posterioris  definietur  per  prodiictum  erro- 


ris   m   E   commissi   per   —■>    quod   productum   fit  =  - 


iE 

i  sin  t)  + 1 


•  206265" 


„    —  ,  ,  )o','(»712,    si  Septem  fi^irae  adliibcntur.    Hie 

error,  pro  a  aloribus  parvis  ipsius  e  semper  modicus,  permagnus  evadere  potest, 
quoties  e  ab  unitate  parum  differt,  uti  tabella  sequens  ostendit,  quae  pro  qui- 
busdam  valoribus  ipsius  e  valorem  maximum  illius  expressionis  cxhibet. 


0,90 
0,9] 
0,92 
0,93 


0,42 
0,4S 
0,54 
0,62 


e 

error  maximus 

0,94 

0,"73 

0,95 

0,89 

0,96 

1,12 

0,9  7 

1,50 

0,98 
0.99 
0,999 


2,28 

4,59 

46,23 


V.  In  motu  hyperbolico,  si  v  per  formulam  III  art.  2 1  ex  F  et  '];  exacte 
notis  determinatur,  error  usque  ad  JIJI!^  .  206265"  ascendere  potest ;  si  vero 
per  formulam  tang^^v  =  — ~  '''°^°^'''    computatur,  u  et  ^  exacte  notis,   erroris 


0"09sin?;  pro  Septem  figuris. 
'-^  =2  N  adiuraento  logarith- 


limes  triente  maior  erit,  puta  =  -^ —  •  20626  5"  = 
VI.    Si    per  formulam  XI  art.  22    quantitas 

morum   BRiGoicorum    computatur,    e  et  m   vel  e   et  i^   tamquam    exacte    notas 
supponendo,    pars   prima   obnoxia   erit   errori    — """"  '"'";    si   computata    est   in 


forma 


Xelu-l)i 


1  vel  errori 


5{uu-\-l)e<a         •  ~",  L    ■      r  ,1  ^^ 

SI  computata  est  m  lorma  4  keu- 


■2u  >■  -  2m  ' 

vel  errori  3e(ütangjF',    si  computata  est   in  forma  "ketangF.   siquidem   errorem 

in  logX  vel  log^-X  commissum  contemnimus.      In   casu   primo    error  etiam  per 

6* 
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rij-iotaii^' /''.  in  st'iundü  i)iT  "^''l,  t'xi)iii)ii  potost,  undc  patet,  in  casn  tertio 
enori-in  onmiuni  seuiijor  minimum  esse,  in  piimo  aiiteni  vel  secundo  niaior 
iTit,  pront  «  luit  ,'^  >2  Vfl  <  2,  sivc  piout  ±F>;u;"r.2'  vol  <:5(,":,2'.  — 
Y  aiitcMii   scnipcr  ()l)no.\ia  crit   crrori   lo. 


Pars  st'ciinda  i] 

\  11.     \  ice  versa  patet 
Iure  error!   {\  ±:^  e  tan^  F)  io  ^ ,    vcl  liiiic  (i+J/j^*^ 


i  u  vel  F  ex  N  tentaudo   eniatnr,    m  obuoxiam 
provit  membruni  pri- 


dJV 


nmni  in  \alore  ipsins  N  vel  in  factores  vel  in  partes  resolutnm  adhibeatur: 
F  auteni  errori  liuic  I  ±  :!«' tang  Fi  co  j|^  •  Signa  superiora  post  perilielium, 
inferiora  ante  perilielium  valent.  Quodsi  hie  pro  ^~  vel  pro  ^y  substituitur 
—  ,  enierget  efieetus  huius  erroris  in  deterniinationem  ipsins  v,  qui  igitur  erit 

b b tang ■!<  1  +  5 e taug F  tu    ^,,^    bbtang'l  l  +  3eaec F]io 

'  '    V.-7 


aut  "-"^- 


si    qnantitas    auxiliaris   u    adhibita 


est;  contra,  si  adhibita  est  F,  ille  effectus  fit 

ittang'i  1  +  3etangF  u)   i 


+  e  cos  t 
taii''  6' 


Adiicere  oportet  factoreni  2(Mi2()r)",  si  error  in  secnndis  exprimendns  est.  Ma- 
nifesto  hie  error  tune  tantura  considerabilis  evaderc  potest,  quando  <\i  est  an- 
gnlus  paniis,  sive  e  paullo  niaior  quam  1  :  ecce  valores  maximos  huius  tertiae 
expressionis  pro  (|uibiisdain  valoril>us  ipsins  e,  si  septeni  figurae  dccimales  ad- 
hibentur : 


maximuij 


1,3 

0,34 

1,2 

0,54 

1,1 

1,31 

1,05 

3,36 

1,01 

34,-11 

1,001 

l(»l)4,<iü 

Hiiic  errori  ex   eiToneo  valore  ipsins  F  vel  u  orto  adiicere  ojiortet  eiTorem  in 
V  determiuatum,  nt  incertitudo  totalis  ipsius  v  habeatiu-. 

VIII.  Si  aequatio  XI  art.  22  adiiimento  logai-ithniorum  hy])erbolicon.iiu 
sohitur,  F  pro  quantitate  auxiliari  adhibita,  effectus  eiToris  in  hac  operatione 
possibilis  in  determinationem  ipsius  v  per  similia  ratiocinia  invenitux 
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tang'}  XtangiJ 

iibi  per  u)'  incertitudinem  maximam  in  tabulis  logarithmorum  hyperbolicorum 
designamus.  Pars  secunda  huius  expressionis  identica  est  cum  parte  secunda 
expressionis  in  VII  traditae,  prima  vero  in  ratione  >kCo'  :  to  minor  quam  prima 
in  illa  expressione,  i.  e.  in  ratione  1:23,  si  tabulam  URsrai  ad  octo  ubique 
tiguras  exactam  sive  w' ^  0,000(1000  05   supponere  liceret. 

33. 

In  iis  igitur  sectionibus  conicis,  quarum  excentricitas  ab  unitate  parum 
differt,  i.  e.  in  ellipsibus  et  hyperbolis,  quae  ad  parabolam  proxime  accedimt, 
methodi  su])ra  expositae  tum  pro  deterininatione  anomaliae  vcrae  e  tempore, 
tum  pro  determinatione  temporis  ex  anomalia  vera*),  omnem  quae  desiderari 
posset  i)raecisionem  non  patiuntur:  quin  adeo  errores  inevitabiles ,  crescentes 
dum  orbita  magis  ad  parabolae  siinilitudinem  Aergit,  tandem  omnes  limites 
egrederentur.  Tabulae  maiores  ad  plures  quam  septem  figiu'as  constructae 
hanc  incertitudinem  diminuerent  quidem,  sed  non  tollerent,  nee  impedirent, 
quominus  omnes  limites  superaret,  simulac  orbita  ad  parabolam  nimis  prope 
accederet.  Praeterea  methodi  sujsra  traditae  in  hocce  casu  satis  molestae 
fiunt,  quoniam  pars  earum  indirecta  tentamina  saepius  repetita  requirit :  cuius 
incommodi  taedium  vel  gravius  est,  si  tabulis  maioribus  operamiu'.  Haud  sane 
igitur  superfluum  erit,  methodum  peculiarem  excolere,  per  quam  in  hoc  casu 
incertitudinem  illam  evitare,  soloque  tabularum  vulgarium  adminiculo  praeci- 
sionem  sufticientem  assequi  liceat. 

U. 

Methodus  vulgaris,  per  quam  istis  incommodis  remedium  afferri  solet,  se- 
quentibus  principiis  innititur.  Respondeat  in  ellipsi  vel  hyperbola,  cuius  ex- 
centricitas e,  semiparameter  p  adeoque  distantia  in  perihelio  =  j—  =  q,  tem- 


■;  Quoniam  tempus  implicat  factorem  a-  vel  h-,  error  in  M  vel  N  commissus  eo  magis  augetur,  quo 
maior  fuerit  a  =  ,  vel  h  =   —^ 


46  THI-.OIUA   MOTIS  COIU'OIU  M   COKI-KSTHM.        l.IBER  I.    SF.CTIO  I. 

nori  i>t)st  peiihcliuin  t  anoinalia  Acra  v:  irs])ondoat  jjoito  oidom  tempori  in 
])arabola,  cuius  seiiiiparamoter  =  iq,  sivc  distantia  in  perihelio  =  q,  anomalia 
\ora  H\  massa  |j.  vel  utrinifiuc  neglecta  vel  utiimque  aoquali  supposita.  Tunc 
patet  habcri 

r    PP'^v       r  AnnA..     _  \jp:\l-2q 

/    1  +  f  cos  i'  -    J    I  +  i-os  ir  '  '  ^        *      •' 

intcgialibiis  a  i'  =  0  et  «'  =  i»  incipieutibus,  si\e 

/{l  +  e-dt)_  ^  C      2(1»- 
r+C'-osrV2  ~./    1  +  cosjr'" 

Designando   ]  ;-'   per  a,  tangii;  per  0,  integialc  prius  invenitur 

=  \][\  +  a).  jO  +  iO^   1  — -20  — -i-0^  2a  — 3aa;  +  40^;:iaa  — 4a^)  — etc.j, 

])Osterius  =  tang  ^ /r -f  .V  tang  .1  «••''.  Ex  bac  aequatioiie  facile  est  determinare 
»•  per  a  et  r,  atque  v  per  a  et  w,  adiiiniento  serienun  infinitarum :  pro  a  si 
niagis  placet  inti-oduei  potest  1  —  e  =  ~^^  =  o.  Quum  manifeste  \txo  a  =  o 
vel  0=0  fiat  v  =  «',  hae  series  sequentem  formam  habebunt: 

w  ^=  V  +01;'  4-0^«"  -(-  o'u'"  -f  etc. 
u  ^  y;_|_ojr'-|-oo?//'4-'5^",'"'-|-etc., 

ubi  v\  v",  v'"  etc.  erunt  fimctiones  ipsius  »,  atque  w',  w",  w'"  etc.  functiones 
ipsius  w.  Quoties  0  est  quantitas  perparva,  hae  series  celeriter  convergent, 
paucique  termini  sufiicient  ad  determinandum  w  ex  v,  vel  v  ex  w.  Ex  w  in- 
venitur t,  vel  w  ex  t  eo  quem  supra  pro  motu  parabolico  explicavimus  modo. 


35. 

Expressiones  analyticas  trium  coefticientium  primorum  seriei  secundae 
7t''.  w",  lü'"  Bessel  noster  evolvit,  simulque  pro  valoribus  numericis  duorum 
primorum  ic'.  w"  tabulam  ad  singulos  argumenti  w  giadus  constructam  addidit 
VON  Zach  Monatliche  Concspondenz,  vol.  XII.  ]>.  197.  Pro  cocfficiente  primo 
«•'  tabula  iam  ante  habebatur  a  Simpson  computata,  quae  operi  dar.  Olbers 
supra  laudato  annexa  est.  In  plerisque  casibus  hacce  methodo  adiumento  ta- 
bulae  BESsELianae   anomaliam   veram   e    tempore   praecisione   sufficiente  deter- 


RELATIONES  AD  LOCUM  SBIPLICEM  IN  ORBITA  SPECTANTES.  47 

minare  licet :    qiiod  adhuc  desideranduin  relinquitur,    ad  haecce  fere  momenta 
reducitur : 

I.  In  problemate  inverso,  temporis  puta  ex  anomalia  vera  determinatione, 
ad  methodum  quasi  indirectam  confugere  atqiie  w  ex  v  tentando  derivare 
oportet.  Cui  incommodo  ut  obveniretur ,  series  prior  eodem  modo  tractata 
esse  deberet  ac  secunda :  et  quum  facile  perspiciatur,  —  v'  esse  eandem  func- 
tioneni  ipsius  v,  qualis  tv'  est  ipsius  iv,  ita  vit  tabula  pro  w'  signo  tantum 
mutato  pro  v'  inservii-e  possit,  nihil  tarn  requireretur  nisi  tabula  pro  v",  quo 
utrumque  jiroblema  aequali  praecisione  solvere  liceat. 

II.  Interdum  utique  occtu-rere  possunt  casus,  ubi  excentricitas  ab  unitate 
parum  quidem  differt,  ita  ut  methodi  generales  sujjra  expositae  praecisionem 
haud  sufficientem  dare  videantur,  nirais  tarnen  etiamnum,  quam  ut  in  raethodo 
pcculiari  modo  adumbrata  efFectum  potestatis  tertiae  ipsius  o  altiorumque  tute 
contemnere  liceat.  In  motu  imprimis  liyperbolico  eiusmodi  casus  sunt  possi- 
biles,  ubi,  sive  illas  mc^thodos  adoptes  sive  hanc,  errorem  pliuium  secundorum 
evitare  non  possis,  siquidem  tabulis  vulgaribus  tantum  ad  Septem  figau'as  con- 
structis  utaris.  Etiamsi  vero  huiusmodi  casus  in  praxi  raro  occurrant,  aliquid 
certe  deesse  videri  posset,  si  in  omnibus  casibus  anomaliam  veram  intra  ü','l 
aut  saltem  ()','2  determinare  non  liccret,  nisi  tabulae  maiores  consulerentur, 
quas  tamen  ad  libros  rariores  referendas  esse  constat.  Haud  igitur  prorsus 
superfluam  visum  iri  speramus  expositionem  methodi  peculiaris,  qua  iamdudum 
usi  sumus,  quaeque  eo  etiam  nomine  se  commendabit,  quod  ad  excentricitates 
ab  unitate  parum  diversas  haud  limitata  est,  sed  hocce  saltem  respectu  appli- 
cationem  generalem  patitur. 

36. 

Antequam  hanc  methodum  exponere  aggi-ediamur,  observare  conveniet, 
incertitudinem  methodorum  generalium  supra  traditarum  in  orbitis  ad  para- 
bolae  similitudinem  vergentibus  sponte  desinere,  simulac  E  vel  F  ad  magni- 
tudinem  considerabilem  increverint,  quod  quidem  in  magnis  demum  a  Sole 
distantiis  fiet.     Quod  ut  ostendamus,    errorem  maximum  in  ellipsi  possibilem, 

,^^'"^  •  20 Q'lGö"  ita  exhibemus 

^^-^-  206265", 
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mri'in  arc-tis  soni])er  liniitibus  circunisfriptuni  osse,  simnlao 
E  valorera  considtTabiloiu  arquisivoiit,  sive  simulac  cos£  ab  unitatc  ma^s 
roccssoiit  quantiimvis  magna  sit  exccntricitas.  Quod  adluic  lutulcntius  appa- 
]-obit  ])(•!•  tabulain  sequentem,  in  qna  \aloroni  numericum  niaximum  istius 
forinulat"  jno  qnibusdam  valoribus  dotcrminatis  computavinius  (pro  scptem 
tiguris  docinialibus  : 

JE  =  Kl"      error  niaximws  =  :<,(I4 

2»  0,7(i 

30  (t.:M 

40  "1,19 

50  0,1 2 

60  0,0S 


Simili   modo   res   se  habet 

art.  :!2,  ^  II   oruta  sab  liaiic  forniam  ponihu"  — ' 


livperbola,    ut   statim   apparet,    si   expressio   in 

mcosF.  cos.F+3esinF)v/(ee-l  .^ 


206265 


\'alorcs    maximos    huius    expressionis    ])ro    (piil)usdain    valoribus    di'tcrminatis 
ipsius   F  tabula  sequens  exhibet : 


F 

M 

error  maximus 

10" 

1,192 

0,839 

8,66 

20 

1,428 

0,700 

1.38 

:5o 

1,732 

0,5  7  7 

0,47 

•10 

2,144 

0,4  66 

0,22 

50 

2,747 

0,364 

11,1  1 

60 

3,732 

0,268 

0,06 

70 

5,671 

0,176 

0,03 

(^uotii's  itaquc  E  vel  F  ultra  H)"  vel  .')!»"  egreditur  qui  tarnen  casus  in  or- 
l)itis  a  parabola  ])aruuT  discrepantibus  huud  facilc  occurrot,  quum  corpora 
coelestia  in  talibus  orbitis  incedentia  in  tantis  a  Sole  distantiis  ociilis  nostris 
])lerumque  se  subducant',  nulla  aderit  ratio,  ciu"  methodum  gcneralem  dese- 
ramus.  C'eteruni  in  tali  casu  etiam  series  de  quibus  in  art.  34  egimus  nimis 
lente  convergerent :  neutiquam  igitur  pro  defectu  methodi  nunc  explicandae 
liaberi  potest,  quod  iis  imprimis  casibus  adaptata  est,  ubi  E  vel  F  ultra  va- 
lores  modicos  nondum  exere\it. 
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37. 

liesumamus    in    motu    elliptico    aequationem  inter  anonialiam  excentricani 
it   tempus 

E  —  efiinE  =  — -3        ? 

a- 
11!  li  E  in  partibus  radii  expressam  supponimus.  Factorem  \/  ] -}- f^]  abhinc 
omittemus ;  si  unquam  casus  occiuTeret,  ubi  eins  rationem  habere  in  potestate 
operaeque  pretium  esset,  signum  t  non  tempus  ipsum  post  perihelium,  sed 
hoc  tempus  per  y/(l  +  |i.)  multiplicatum  exprimere  deberet.  Designamus  porro 
per  q  distantiam  in  perihelio,  et  pro  E  et  sinE  introducimus  quantitates 
E  —  sinE  et  jE  — -jV  (-E  —  sin  jE)  =  VV -2^  +  tV  sin -E :  rationem  cur  has  potissi- 
muin  eligamus  lector  attentus  ex  sequentibus  sponte  deprehendet.  Hoc  modo 
aequatio  nostra  forniam  sequentem  induit : 

Quatenus  E  ut  quantitas  ])arva  ordinis  ])rimi  spectatur,  erit  VV-E+TöSin-E  = 
^_^ii;3_|.^^i_^jgä_  etc.  quantitas  ordinis  primi,  contra  JE  — sinjE=  i-E^  — 
T-|-o  JE^+'g-js-VirJ^^  — etc.  quantitas  ordinis  tertii.     Statuendo  itaque 

6(£'-sm.E'      _   A    A  ^E  +  ^sinE  ^   „ 

J^E+^mnE  —  ■*^'  2sJA  ^' 

erit  4  J.  = -E"  — xV-E*  — TöVir-E*'— <?t<;:.  quantitas  ordinis  secundi,  atque  B  = 
] -]_^^3^_£''— etc.  ab  unitate  quantitate  quarti  ordinis  diversa.  Aequatio 
nostra  autem  hinc  tit 

Per  tabulas  vulgares  trigonometricas  -^^  E  -\-  -pV  sin  E  quidem  praecisione  suffi- 
ciente  calculari  potest,  non  tamen  E  —  ainE,  quoties  E  est  angulus  parvus : 
hacce  igitur  via  quantitates  A  et  B  satis  exacte  determinare  non  liceret.  Huic 
autem  difäcultati  remedium  afferret  tabula  peculiaris,  ex  qua  cum  argumento 
E  aut  ipsum  B  aut  logarithmum  ij^sius  B  excerpere  jjosscmus :  subsidia  ad 
constructionem  talis  tabulae  necessaria  cuique  in  analysi  vcl  mcdiocriter  ver- 
sato  facile  se  Offerent.      Adiumento  aequationis 

9E+s\nE         ^;   , 
■JOB         =  \  ^ 
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etiam  sj A.    ixU\\\v  hinc  t  \wx  formulam    1,    oiimi    quae   dcsidcrari  potcst  prae- 
cisionc  dcterininaie  licerct. 

Eccc  siiOfimcn  talis  tabulac,  qiiod  sultfiu  k'utam  augnientationcm  i])sius 
\ogB  manifostabit :  sui)erlluuin  esset,  hanc  tabulam  maiori  extensione  elabo- 
lare,  infra  cnim  tabulas  formac  multo  commodioris  dcscripturi  sumus: 


E 

logJ? 

E 

lügi? 

E 

log  5 

(»" 

(1,(10(1  00(1(1 

■Ib" 

0,000  Ol  CS 

50" 

0,000  2675 

5 

(10 

:]() 

o:mo 

55 

3910 

10 

0  1 

;!."> 

()(M-. 

60 

5526 

15 

2  2 

40 

1099 

20 

69 

45 

175S 

Tlaud  inutile  orit,    ca  quae  in  art.   praec.   sunt  tradita  exemjdo  illustrare. 
Proposita    sit    anomalia    vera    =  lOO",    excentricitas    =0,967  6450  7,     log<jr  = 
9,765  6500.     Ecce  iam  calculum  pro  E,  B,  A  et  t: 
logtang^v  ....  0,076  1865 

logV^iTe 9,107  9927 

logtangi£  .  .  .  9,1S4  1792,  unde  4^  jE  =  8"4  l' 19','32,  atque  E=  I  7''22'38','64. 
Huic  valori  ipsius  E  respondet  log^  =  0,000  0040;  porro  invenitur  in  parti- 
busradii  jE=  0,303  2928,  sinjE;=  0,298  6643,  unde  ^E^-^'-^niviE  =  0,151  4150, 
cuius  logarithmus  =  9,180  1689,  adeoquc  log^l°  =  9,1  80  1649.  Hinc  deducitur 
per  formulam   1)  art.  praec. 


logA-  .  , 


log43,56386 
19,98014 


2,4  58  9614 
9,180  1649 
1.639  1263 


los 


2B  l  +  9e 
15  Ä: 


3,760  1038 


log^' 7,540  494: 


log  19,98014 


1,300  5985 


63,54400  =  t 
Tractando  idem  e.xemplum  sccundum  metlioduni  vulgarem,  invenitiu'  esiwE  in 
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secundis  =  59(5 10"  79  =  1  ß^SS'So'j'Tg ,  vmde  anomalia  media  =  49' 7',' 85  = 
2947','85.  Hinc  et  ex  log^^^— ^V  =  1,666  4302  derivatur  t=  63,54410.  Dif- 
ferentia,  quae  hie  tantum  est  10  000™*  pars  unius  diei,  conspirantibus  erroribus 
facile  triplo  vel  quadruijlo  maior  evadere  potuissct. 

Ceterum  patet,  solo  adiumento  talis  tabulae  pro  log  B  etiam  problema 
inversum  omni  praecisione  solvi  i:)osse,  determinando  E  per  tentamina  repetita, 
ita  ut  valor  ipsius  t  inde  calculatus  cum  proposito  congruat.  Sed  haec  ope- 
ratio  satis  molesta  foret :  quamobrem  iam  ostendemus,  qiiomodo  tabulam  auxi- 
liarem  multo  commodiiis  adornare,  tentamina  vaga  omnino  evitare,  totumque 
calculum  ad  algorithmum  maxime  concinnum  atque  expeditum  reducere  liceat, 
qui  nihil  desiderandum  relinquere  videtiu-. 

39. 

Dimidiam  fere  partem  laboris  quem  illa  tentamina  requirerent  abscindi 
posse  statim  obvium  est,  si  tabula  ita  adornata  habeatur,  ex  qua  log^  imme- 
diate  argumento  A  desumere  liceat.  Tres  tunc  superessent  operationes ;  prima 
indirecta,  -pwiTi  determinatio  ipsius  A,  ut  aequationi  1)  art.  37  satisfiat;  se- 
cunda,  determinatio  ipsius  -E  ex  ^  et  J5,  quae  fit  directe  vel  per  aequationem 
£  =  2 J5 (A'  +  t"^ Ä%  vel  per  hanc  sin E=  2B (A'  —^A');  tertia,  determinatio 
ipsius  V  eji.  E  per  aequ.  VII  art.  8.  Operationem  primam  ad  algorithmum 
expeditum  et  a  tentaminibus  vagis  liberum  reducemus ;  secundam  et  tertiam 
vero  in  unicam  contrahemus,  tabulae  nostrae  quantitatem  novam  C  inserendo, 
quo  pacto  ipsa  E  omnino  opus  non  habebimus,  simulque  pro  radio  vectore 
formulam  elegantem  et  commodam  nanciscemui".  Quae  singula  ordine  suo  iam 
persequemur. 

Primo  aequationem  1)  ita  transformabimus,  ut  tabulam  BARKERianam  ad 
eins  Solutionen!  adhibere  liceat.  Statuemus  ad  hunc  flnem  A^  =  tang  J  w.i/  ~^  j 
unde  lit 

75tangJ-M)4-2  5tangiM;*  =  ^^^t^'i  +  i'    =  «|, 

designando  constantem       'vi  +  ig-  pgj.  oi[*r!.     Si  itaque  B  esset  coguita.  w  illico 

22= 

[' )  Handschriftliche  Bemerkung :]     Wenn   man    Bveckhardts    Tafel    [Connaissance  des  Temps   l  S  l  S  ; 
s.  auch  Bd.  VI.  S.  596]  braucht,    ^  ^  +  ^^'  =  «. 
2* 
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o  tabula  BAUKEniauu  di-siuiii  ])()sset,  ubi  est  anoiiialia  vora,  tnii  rcspondet  mo- 
tiis  medius  ^;  ox  w  devivabitur  A  per  fbiiniilam  .4  =  ,3  taug ^  w",  dosign^ando 
constantcm  —  ^  per  ß.  lam  etsi  B  (Icimiiu  rx  .1  per  tabulam  nostiam  auxi- 
liarcm  innott-scat,  tanien  ])ropter  pc'ii)aivaiii  i])siiis  ab  unitatc  diffcrentiam  prac- 
videre  licet,  w  et  A  levi  taiitum  enoie  atfectas  provenire  i)Osse,  si  ab  initio 
divisor  B  oinnino  ne^rlii^atur.  Deteruiinabiimis  itaquc  primo,  levi  tantum  ca- 
lanio,  «•  et  A,  statiiendo  B  =  l  ;  cum  valore  appioximato  ipsius  A  e  tabula 
nostra  auxiliaii  invenieinus  ijisam  B,  cum  qua  eundcm  calculum  exactius  re- 
])otcmus;  plerumque  res])ondebit  valoii  sie  conccto  ipsius  A  prorsus  idem 
valor  ipsius  B,  qui  ex  appioximato  inventus  erat,  ita  ut  nova  operationis  re- 
])etitio  superflua  sit,  talibus  easibus  exce])tis,  ubi  valor  ipsius  E  iam  valde 
considerabilis  fuerit.  C'eterum  vix  opus  erit  uionere,  si  forte  iam  ab  initio 
valor  ipsius  B  quoniodocunque  approximatus  aliunde  innotuerit  quod  semjjer 
tiet.  quoties  e  ])luribus  locis,  baud  multum  ab  invicem  distantibus,  coraputandis 
unus  aut  alter  iam  sunt  absoluti  ,  praestare,  boe  statim  in  prima  approxiraa- 
tioue  uti :  hoc  modo  ealculator  scitus  saei)issime  ne  una  quidem  calculi  re- 
petitione  opus  habebit.  Hanc  cclemmam  approximationem  inde  assecuti  su- 
mus,  quod  B  ab  1  difierentia  ordinis  quarti  tantum  distat,  in  coefficientem 
perparvum  numericum  insuper  multiplicata,  quod  commodum  praeparatum  esse 
iam  perspicietur  per  introductionem  quantitatum  E  —  sinE,  -(\  E -j- -^  sin  E 
loco  ipsarum  E.   sinjE. 

40. 

Quum  ad  operationem  tertiam,  puta  determinationem  anomaliae  verae, 
angulus  E  ipse  non  lequiratiu',  sed  tantum  tang^£  sive  potius  logtang^^, 
operatio  illa  cum  secunda  commode  iungi  possct,  si  tabula  nosti'a  immediate 
suppeditaret  logarithmum  quantitatis  ^^7^—»  quae  ab  1  quantitate  ordinis 
secundi  differt.      Maluimus  tarnen  tabulam  nostiam  modo  aliquantulum  diverso  * 

adoraare,  quo  extensionc  minuta  nihilominus  interpolationcm  multo  commodio- 
rem  assecuti  sumus.  Scribendo  brevitatis  giatia  T  pro  tangf£*.  valor  ipsius 
A  in  art.  37  traditus    -  „  ~^.'"  '    facile  trausmutatiu-  in 


9E+BinE 
A 
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ul)i  lex  progressionis  obvia  est.     Hinc  deducitur  i)er  conversionem  serierum 

Statuendo  igitiir  ^  =  \—fA^C,  crit   C  quantitas  ordinis  quarti,   qua  in  ta- 
bulam  nostram  recepta,    ab  A  protiniis   transire   possunius  ad  v  per  formulam 


^^n-^r^'^ 


designando  per  y  constantem   y  f^^  •      Hoc    modo    simul   lucramur   calciilum 
percommodum  jaro  radio  vectore.      Fit  enim   ;art.  8,  VI) 


l  +  i^+C: 


41. 

Nihil  iam  superest,  nisi  ut  etiam  problema  inversum,  puta  determinatio- 
nem  temporis  ex  anomalia  vera,  ad  algorithmum  expeditiorem  reducamus :  ad 
hunc  finem  tabulae  nostrae  columuam  novam  pro  T  adiecimus.  C'ompiitabi- 
tur  itaque  primo  T  gtl  v  per  formulam  T  =  yrr  tang  ^^  v^ ;  dein  ex  tabula 
nostra  argumcnto  T  desumetur  A  et  logi?,  sive  (quod  exactius,  imo  etiam 
commodius  efst)  C  et  logB,  atque  hinc  A  per  formulam  J.  =  '  ^,  „  ;  tandem 
ex  J.  et  JB  eruetur  t  per  formulam  1)  art.  3  7.  Quodsi  hie  quoque  tabulam 
BARKERianam  in  usum  vocare  placet,  quod  tamen  in  hoc  problemate  inverso 
calculum  minus  sublevat,  non  opus  est  ad  A  respicere,   sed  statim  habetur 


tangx,r  =  tangi..y/^^i^: 


atque  hinc  tempus  /,  multiplicando  motum  medium  anomaliae  verae  w  in  ta- 
bula BARKERiana  respondentem  per 


B 


Handschriftliche  Bemerkung :] 

loghyp  ji-  =   -A.4- Jy«^J.»_^o.^«_. 

A 


3Iy tang 


.-24134 
.24284 
.24435 


Ü3778 


0.6390 


q  See  1^  1 


=  -iT+^\T'-^M'  +  ..- 

-  2  Tm' 

T 

log,«' 

o.uuo 

9.23984 

0.010 

9.23787 

0.020 

9.23591 

logiü  =  ^ 

m,            log  J\r  = 

An. 
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42. 


Talmlaiu.  qualcm  hactoims  (K-sciipsinins,  extousiüiio  idonca  construximiis, 
opcriqiu-  luiic  adifc-imus  Tab.  T.  .  Ad  ellipsin  sola  pars  prior  spectat ;  pai-tcm 
altcram.  (juae  niotiim  hyporbolicum  complectitur,  infra  explicabimus.  Argu- 
meutuin  tabulac,  qiiod  est  quantitas  A,  i)er  singulas  partes  millesimas  a  0 
usquo  ad  (),:i(iO  progreditui- ;  sequuntur  logB  et  C,  quas  quantitatcs  in  parti- 
bus  1 0  (MKi  (MK»™'*,  sive  ad  Septem  tigiiras  decimales  expressas  subintelligerc 
ojjortet;  cifiae  enim  primae,  tigiais  signiticativis  i)raccuntes,  sujjprcssae  sunt; 
columna  deniquc  quarta  exhibet  quantitatem  T  primo  ad  5  dein  ad  6  figuras 
computatam,  quae  praecisio  abunde  sufficit,  quum  haec  columna  ad  eum  tan- 
tiimmodo  usum  rcquiratiu-,  \it  argumento  T  valores  respondentes  ipsius  log  5 
et  C  habeantur,  quoties  ad  normam  art.  praec.  t  ex  v  determinare  lubet. 
Quum  ])roblema  inversuni,  quod  longc  frequentioris  usus  est,  puta  determinatio 
ipsius  t'  et  r  ex  t,  omnino  absquc  quantitatis  T  subsidio  absolvatur,  quanti- 
titatem  A  ])xo  argumento  tabulae  nostrae  eligere  maluimus  quam  T,  quae 
alioquin  argumentum  aeque  fere  idoneum  fuisset,  imo  tabulae  constmctionem 
aliquantulum  facilita^•isset.  Haud  superfluum  erit  monere,  omnes  tabulae  nu- 
meros  ad  decem  figiu-as  ab  origine  calculatos  fuisse,  septemque  adeo  figuris, 
quas  hie  damus,  ubique  tuto  confidere  licere:  methodis  autem  analyticis  ad 
hunc  laborem  in  usum  vocatis  hoc  loco  immorari  non  pos.sumus,  quarum  ex- 
plicatione  copiosa  nimium  ab  instituto  nostio  distraheremur.  Ceterum  tabulae 
extensio  omnibus  casibus,  ubi  methodum  hactenus  expositam  sequi  prodest, 
abunde  sufficit,  quum  ultra  limitem  ^  =  0,3,  cui  respondet  T  =  0,392374 
sive  E  =  64 "S',  methoilis  artificialibus  commode  ut  supra  ostensum  est  absti- 
nere  liceat. 

43. 

Ad  maiorem  disquisitionum  praecedentium  illustrationem  exemplum  cal- 
culi  completi  pro  anomalia  vera  et  radio  vectore  ex  tempore  adiicimus,  ad 
quem  finem  numeros  art.  3S  resumemus.  Statuimus  itaque  e  =  0,967  6456  7, 
logr?  =  0,7Gö  050(t,  ^=63,54400,  unde  primo  deducimus  constantes  loga  = 
0,305  2357,    logß  =  8,221  7364,    logY  =  0,002  8755. 
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Hiiic  fit  logaf  =  2,108  3102,  cui  respondet  in  tabula  BARKERi  valor  ap- 
proximatus  ipsius  w  =  go^G',  unde  derivatur  A  =  0,02292,  et  ex  tabula 
nostra  logJ5  =:  0,000  0040.  Hinc  argumentum  correctum  quo  tabulam  Barkeri 
intrare  oportet  fit  =  log  ^  =  2,108  3062,  cui  respondet  tv  =  99''6'13;'18;  dein 
calcvilus  ulterior  ita  se  habet: 

logtang^w^ 0,138  5934  logtang^w 0,069  2967 

logß 8,221  7364  log^ 0,002  8755 

log^ 8,360  3298  j  Comp,  log  (1 -j^  +  C^  .  0,004  0143 

A  =  0,022  9260  8  logtang^^v 0,076  1865 

hinc  logJS  perinde  ut  ante;  \v     =  50"  o'  o" 

C   =:     0,000  0242  i;      =  100     0    0 

1  —  iA-^C  =   0,9816833  log^ 9,765  6500 

l+i^+C  =    1,004  6094  2  Comp,  log  cos  4^  V 0,383  8650 

log{l—iA  +  C] 9,991  9714 

C.log(l+i^+C) 9,998  0028 

logr 0,139  4892 

Si  in  hoc  calculo  factor  B  omnino  esset  neglectus,  anomalia  vera  errorusculo 
l"  tantum  (in  excessu)  prodiisset  atfecta. 

44. 

Motum  hyperbolicum  eo  brevius  absolvere  licebit,  quoniam  methodo  ei 
quam  hactenus  pro  motu  elliptico  exposuimus  prorsus  analoga  tractandus  est. 
Aequationem  inter  tempus  t  atque  quantitatem  auxiliarem  u  forma  sequente 
exhibcmus : 

(^-^^  jV^(t^-i)  +  TVl0g«j  +  (TV  +  TVe)  J4(«-^)-l0gMJ    =   kt[^f, 

ubi  logarithmi  sunt  hyperbolici,  atque  2^*0^  («  —  —)  + tV  log  w  quantitas  ordinis 
primi,  J  y''^  ^)~  log  u  quantitas  ordinis  tertii,  simulac  log  u  tamquam  quanti- 
tas parva  ordinis  primi  spectatur.      Statuendo  itaque 

6  |i  ("  -  ^)  -  log«!                                  ^',  (u  -  ^)  +  Alog« 
-Ij^P *    =    4^,  -^ ^ =   B, 
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erit   .1  (|uantitns  ordinis  sccuiiili.    li  autciii   ab   unitate  dirtcrcntia  (jidiuis  quaiti 
(lisrivi»abit.      Ar(Hiatio  uostra  tiuic  forinaiu  scqucntem  indiu't : 

(|iiaf  ar(|uati()iu    I     art.  'M   prorsus  aiialoga  i'st.      Statuoiulo    ])01T0   (— ^j  )  =  T, 
oiit    T  uidinis  sctundi,   ot   |)CT  mcthodum  sericiuin   intiuitarum  invenietur 


1  +  i  .1  +  ,  ?  >.  Ä'  -  ,,  §  ^  A'  +  3 1  §  r« T,  A'  -  Tift^'sVo  ^'  Ä'  4-  etc. 


Quamobrcm  ponondo  ^=  ^  -\--^A-\-C,    erit   C  (|uaiititas  ordinis  quarti,  atque 
A=  '^rzriy     i^enique  pro  radio  voctore  ex  acqu.  \'II   art.  2  1    facile  sequitiir 

,•  =  'i  ^  l  +  jA+C  q 

.1  — 2';COSJv'  .1  — 4.4  +  C,  C08|  v' 

45. 

Pars  posterior  tabiilae  ininiac^  operi  huie  anuexae  ad  motum  hyperboli- 
cum  sjiectat,  ut  iaiu  supra  inoiiuimus,  et  i)ro  arguniento  A  (utrique  tabulae 
parti  (•ommiini^  logaritbmum  ipsius  B  atque  qnantitatem  C  ad  Septem  figuras 
decimales  ;cifiis  praecedcntibus  omissis  ,  ciuantitatcm  T  vero  ad  quinque  dein 
ad  sex  iiguias  sistit.  Extensa  est  haec  pars,  perinde  ut  prior,  usque  ad  .4  = 
0,300,  cui  respondet  T=  0,24J207,  m  =  2,93(1  vel  =  (»,341,  F=  ±52**10': 
ulterior  extensio  supeiüua  fuisset  (art.  36  . 

Ecce  iam  ordineni  calculi  tum  pro  determinatione  temporis  ex  anomalia 
Vera  tum  pro  determinatione  anomaliae  verae  ex  tempore.  In  ])roblemate 
priori  habebitur  T  per  formulam  T  =^  ^^taug^v'*:  ex  T  tabula  nostra  dabit 
logJB  et  C,  unde  erit  A  =  1^  4  y  :  'linc  tandem  per  formulam  2,  art.  praee. 
invenietur  t.  In  ])roblemate  ])osteriori  comjjutabuntur  ])rimo  logarithmi  con- 
stantium 

25'» 

P         1  +  9e 


V   l+9e' 


;•;  Handschriftliche  Bemerkung,    welche   sich    auf  eine    von  Gauss   zu    seinem   eignen  Gebrauch  im 
Jahr  I8ir,  berechnete  noch  nicht  gedruckte  Tafel  bezieht,  auf  die  in  diesem  Bande   ziu-ückgekommen  werden 


wird:;     in  tabula  nostra 


fcv/ii+i, 
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'l'unc  determinabitur  A  ex  t  prorsus  eodem  modo  ut  in  motu  elliptico,  ita 
seilicet  ut  motui  medio  ^  in  tabula  BARKERi  respondeat  anomalia  vera  w  at- 
que  fiat  A  =  ßtang^M)*;  eruetur  seilicet  primo  valor  approximatus  ipsius  A 
neglecto  vel  si  subsidia  adsunt  aestimato  factore  B;  hinc  tabula  nostra  sup- 
l)editabit  valorem  approximatum  ipsius  B,  cum  quo  operatio  repetetur;  valor 
novus  ijisius  B  hoc  modo  prodiens  vix  unquam  correctionem  sensibilem  passus, 
neque  adeo  nova  calculi  iteratio  necessaria  erit.  Correcto  valore  ipsius  A  e 
tabula  desumetur  C,   quo  facto  habebitur 


tang  4-  V 


■f  tang  .;  w  __  {1  +  %A+C'q 


Patet  hinc,  inter  formulas  pro  motu  elliptico  et  hyperbolico  nuUam  omnino 
differentiam  reperiri,  si  modo  ß,  ^  et  T  in  motu  hyperbolico  tamquam  quan- 
titates  negativas  tractemus. 


46. 

Motum   hyperbolicum   quoque   aliquot   exemplis   illustravisse  haud  inutile 
erit,  ad  quem  finem  numeros  artt.  23,  26  resumemus. 

I.    Data  sunt   <?=  1,261  SS20,    log^  =  0,020  1657,    v  =  lS°5l'i\":    quaeri- 
tur  t.     Habemus 

2logtang^v 8,440  2018  log  T 7,503  8375 

log^J 9,063  6357  log(l  +  C) 0,000  0002 


logT 

.  .  .  7,503  8375 
0,003  1903  4 
0,00(»  0(101 
0,000  0(1(15 

C.log(l-Ar)  .... 

.  .  0,001  1099 

logB  = 
C  = 

log^ 

.  .  7,504  9476 

loc  25ä^  

.  .  .  2,386  6444 

logA^ 

..  2,884  3582 
.  .  6,257  4214 

log^' 

.  .  .  8,752  4738 

log  13,77584  = 
0,13861 

1,139  1182 

logO, 138605  = 

9,141  7796 

13,91445 
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II.    Mancntibus   e  et  q  xit  ante,    datur  t=  05,4  1230,    quaiiuntur  v  et   /•. 
Invenimus  logarithmos  constantium 

loga  =  9,97ö  S345 
log  ,3  =  9,025  1049 
logf  =  9,9S(I  7040. 

Porro  ]>ro(lit  loga^=  1,791  4 ;)4 3,  undc  i)cr  tabulam  Barkeiü  valor  a])])roxima- 
tus  ipsius  w  =  70''3l'44",  atque  hinc  A  =  (1,052  983.  Huic  A  in  tabula  nostra 
respondet  logjB  =  0,000  0207:  iinde  log^  =  1,791  4736,  valor  coiTectiis  ipsius 
w=  7o"3r30','S0.     Calculi  oi)crationes  rcliquae  ita  se  habent: 

2logtang4w 9,698  9398  logtang^Jt' 9,849  4699 

log ,3 9,025  1649  logf 9,980  7646 

log  vi 8,724  1047  iC.log(l+iA4-C)--  9,990  9600 

A=  0,052  97911  logtangj^u    9,8211945 

logB  ut  ante  \v  =   33''3l'29','98 

C=  0,000  1261  t!   =    67      2  59,96 

\-\-\A^-C  =  1,042  5094  logj 0,020  1657 

\  —  \A-{-C=  0,9895303  2C.logcos^t) 0,1580378 

log(l+-^^+C) 0,0180800 

C.log(l— -J-^+C)  .  .  .  0,004  5709 
logr    0,200  8544 

Quae  supra  (art.  26)  inveneramus  v  =  67°2'59','78,  logr  =  0,200  8541,  minus 
exacta  sunt,  proprieque  evadere  debuisset  v  =  6 7" 3' O',' 00,  quo  valore  suppo- 
sito  valor  ipsius  t  ])er  tabulas  maiores  fuerat  computatus. 


SECTIO   SECUNDA. 

Relationes  ad  locum  simplicem  in  spatio  spectantes. 

47. 

In  Sectione  prima  de  motu  corporum  coelestium  in  orbitis  suis  actum  est, 
nuUa  situs,  quem  hae  orbitae  in  spatio  occupant,  ratione  habita.  Ad  hunc 
situm  determinandum ,  quo  relationem  locorum  corporis  coelestis  ad  quaevis 
alia  spatii  puncta  assignare  liceat,  manifesto  requiritur  tum  situs  plani  in  quo 
orbita  iacet  respectu  cuiusdam  plani  cogniti  (e.  g.  plani  orbitae  telluris,  eclip- 
ticae),  tum  situs  apsidum  in  illo  piano.  Quae  quum  commodissime  ad  trigo- 
nometriam  sphaericam  referantur,  superficiem  sphaericam  radio  arbitrario  circa 
Solem  ut  centrum  descriptam  fingimus,  in  qua  quodvis  planum  per  Solem 
transiens  circulum  maximum,  quaevis  autem  recta  e  Sole  ducta  punctum  de- 
pinget.  Planis  aut  rectis  per  Solem  ijisum  non  transeuntibus  plana  rectasque 
parallelas  per  Solem  ducimus,  circulosque  maximos  et  puncta  in  s^shaerae 
superficie  bis  respondentia  etiam  illa  repraesentare  concipimus:  potest  quoque 
sphaera  radio  ut  vocant  infinito  magno  descripta  supponi,  in  qua  plana  rec- 
taeque  parallelae  perinde  repraesentantur. 

Nisi  itaque  planum  orbitae  cum  piano  eclipticae  coincidit,  circuli  maximi 
illis  planis  respondentes  (quos  etiam  simpliciter  orbitam  et  eclipticam  vocabi- 
mus)  duobus  punctis  se  intersecant,  quae  nodi  dicuntur;  in  nodorum  altero 
corpus  e  Sole  visum  e  regione  australi  per  eclipticam  in  borealem  transibit, 
in  altero  ex  hac  in  illam  revertet;  nodus  prior  ascendens,  posterior  descendens 
appellatur.     Nodorum  situs  in  ecliptica   per   eorum   distantiam  ab  aequinoctio 

8* 
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vernali  mcdio  [lottcjitudinem)  secundum  ordiiicm  signoiiim  numeratam  assignamiis. 
Sit,  in  Fig.  1,  ß  uodiis  ascendens,  Aü  B  pars  eclipticae,  CüD  pars  orbitae; 
motus  terrae  et  corporis  coelestis  fiant  in  dircctionibus  ab  A  versus  B  et  a 
C  versus  D,  patetcjue  angulum  sphaericuni,  quem  9,  D  fixcit  cum  9,B,  a  (t 
usque  ad  lS<t"  crescere  jjosse,  neque  tarnen  ultra,  quin  ft  nodus  ascendens 
esse  dcsinat :  hunc  angulum  inclinationem  orhitae  ad  eclijjticam  dicimus.  Situ 
plani  orbitae  per  longitudinem  nodi  atquc  inclinationem  orbitae  determinato, 
nihil  aliud  iam  requiritur,  nisi  distantia  perihelii  a  nodo  ascendente,  quam  se- 
cundum ipsam  directionem  motus  numeramus,  adeoque  negativam  sive  inter 
18o"  et  Sfjo"  fissumimus,  quoties  perihelium  ab  ecliptica  ad  austrum  situm  est. 
Notentur  adhuc  expressiones  scquentes.  Longitudo  cuiusvis  puncti  in  circulo 
orbitae  numeratur  ab  eo  piincto,  quod  retrorsum  a  nodo  ascendente  in  orbita 
tantundem  clistat,  quantum  aequinoctium  vemale  ab  eodem  puncto  retrorsum 
in  ecliptica :  hinc  lo7ujitudo  perihelii  crit  summa  longitudinis  nodi  et  distantiae 
perihelii  a  nodo ;  longitudo  vera  coi-])oris  in  orbita  autem  summa  anomaliac  verae 
et  longitudinis  perihelii.  Dcniquc  longitudo  media  vocatur  summa  anomaliac 
mediae  et  longitudinis  perihelii:  haec  postrema  expressio  manifesto  in  orbitis 
ellipticis  tantum  locum  habere  potest. 

48. 

Ut  igitur  corporis  coelestis  loeum  in  spatio  pro  quovis  temporis  momcnto 
assignare  liceat,  sequentia  in  orbita  elliptica  nota  esse  oportebit. 

I.  Longitudo  media  ])ro  quodam  temporis  momento  arbitrario,  quod 
epocka  vocatur:  eodem  nomine  intcrdum  ipsa  quoque  longitudo  designatur. 
Plerumque  pro  epocha  eligitur  initium  alicuius  anni,  scilicet  meridies  1.  lanuarii 
in  anno  bissextili,  sive  meridies  31.  Decembris  anno  communi  praecedentis. 

II.  Motus  mcdius  inter  certum  temporis  intervallum,  e.  g.  in  uno  die  so- 
lari  medio,  sive  in  cliebus  365,  365|-  aut  36525. 

III.  Semiaxis  maior,  qui  quidem  omitti  posset,  quoties  corporis  massa 
aut  nota  est  aut  negligi  potest,  quum  per  motum  medium  iam  detur  (art.  7) : 
commoditatis  tamen  giatia  uterque  semper  profeni  solet. 

I^'.    Excentricitas. 
V.    Longitudo  perihelii. 
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VI.    Longitudo  nodi  asccndentis. 

VII.    Inclinatio  orbitae. 

Haec  Septem  momenta  vocantur  ehmenta  motus  cor})oiis. 

In  parabola  et  hyijerbola  tempus  tiansitus  j^ei"  perihelium  elementi  primi 
vice  fungetur;  pro  II  tradentur  quae  in  bis  sectionum  conicarum  generibus 
motui  medio  diurno  analoga  sunt  (v.  art.  19;  in  motu  hyperbolico  quantitas 
XÄ-6"'  art.  23).  In  hyperbola  elementa  reliqua  perinde  retineri  poterunt,  in 
parabola  vero,  ubi  axis  maior  infinitus  atque  excentricitas  =  1,  loco  elementi 
m  et  IV  sola  distantia  in  perihelio  proferetur. 

49. 

Secundum  vulgarem  loquendi  morem  inclinatio  orbitae,  quam  nos  a  (»  us- 
que  ad  180"  numeramus,  ad  90 "  tantum  extenditur,  atque  si  angulus  orbitae 
cum  arcu  ß  i?  (Fig.  J)  angulum  rectum  egreditur,  angulus  orbitae  cum  arcu 
^A  (qui  est  illius  complementum  ad  180")  tamquam  inclinatio  orbitae  spec- 
tatur;  in  tali  tunc  casu  addere  oportebit,  motum  esse  retrogradum  (veluti  si 
in  figura  nostra  EQ,F  partem  orbitae  repraesentat),  ut  a  casu  altero  ubi  mo- 
tus directus  dicitur  distinguatur.  Longitudo  in  orbita  tunc  ita  numerari  solet, 
ut  in  ß  cum  longitudine  huius  puncti  in  ecliptica  conveniat,  in  directione 
ü  F  autem  decrescat;  punctum  initiale  itaque  a  quo  longitudines  contra  or- 
dinem  motus  numerantur  in  directione  ß  jF  tantundem  a  ß  distat,  quantum 
aequinoctium  vernale  ab  eodem  ß  in  directione  ß  A.  Quare  in  hoc  casu 
longitudo  perihelii  erit  longitudo  nodi  deminuta  distantia  pcrihelii  a  nodo- 
Hoc  modo  alteruter  loquendi  usus  facile  in  alterum  convertitur,  nostrum  autem 
ideo  praetulimus,  ut  distinctione  inter  motum  directum  et  retrogradum  super- 
sedere,  et  pro  utroque  semper  formulas  easdem  adhibere  possemus,  quum  usus 
vulgaris  saepenumero  praecepta  duplicia  requii'at. 

50. 

Ratio  simplicissima,  puncti  cuiusvis  in  superficie  sphaerae  coelestis  situm 
respectu  eclipticae  determinandi ,  fit  per  ipsius  distantiam  ab  ecliptica  [latitu- 
dinem),  atque  distantiam  puncti,  ubi  ecliptica  a  perpendiculo  demisso  secatur, 
ab  aequinoctio  {Jovgitudinem).    Latitudo,   ab  utraque  eclipticae  parte  usque  ad 
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'Jo"  miiiuMata,  in  rofj:ionc  boroali  ut  positiva.  in  australi  ut  negativa  spectatnr. 
Kespondoaut  cori)on.s  cui'lcstis  loco  lioliocontiico,  i.  c.  ])roiectioni  rectae  a  Sole 
ad  eorpus  dnctae  in  siihaeram  coelestem,  lonjicitudo  X,  latitudo  ß;  sit  porro  m 
distantia  loci  heliocentrici  a  nodo  ascendente  quae  arguinentum  lalitudinis  di- 
citiu- ,  t  incliuatio  orbitae,  ß  longitndo  nodi  ascendcntis,  habcbnnturqne  intcr 
i,  M,  ß,  X  — ft,  quae  qnantitates  enmt  partes  trianguli  sphaerici  rectanguli ,  re- 
lationes  scquentes,  qnas  sine  nlla  restrictione  valere  facile  evincitiu": 

1.      tixng(X.—  ft)  =  cositangM 
1 1 .  taug  ,3  =  tang  /  sin  ^X  —  ft ) 

III.  sin  ß  =  sin  i  sin  u 

IV.  cos  u  =  cos  |3  cos  'X  —  ß ). 

Quando  i  et  u  sunt  qnantitates  datae,  X— ß  inde  per  aequ.  I  determinabitur, 
ac  dein  |3  per  II  vel  per  III,  siquidem  ß  neu  nimis  ad  ±90°  appropinquat ; 
formula  IV  si  pl.acet  ad  calculi  contirmationem  adhiberi  potest.  Ceterum  for- 
mulae  I  et  IV  doceut,  X  —  ß  et  ?<  semi)er  in  eodem  quadi'ante  iacere,  quoties 
i  est  inter  0  et  90";  contra  X  — ß  et  :?(>o"— ?<  ad  cundem  quadi-antera  perti- 
nebunt,  quoties  /  est  inter  9i»"  et  ISo",  sive,  secundum  usum  vulgarem,  quo- 
ties motus  est  retrogTadus;  hinc  ambiguitas,  quam  determinatio  ipsius  X  — ß 
per  tangentem  secundum  formulam  I  relinquit,    s])onte  toUitur. 

Formulae  seqiientes  e  ])raecedeutinm  combinatione  facile  derivantur : 

2  sin  i  r  sin  u  cos  ,^X  —  ß) 
tang  i  i  sin  ß  cos  (X  —  ß ) 
tang  \  i  tang  ,3  cos  m 
2  cos  ^  i'  sin  u  cos  (X —  ß) 
cotang  i  I  sin  ß  cos  (X  —  ß ) 
cotang  {  i  tang  ß  cos  u. 

Angulus  ji  — X-|-ß,  quoties  i  est  infra  9(»",  aut  m  +  X  — ß,  quoties  i  est  ultra 
9(t",  secundum  usum  Aiilgarem  reductio  ad  eclipticam  dicitiu-,  est  scilicet  diffe- 
rentia  inter  longitudinem  heliocentiicam  X  atque  longitudinem  in  orbita  quae 
secundum   illum   usum   est    ß  ±  m    (secundum    nostrum   ß  +  «<)•      Quoties   incli- 


V. 

sin  [n  —  l-^-Q,) 

VI. 

sin(«-X+ß) 

VII. 

sin  («  —  X  -j-  ß ) 

nii. 

sin(«  +  X-ß) 

IX. 

sin{?<-^X-ß) 

X. 

sin(H  +  X-ß) 
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iiatio  vel  iiarva  est  vc4  a  180°  parum  diversa,  ista  reductio  tamquam  quanti- 
tas  secundi  ordinis  spectari  potest,  et  in  hoc  quidem  casu  pracstabit,  ß  primo 
])er  formulam  III  ac  dein  X  per  VII  aut  X  compiitaie ,  quo  pacto  praecisio- 
uem  maiorem  quam  per  formulam  I  assequi  licebit. 

Demisso  jjeriJendiculo  a  loco  corporis  coelestis  in  spatio  ad  jjlanum  eclip- 
ticae,   distantia  puncti  intersectionis  a  >Sole  distantia  ciirtata  a])pellatur.      Quam 
per  >•',  radium  vectorem  autem  per  r  designando,    habebimus 
XI.      r'  =  rcos  j5. 

51. 

Exempli  caussa  calculum  in  artt.  13,  14  inchoatum,  cuius  numeros  planeta 
lunonis  su^ipeditaverat,  ulterius  continuabimus.  Supra  inveneramus  anomaliam 
veram  315"l'23"02,  logarithmum  radii  vectoris  0,325  9877:  sit  iam  i~ 
13 "6 '44 "10,  distantia  perihelii  a  nodo  =  241°  lo' 20',' 57,  adeoque  u  = 
196°11'43','S9;    denique  sit    ß  =  1  71°7'48',' 73.      Hinc  habemus : 

logtangM 9,463  0573  logsin.'X—  ß) 9,434  8692„ 

logcos  j 9,988  5266  logtange 9,367  2304 


log 

tang(X- 

-ft) 

.  .  9 

,45 

1  5839 

X- 

ft    = 

195' 

47 

40 

'25 

X  = 

= 

6 

55 

28 

,98 

logtangß 8,802  0996„ 

ß  =      —  3<'37'40;'02 

logcosß 9,999  1289 

logr 0,325  9877  logcos(X-ß)    ...  9,983  2852„ 

logcosß 9,999  1289  9,982  4141« 

logr' 0,325  1166  ^^^^^^^ 9,982  4141„ 

Calculus  secundum  formulas  III,  VII  ita  se  haberet: 

log  sin  M 9,445  4714„  log  tang -^  z 9,060  4258 

log  sin  i    9,355  7570  log  tang  ß 8,802  0996„ 

log  sin  ß 8,801  2284„  log  cos  m 9,982  4141« 

ß=  -3''37'40','02  log  sin  (m -X +  ß)  ...  7,844  9395 

M-X+ß  =  0"24'    3'; 34 

X— ß  =  195    4  7  40,25 
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Spcctamlo  j  et  u  tainquam  quantitatcs  variabilcs,  (liffi-rentiatio  acquatio- 
nis  TU   art.  r>ii   suii;<i:('rit : 

cotaiit,',3d,3  =  cotaug/clZ+cotaiigjal// 
sive 

XTT.     d  ,'i  =  sin  [X  —  ß )  d /  -f  sin  t  cos  X  —  ft  d  u. 

Porindc  por  differcntiationcm  aoquationis  I  obtinemus 

X 1 1 1 .     i\'X-ü]  =  —  tani?  pl  cos  '\  -  ft ;  d i  +  ^^,  d  m. 

DcMiique  e  diffcrentiatione  aequationis    XI   i)rodit 

d  r '  =  cos  |3  d  r  —  r  sin  Ji  d  ,3 
sive 

XTV.     dr'  =  cos  ,3d;-  —  r  sin  ,3  sin  (X  —  ß)  d/  —  r  sin  |3  sin  /  cos  X  —  ft )  dw. 

In  hac  nltima  aequatione  vel  partes  quae  continent  di  et  dM  per  200205" 
sunt  dividendae,  vel  reliquae  per  hunc  numerum  multiplicandae ,  si  mutatio- 
nes  ipsarum  /  et  ii  in  minutis  secundis  expressae  su])])onuntur. 

53. 

Situs  puncti  cuiuscunque  in  spatio  commodissime  per  distantias  a  tribus 
planis  sub  angulis  rectis  se  secantibus  determinatiu'.  Assumendo  pro  plano- 
runi  uno  planum  eclipticae,  designandoque  per  z  distantiam  coiiioris  coelestis 
ab  hoc  piano  a  ])arte  boreali  positive,  ab  australi  negative  sumendam,  mani- 
festo  habebinuis 

~  =  r'  tang  ,3  =  r  sin  ,3  =  r  sin  /  sin  u. 

Plana  duo  reliqua,  quae  per  Solem  quoque  ducta  supponemus,  in  sphaera  coe- 
lesti  cii'culos  maxinios  j^roücient,  qui  eclipticam  sub  angulis  rectis  secabunt, 
quommque  adeo  poli  in  ipsa  ecliptica  iacebunt  et  Od"  ab  invicem  distabunt. 
Utriusque  plani  polum  istum,  a  cuius  parte  distantiae  positivae  censentui-,  pohim 
positivum  ap])ellamus.  Sint  itaqne  N  et  iV-f-ÖO"  longitudiues  polorum  positivo- 
rum,  dcsignenturquc  distantiae  a  jilanis  quibns  respondent  respective  per  .r,  y. 
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Tunc   facile  perspicietur  haberi 

X  =  r'cosfX  — iV)  =  rcosßcos(X  — ft)cos(iV— ft)  +  )-coS|3sin  (X  — ft)sin(A'^— ß) 
y  —  r'sinfX  — iV;  =  r  cosßsin  (X  —  ft)  cos  (iV— ft)  —  rcoS|3cos(X  — S)  sin(iV— ft), 

qui  valores  transeunt  in 

w  =  r  cos  ( N—  Q.)  cos  u-\-r  cos  i sin  ( N—  ü )  sin  u 
y  =  }-cos«cos(iV— ft)sin?<  — rsinfiV— ftjcosM. 

Quodsi  itaque  polus  positivus  plani  ipsarum  x  in  ipso  nodo  ascendente  coUo- 
catur,  ut  sit  iV=  ß,  habebimus  coordinatarum  x,  y,  z  expressiones  simplicis- 
simas 

X  =  rcosM 

y  =.  rcofiisinu 

z  =  r  sin  i  sin  u. 

Si  vero  haec  suppositio  locum  non  habet,  tarnen  formulac  supra  datae  formam 
aeque  fere  commodam  nanciscuntur  per  introduetionem  quatuor  quantitatum 
auxiliarium  a,  b,  A,  B  ita  determinatarum  ut  habeatur  [*)] 

cos  ( iV—  ß  )  =  ö  sin  ^ 

cosisin(iV—  ß  )  =  rtcos^ 

—  sin  [N—  9, )  ^  h  am  B 

cos  i cos  [N —  ß  )  =  6  cos  B 

(vid.  art.  14,  II).     Manifesto  tunc  erit 

X  =  r  a  sin  [u  +  A) 
y  —  rhsm[u-\-B) 
z  =  r  sin«  sin  M. 


[*)  Handschriftliche  Bemerkung,  wozu  vgl.  Seite  (iii  Zeile  7:] 

cosi'sinQ'  =  acos^i 

—  sin  Q '  =  ö  sin  B 

—  cosi'cosQ'  =  bcosB. 
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Relationos  motus  ad  (.■cli]iticam  in  praecc.  explicatae  manifeste  perinde 
vak'bunt,  etiamsi  pro  t'cli])tica  quodvis  aliud  planum  substituatur,  si  modo 
Situs  plani  oibitac  ad  hoc  planum  innotueiit :  cxprossiones  longitudo  et  latitudo 
autem  tunc  supprimendae  erunt.  Offert  itaque  sc  problema:  e  situ  cognito 
plani  orbitae  aliusque  plani  novi  ad  ecUpticam  derivarc  situm  plani  orhitae  ad  hoc 
novinn  planum.  Sint  «ß,  Sft',  «ß'  partes  (ärculorum  maximorum,  quos  planum 
eclipticae,  i)lanum  orbitae  planumquc  novum  in  spliaera  coelesti  ])roiiciunt 
(Fig.  2'.  Ut  indinatio  circuli  secundi  ad  tertium  locusquc  nodi  ascendentis 
absquc  arabiguitate  assignari  possit,  in  circulo  tcrtio  alterutra  dircctio  eligi 
debeV)it  tamquam  ei  analoga.  quae  in  ecliptica  est  secundum  ordinem  signonim; 
sit  haec  in  tig.  nostra  dircctio  ab  n  \ersus  ft'.  Practerea  duorum  hemisphae- 
rioiiim,  quae  eirculus  nü'  separat,  alterum  censere  oportebit  analogum  haemi- 
sphaerio  borcali.  alterum  australi :  liaec  vero  hemisphaeria  sponte  iam  sunt 
distincta.  quatcnus  id  sempcr  quasi  boreale  spectatur,  quod  in  circulo  secim- 
dum  ordinem  signorum  progredienti ')  a  dextra  est.  In  figura  igitur  nostra 
sunt  ß,  n,  ü'  nodi  ascendentes  circuli  secundi  in  primo,  tertii  in  primo,  se- 
cundi in  tertio;  ISo"— wßß',  ft  h  ß ',  h  ß'ß  incLinationes  secundi  ad  primum, 
tertii  ad  primum,  secundi  ad  tertium.  Pendet  itaque  problema  nostnim  a 
solutione  trianguli  sphaerici,  ubi  e  latere  uno  angulisque  adiacentibus  reliqua 
sunt  dediu:cnda.  Praecepta  vulgaria,  quae  in  trigonometiia  sphaerica  pro 
hoc  casu  traduntur,  tanuiuain  abunde  nota  supprimimus :  commodius  autem 
methodus  alia  in  usum  vocatur  ex  aequationibus  quibusdam  petita,  quae  in 
libris  nostris  trigonometricis  frustra  quaeruntur.  Ecce  has  aequationes,  qui- 
bus  in  sequentibus  frequenter  utemur:  designant  a,  b,  c  latera  trianguli  sphae- 
rici atque  A,  B,  C  angulos  illis  resp.  oppositos :  [**)"! 

*)  Puta  in  interiori  sphaerae  superficie,  quam  figura  nostra  repraesentat. 
[•*'  Handschriftliche  Bemerk\ing:]     Si  duo  triangula  communia  habent  duo  latera  6,  c,  erit 

sin  ja'  —  a;  _  sinfe  8in^(C'+ C)  _  sincsin^  (B'  +  B; 

sini^'-^;  ~       cos  i[B'-B,  ~       cos  |  C'—C< 

sin  i  a'  +  al  sinftcos  }  iC+ C)  sinccos  J'B'  +  B) 

■  ~B\ni  A'-A,  ~       sini"B' - ifi^  ~       sin  ;   C-  C, 

sini  a'— o    sinb  sini  JC— C)  sine  sin  |  B' —  B) 

■  ~8ml^it'+^  ~      cos  \B'-\-B       '~       cosTC'-fC^ 

sin}  a'+o    sin6cos|  C— C    sinccosi  B' —  B) 

iYo,\,A:-\-A)  ~      sini  B'  +  B;       ~       sini,C'+C, 
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I. 

II. 

III. 

IV. 


sin  i'b  —  c    sin  j  ( 


sin  ia  cos  ^  j4 

sin i;b  +  c:.  coB|  B— C) 

sin  ^  a  sin  a  A 

cosi(b-c]  _  sin \[B+C] 
coB^a  cos  4^^ 

cos  ^  (ö  +  c)  cos  i  [B  +  C; 

cosia  sin  1  4 


Quamquam  demonstrationem  harum  propositiouum  brevitatis  caussa  hie  prae- 
terire  oporteat,  quisque  tarnen  earum  veritatem  in  triangulis,  quorum  nee 
latera  nee  anguli  180"  excedunt,  haud  diffieile  confirmare  poterit.  Quodsi 
quidem  idea  trianguK  sphaerici  in  maxima  generalitate  concipitur,  ut  nee  la- 
tera nee  anguli  uUis  limitibus  restringantur  (quod  plurima  commoda  insignia 
praestat,  attamen  quibusdam  dilucidationibus  praeliminaribus  indiget) ,  casus 
existere  possunt,  ubi  in  eunctis  aequationibus  praeeedentibus  signum  mutare 
oportet ;  quoniam  vero  signa  priora  manifesto  restituuntur,  simulac  unus  angu- 
lorum  vel  unum  laterum  360"  augetur  vel  diminuitur,  signa,  qualia  tradidimus, 
semper  tuto  retinere  licebit,  sive  e  latere  angulisque  adiaeentibus  reliqua  de- 
terminanda  sint,  sive  ex  angulo  lateribusque  adiaeentibus;  semper  enim  vel 
quaesitorum  valores  ipsi  vel  300 "  a  veris  diversi  hisque  adeo  aequivalentes  per 
formulas  nostras  elicientur.  Dilucidationem  copiosiorem  huius  argumenti  ad 
aliam  occasionem  nobis  reservamus:  quod  vero  praecepta,  quae  tum  pro  so- 
lutione  problematis  nostri  tum  in  aliis  occasionibus  formulis  istis  superstruemus, 
in  Omnibus  casibus  generaliter  valent,  tantisper  adiumento  inductionis  rigo- 
rosae,  i.  e.  completae  omnium  casuum  enumerationis,  haud  diffieile  eomjjro- 
bari  poterit. 

55. 
Designando  ut  supra  longitudinem  nodi  aseendentis  orbitae  in  eeliptica 
per  9, ,  inelinationem  per  i ;  porro  longitudinem  nodi  aseendentis  plani  no\i 
in  eeliptiea  per  n,  inelinationem  per  e ;  distantiam  nodi  aseendentis  orbitae  in 
piano  novo  a  nodo  aseendente  plani  novi  in  eeliptica  (arcum  nü'  in  Fig.  2) 
per  ß',  inelinationem  orbitae  ad  planum  novum  per  «";  denique  arcum  ab  ß 
ad  ft'  secundum  direetionem  motus  ^ler  A:  crunt  tiianguli  sphaerici  nostri 
latera  Sl  —  ii,  ü',  A,  angulique  oppositi  /',  ISO "  —  /,£.  Hine  erit  secundum  for- 
mulas art.  praee. 

9* 
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sin  i  i' sin  1  {  ü  '-^  A)  =  sin  |(  ß  —  ») sin  -J- {/  +  e) 
sin  4-  i'cos  4-  (  ß  '-f  A)  =  cos  H  ß  —  «)  sin  4-  (i  —  e) 
cos  i  i'  sin  4^  (  ß '—  A)  =  sin  l-  (  ß  —  «)  cos  4-  (« +  e) 
cos  ^  /'  cos  1^  (  ß '—  A)  =  cos  ]  (  ß  —  «)  cos  i  (i  —  e). 

Duae  primae  aequationcs  suppeditabunt  4^{ß'-(-A)  atque  sin^i';  duae  reliquae 
.!(ß'— A)  atque  cos 4»';  ex  |(ß'+A)  et  |(ß'— A)  demanabunt  ß'  et  A;  ex 
sin  ^  /'  aut  cos  j  i'  (qiiorum  conscnsus  calcixlo  conlirmando  inserviet)  prodibit  i'. 
Ambiguitas,  ntrum  i{ß'-(-A)  et  i^(ß'— A)  inter  0  et  ISO"  vel  inter  ISo"  et 
360"  acciperc  ojjortcat,  ita  toUetur,  nt  tum  sin^i'  tum  cos^T  üant  positiv!, 
quoniam  per  rei  naturam  i'  infia   ISo"  cadere  debet. 

Praecepta  praecedentia  exemplo  illustiiVN isse  band  iuutilo  (>rit.      Sit   ß  = 

1  72"-2s' I  3','7,  i  =^  'AA°:iS' i"l  :  pono  sit  planum  noAum  aequatori  parallebim, 
adeoquo   )i  =^  I80";    anguhim   c,    qui    erit    obliquitas   eclipticae,    statuimus  = 

2  3''2  7'üö','S.      Habemus  itaque 

ü—n=  —  7°3J'16','3  4(ß— w,)=  —  3"4ö'ö3',' 15 

i+e     =  Ö8      5  56,9  i(i  +  e)     =  29      2  58,45 

/— e     =  II     10     5,3  ](«  —  £)     =  ä    35     2,65 

logsin^(ß  — h)  ..S,S17  3026„  log  cos  J  (ß  —  «)  ...  9,999  0618 

logsin^(i  +  £)  .  .  .  9,686  2484  log  sin  ^  (i  —  e) 8,988  1405 

logcos^  (i-f  e)  .  .  .  9,941  6108  logcos4(J— s) 9,997  9342 

Hinc  fit 

logsini^»'sini(ß'+A).  .  .  8,503  5510«  logcos^  j'sin4-(ß'— A)  ...  8,758  9 134„ 

logsini-i'cos^(ß'+ A).  .  .  8,987  2023  logcos4^i'cos^(ß'— A) . . .  9,996  9960 

nnde  I  (ß'4-A)  =         341  °49'l9';oi  unde+(ß'— A)=  356''4l'3i;'43 

logsin^i' 9,009  4368  logcos^i" 9,997  7202 

übtinemus  itaque  J  i' =  5''5r56','445,  i"  =  1  l"43'52','89,  ß' =  33S''30'50;'44, 
A  =  —  14''52'r2','42.  Ceterum  punctum  n  in  sphaera  coelesti  manifesto  res- 
pondet  aequinoctio  autumnali;  quocixca  distantia  nodi  ascendentis  orbitae  in 
aequatore  ab  aequinoctio  vemali  (eius  rectascensio)  erit   158''30'50"44. 
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Ad  illustrationem  art.  53  hoc  exemi)lum  adhuc  ulterius  continuabimus, 
formulasque  pro  coordinatis  respectu  trium  planorum  per  Solem  transeuntium 
tvolvemus,  quorum  unum  aequatori  parallelum  sit,  duorumqiie  reliquoriim 
poli  positiv!  in  ascensione  recta  O"  et  90"  sint  siti:  distantiae  ab  bis  planis 
sint  resp.  z,  x,  y.  lam  si  insuper  distantia  loci  heliocentrici  in  sphaera  coe- 
lesti  a  punctis  S,  ß'  resp.  denotetur  per  m,  m',  iiet  ?«'  =  m  —  A  =  «-f  14°52'12','42, 
et  quae  in  art.  53  per  i,  iV— fl,  u  exprimebantiu-,  hie  erunt  «',  180°— ft',  u'. 
Sic  per  formulas  illic  datas  prodit 


log a sin A 9,908  7197„ 

log 6 sin 5 9,563  8058 

logrtcos^ 9,554  6380„ 

log5cos5 9,959  5519„ 

unde  A  =   24S"55'22;'97 

unde  B   =     158 "5' 54 ','9 7 

log« 9,998  7923 

logh 9,992  0848 

abemus  itaque 

X  =  rti-sin(M'-L24S''55'22','97) 

=   rtrsin(M-|-263°47'35','39) 

j/  =  brsm(u'-f-  158      5  54,9  7) 

=  brfiin{u+  172    58     7,39) 

2  =  ersinn' 

=    crsm(u-\-    14    52   12,42), 

i  logc  =  logsinr=  9,308  1870. 

Alia    solutio    problematis    hie    tractati    invenitur   in    von  Zach  Monatliche 
Correspondenz  B.  IX.  S.  385[*)]. 


Corporis  itaque  coelestis  distantia  a  quovis  piano  per  Solem  transeunte 
reduci  poterit  ad  formam  krs\n.{y-\-  K),  designante  v  anomaliam  veram,  erit- 
que  k  sinus  inclinationis  orbitae  ad  hoc  plamim,  K  distantia  perihelii  a  nodo 
ascendente  orbitae  in  eodem  piano.  Quatenus  situs  plani  orbitae,  lineaeque 
apsidum  in  eo,  nee  non  situs  plani  ad  quod  distantiae  referuntur  pro  constan- 
tibus  haberi  possunt,  etiam  k  et  K  constantes  erunt.  Frequentius  tarnen  illa 
methodus  in  tali  casu  in  u^sum  vocabitur,  ubi  tertia  saltem  suppositio  non  per- 
mittitur,  etiamsi  perturbationes  negligantur,  quae  primam  atque  secundam 
semper  aliquatenus   afficiunt.       Illud   evenit,    quoties   distantiae  referxmtiu*   ad 


[*)  Mai  1804.     Band  VI. 
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aequatoroin ,  sivc-  ad  iilanum  aoquatorem  sub  angulo  recto  in  rectasccnsione 
flata  sc'caus:  quam  cnini  situs  aequatoris  propter  praecessionem  aequinoctio- 
ruin  insuijc-rque  propter  nutationem  (siquidcm  de  vero  non  de  medio  situ  sermo 
fuerit)  iiiutabilis  sit,  in  hoc  casu  etiam  k  et  K  niutationibus,  lentis  utique, 
obnoxiae  eivmt.  C'ora])utus  hariim  mutationum  i)er  formulas  differentiales 
absque  difficultate  eruendas  absolvi  ])otest :  hie  vero  brevitatis  caussa  sufticiat, 
variationes  differentiales  i[)sarum  i',  9.',  A  apposuisse,  quatenus  a  variationibus 
ipsaniiu    ft— //  at<iiu'  e  pendent. 

dl'   —  sine  sinft'di'ß  — ?0  — t^osft'de 

,_,  sin  1  cos  A      1/«  •     1      sinQ'    1 

'^^    =       ■" sinT^    d  (  ft  -  «)  +  —^.  d £ 

1  A  sin  E  cos  Q '     1  ,  p,  I     sin  Q '    1 

da  =      — —-■-, —  a  JA  — wiH — •-  T  de. 

sm  i  ^  ■  sin ! 

Ceterum  quoties  id  tantum  agitur,  ut  plures  corporis  coelestis  loci  rcspectu 
talium  planonxm  mutabilinm  calculentur,  qui  temporis  intervallum  mediocre 
coniplectuntur  (e.  g.  unum  annum),  ])lerumque  commodissimum  erit,  quantita- 
tes  o,  A,  b,  B,  f,  C  pro  duabus  ejjochis  intra  quas  illi  cadunt  reipsa  calculare, 
ipsarunique  mutationes  pro  singnlis  temporibus  propositis  ex  illis  per  simpli- 
cem  inteqjolationem  eniere. 

58. 
Formulae  nostrae  pro  distantiis  a  planis  datis  involvuut  v  et  r:  quoties 
has  quantitates  e  tempore  prius  determinare  oportet,  partem  operationum  ad- 
huc  contrahere,  atque  sie  laborem  notabiliter  allevare  licebit.  Derivari  enim 
possunt  illae  distantiae  per  formulam  persimplicem  statim  ex  anomalia  excen- 
trica  in  ellipsi,  vcl  e  quantitate  auxiliari  F  aut  u  in  hyperbola,  ita  ut  com- 
piito  anomaliae  verae  radiique  vectoris  jjlane  non  sit  opus.  Mutatur  scilicet 
expressio  krsin[v-\-  K) 

I.    pro  ellipsi,  retentis  characteribus  art.  S,  in 

a  Ar  cos  cp  cos  üC sin  E-^ak  sin  K  (cos  JS  —  e  . 
Determinando  itaque  /,  L,  X  per  aequationes 
rtÄ-sin  K  =  IsinL 
akcoH'-fcosK  ^  IcosL 
—  eaksiüK ^  — elsinL  =^  X, 
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expressio  nostra  transit  in  /  sin  (£ -f- Z/)  +  X,  nbi  /,  L,  X  constantes  erunt,  qua- 
tenus  Je,  K,  e  pro  constantibns  habere  licet;  sin  minus,  de  illarum  mutationi- 
bus  computandis  eadem  valebunt,  quae  in  art.  praec.  monuimus. 

Exempli  caussa  transformationem  expressionis  pro  x  in  art.  56  inventi 
apponimus,  ubi  longitudinem  perihelii  =  121^1 7'34','4,  '^  =  14"l3'3l','97, 
log«  =  (t,44  2  3  790  statuimus.  Fit  igitur  distantia  perihelii  a  nodo  ascendente  in 
ecliptica  =  308"49'20"7  =  u  —  v;  hinc  K=  212"36'56','09.     Habemus  itaque 

logrtÄ; (»,441  17  13  log /sin  i   ....  0,172  7600„ 

logsinK 9,731  5887„  log/cosi  ....  0,353  1  154„ 

logaA:coscp.  ..  0,427  6456  unde    L  =   213*'25'5l';31 

logcos  J?r 9,925  4698«  log/ 0,431  6627 

logX 9,563  2352 

X=  +0,3657929 

II.  In  hyperbola  formula    Ic  r  ^in  [v -\- K)    secundum  art.  21    transit  in 

X  4-  [X  tang  F-\-v  secans  F, 
si  statuitur 

ebksmK^l,  b  k  tang '\>  cos  K  =  i».,  —bksinK=^; 

manifeste  eandem  expressionem  etiam  sub  formam  ^^^ — i=-^ — -  rediicere  licet. 
Si  loco  ipsius  F  quantitas  auxiliaris  u  adhibita  est,  expressio  krsiTi{v-\-K) 
per  art.  21   transibit  in  a  +  ßit  +  ^i    ubi  a,  ß,  y  determinantur  per  formulas 

a  =  X  =  ebkshiK 

[i  =  i-(v+|x)  =  -iebksm{K-^) 
Y  =  i(v  — |x)  =  —  iebk  sin  [K^il)). 

III.  In  jjarabola,  ubi  anomalia  vera  e  tempore  immcdiate  derivatur,  nihil 
aliud  supererit,  nisi  ut  pro  radio  vectore  valor  suus  substituatur.  Denotando 
itaque  distantiam  in  perihelio  per  q,  expressio  kr  sin  {v-\-K)  fit  =  ^  "cos-"i^ — '' ' 
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5». 

Praecepta  pro  (leterminaudis  distautiis  a  planis  per  Solcm  transcuntibiis 
manifi'sto  etiam  ad  distantias  terrae  applicare  licet:  hie  vero  simplicissimi  tan- 
tuiu  casus  occuiTere  solent.  Sit  R  distantia  terrae  a  Sole,  L  longitudo  helio- 
centrica  terrae  (quae  ]S(i"  a  lonf>;itudine  «Jjeocentrica  Sulis  differt).  deuitpie 
X.  3\  Z  distantiae  tenae  a  tribiis  planis  in  Sole  snb  ani^ulis  rectis  se  secan- 
tilius.      lam   si 

I.  l'lanuni  ipsaruni  Z  est  ipsa  eclijjtica,  longitudinesque  polomin  plano- 
rum  reliquorum,  a  quibus  distantiae  sunt  X,  F,  resp.  N  et  iV-f-Oo":  erit 

X  =  Rvos{L-N),         F=RsinL-X,         Z  =  <i. 

IL  Si  planum  ipsaruni  Z  aeipiatori  parallelum  est,  atque  rectascensiones 
l)olorura  planoruni  reliquorum,  a  quibus  distantiae  sunt  X,  F.  resp.  o  et  Oti", 
liabebimus,  obliquitate  eclipticae  per  e  designata, 

X  =  R  cos  Z/,  Y  ^  R  cos  e  sin  ly,  Z  =^  R  sin  e  sin  L. 

Tabulanim  solarium  recentissimarum  editores,  clarr.  de  Zach  et  de  Lambhe, 
latitudinis  Solls  rationem  habere  coeperunt,  quae  quantitas  a  pertm-bationibus 
reliquorum  planetarum  atque  lunae  producta  vix  unum  minutum  secundum 
attingere  potest.  Designando  latitudinem  hcliocentricam  terrae,  quae  latitudini 
Solls  sem])er  aequalis  sed  signo   oi)i)osito  affecta  erit.   per  iJ,  habebimus: 

i  n  c  a  s  u  I.  |  i  n  c  a  s  u  IL 

X  =  R  cos  B  cos  {L-N)     I     X==  R  cos  B  cos  L 

Y  =  R cos ß sin  (iy  —  iV)     t      Y  =  R cos B cos z sin L  —  RsinB sin  e 

Z  =  Rsm  B  '     Z  =  R cos B sin  e sin Z/ -f  i? sin B cos e. 

Pro  cos  5  liic  semper  tuto  substitui  poterit  1,  angulusque  B  in  jjartibus  radii 
expressus  pro  sini». 

Coordinatac-  ita  inventae  ad  ceutrum  tenae  refenintur :  si  ;,  /;.  C  sunt  di- 
stantiae puncti  cuiuslibet  in  tenae  superficie  a  tribus  planis  per  ceutnim  tenae 
ductis  iisque  quae  per  Solem  ducta  erant  parallelis,    distantiae  illius  puncti  a 
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planis  per  Solem  transeuntibus  manifesto  erunt  X+S,  F+y;,  Z+C,  valores 
coordinatarum  |,  y^,  C  autem  pro  utroque  casu  facile  determinantur  sequenti 
modo.  Sit  p  radius  globi  terrestris  (sive  sinus  parallaxis  horizontalis  mediac 
Solls),  X  longitudo  puncti  sphaerae  coelestis,  ubl  recta  a  terrae  centro  ad  punc- 
tum superficiel  ductum  prolicltur,  ß  elusdem  latitudo,  a  ascenslo  recta,  8  de- 
clinatio,   erltque 

i  n  c  a  s  n  I.  i  n  c  a  s  n  II. 

z  =  pcosßcos{X  —  N)  I  =  pcosöcosa 

Yj  =  p  cos  ß  sin  [l  —  N)  V]  =  p  cos  o  sin  a 

C  =  p  sin  ß  C  =  p  sin  o. 

Punctum  illud  sphaerae  coelestis  manifesto  respondet  Ipsi  zenith  loci  in  super- 
ficie  (slquidem  terra  tarn  quam  sphaera  spectatur),  quocirca  ipsius  ascenslo 
recta  convenlet  cum  ascensione  recta  medii  coeli  sive  cum  tempore  siderali  in 
gradus  converso,  declinatio  autem  cum  elevatione  poli;  si  operae  pretium  esset, 
figurae  terrestris  sphaeroidlcae  ratlonem  habere,  pro  ö  elevationem  poli  correc- 
tam,  atque  pro  p  distantiam  veram  loci  a  centro  terrae  acclpere  oporteret,  quae 
per  regulas  notas  eruuntvu-.  Ex  o  et  o  longitudo  et  latitudo  X  et  ß  per  regu- 
las  notas  infra  quoque  tradendas  deducentur;  ceterum  patet,  X  convenü-e  cum 
longitudine  nonagesimi,  atque  90"  —  ß  cum  elusdem  altitudine. 


60. 

Designantibus  x,y,z  distantias  corporis  coelestis  a  tribus  planis  in  Sole 
sub  angulis  rectis  se  secantibus;  X,  Y,  Z  distantias  terrae  (sive  centri  sive 
puncti  in  superficie)  ab  iisdem  planis;  patet,  x  —  X,y—Y,  z—Z  fore  distantias 
corporis  coelestis  a  tribus  planis  illis  parallele  per  terram  ductis,  hasque  di- 
stantias ad  distantiam  corporis  a  terra  ipsiusque  locum  geocentricum*) ,  i.  e.  si- 
tum  proiectionis  rectae  a  teiTa  ad  ipsum  ductae  in  sphaera  coelesti,  relationem 
eandem  habituras,  quam  x,  y,  z  habent  ad  distantiam  a  Sole  locumque  helio- 
centricum.     Sit  A  distantia   corporis  coelestis  a   terra;    concii)iatur   in  sphaera 


*)  In  sensu  latiori :    proprie    enim   haec    expressio    ad    eum    casum  refertur,    ubi  recta  e  terrae  centro 
ducitur. 

vn.  10 
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coclcsti  ])ori)on(Uculum  a  loco  geocentiico  ad  circulum  maximum,  qiii  respoii- 
dct  piano  distantiarum  z,  domissum,  sitquc  a  distantia  intcrsectionis  a  pole 
positivo  circuili  maximi,  qui  respondet  piano  ipsanim  x,  denique  sit  b  longi- 
tudo  ipsius  peri)endiciili  sive  distantia  loci  geocentrici  a  circulo  maximo  di- 
stuntiis  .r  rospondente.  Tunc  erit  b  latitudo  aut  declinatio  geocentrica,  prout 
lilaniun  distantiarum  z  est  ccliptica  aut  aequator;  contra  a-\-N  longitudo  seu 
asci'usio  recta  geocentrica,  si  N  designat  in  casu  priori  longitudinem  in  poste- 
riori ascensionein  rectani   poli  plani  distantiarum  x.      (iuaniobrom  erit 


er  — 

X 

= 

A 

cos 

b 

cosa 

y- 

F 

= 

A 

cos 

b 

sin 

a 

2_ 

z 

= 

^ 

sin 

b. 

Duae    jtriores    aequationes    dabuut  a  atque    A  cos  b  ;   quantitas  ])Ostcrior   (quam 
])ositivam  tieii  oportet'  cum  aequatione  tcrtia  combinata  dabit  b  atque  A. 


«  Ol. 

Tradidimus  in  praecedeutibus  methodum  facillimam,  corporis  coelestis  lo- 
ciim  gcocentricum  respectu  eclipticae  seu  aequatoris,  a  parallaxi  liberum  sive 
ea  affectum,  ac  perinde  a  nutatione  liberum  seu  ea  afFectum  determinandi. 
Quod  enim  attinet  ad  nutationem,  omnis  difFerentia  in  eo  versabitur,  utruiu 
aequatoris  positionem  mediam  adoptemus  an  veram,  adeoquc  in  casu  priori 
longitudines  ab  aequinoctio  medio,  in  posteriori  a  vero  numeremus,  sicuti  in 
casu  illo  eclipticae  obliquitas  media,  in  hoc  Aera  adhibenda  est.  Ceteiiim 
s])onte  elucet,  quo  plures  abbreviationes  in  calculo  coordinatarum  introducan- 
tur,  eo  ])lures  operationes  praeliminares  esse  instituendas :  quamobrem  prae- 
stantia  methodi  supra  explicatae,  coordinatas  immediate  ex  anomalia  excentiica 
deducendi,  tunc  potissimum  sc  manifestabit,  ubi  multos  locos  geocentricos  de- 
terminare  oportet:  contra  quoties  unus  tantum  locus  computandus  esset,  aut 
perpauci,  neutiquam  operae  pretium  foret,  laborem  tot  quantitates  auxiliaxes 
calculandi  suscipere.  Quin  potius  in  tali  casu  methodum  vulgarem  haud  dc- 
serere  praestabit,  secundum  quam  ex  anomalia  excentrica  deducitiu"  vera  at- 
que radius  vector;  hinc  locus  heliocentricus  respectu  eclipticae;  hinc  longitudo 
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et  latitudo  geocentrica,  atque  hinc  tandem  rectascensio  et  declinatio.     Ne  quid 
igitur  hie  deesse  videatur,   duas  ultimas  operationes  adhue  brevitcr  explieabimus. 


Sit  corporis  coelestis  longitudo  heliocentrica  X,  latitudo  ß ;  longitudo  geo- 
centrica /,  latitudo  b,  distantia  a  Sole  r,  a  terra  A ;  denique  terrae  longitudo 
lieliocentrica  L,  latitudo  B,  distantia  a  Sole  jR.  Quum  non  statuamus  5=0, 
formulae  nostrae  ad  eum  quoque  casum  applicari  poterunt,  ubi  loci  heliocen- 
trici  et  geocentricus  non  ad  eclipticam  sed  ad  quodvis  aliud  planum  referun- 
tur,  modo  denominationes  longitudinis  et  latitudinis  supprimere  ojjortebit: 
praeterea  parallaxeos  ratio  statim  haberi  potest,  si  modo  locus  heliocentricus 
terrae  non  ad  centrum  sed  ad  locum  in  superficie  immediate  refertur.  Statua- 
mus jjorro  j-cosß  =  r',  Acosö  =:  A',  RcosB  =  R'.  lam  referendo  locum  cor- 
poris coelestis  atque  terrae  in  sjiatio  ad  tria  plana,  quorum  unum  sit  ecliptica, 
secundumque  et  tcrtium  polos  suos  habeant  in  longitudine  N  et  iV-f-OO",  pro- 
tinus  emergent  aequationes  sequentes : 

r'cos[k  — N)  —  R' cos  iL  — N.  =  A'cos(/— iV) 
r'sin  (X-iV)-i?'sin  {L  —  N')  =  A'sin  {l—N) 
r '  tang  ß  —  JR'  tang  £  =  A'  tang  b, 

ubi  angulus  N  omnino  arbitrarius  est.  Aequatio  prima  et  secunda  statim  de- 
terminabunt  l—N  atque  A',  unde  et  ex  tertia  demanabit  b;  ex  ö  et  A'  habe- 
bis  A.  lam  ut  labor  calculi  quam  commodissimus  evadat,  angulum  arbitrarium 
N  tribus  modis  sequentibus  determinamus : 

I.  Statuendo  N  =  L,  faciemus  ^sin'X  — jL)  =  P,  ~cos{\  —  L)  —  i  =  Q, 
invenienturque  l—L,  ^,  atque  b  per  formulas 

tang(/-i^)  =  1^ 

^'  P  Q 


R'  sin  l-L'  cos?-ii 

^  tang  ß  -  tang  B 

tang  b  =  -^7 • 

w 

10* 
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IT.    Stiituendo  iY  =  X,   faciomus  -j^^  sin  ; X  —  i)  =  P,    l —y  cos{\  —  L   =  Q, 
eritqui' 

tang(/-X)  =  -^ 

a;  ^       P       ^ Q 

r'  sin/-).  cos /  — X) 


tangi 


tang  ß r  tang  B 


A' 


III.    Statiu'iido  iV=  .](X-J-Z/),  invcniontm-  /  atquc  A'  per  aequationes 

tan-  { /  _  ^  (X  -f  L) }  =  ^;  tanj,'  i  l  X  -  L) 

»,  _   r'+ü'  sinj  X-X)  _   :r'-ie')coB|fX-Z) 
~     8in(i-t(X+ir   ~     cos(J-};X+i,) 

ac  (lein  6  per  aequationem  supra  datam.  Logarithmus  fractionis  '^,_  „,  com- 
mode  calculatur,  si  statuitur  -p-  =  taugC,  unde  fit  '^t—^.  =  tang(4  5''-f  Cj.  Hoc 
modo  methodus  III  ad  determinationem  ipsius  l  aliquanto  brevior  est,  quam 
I  et  II,  ad  operationes  reliquas  autcm  has  illi  praeferendas  ccnsemus. 

63. 

Exem])li  caussa  calculum  in  art.  51  usque  ad  locum  heliocentricum  pro- 
ductum  ulterius  continuamus.  Ilespondeat  illi  loco  longitudo  heliocentrica 
terrae  24"l9'49','05  =  Z,,  atquc  logj?  =  9,998  0979;  latitudinem  B  statuimus 
=  0.  Habemus  itaque  X  — L  =  —  i  7**24'2()','07,  logJ?'=logK,  adeoque  se- 
cundum  methodum   II 

log^' 9,Ü72  9S13  logfl-Q) 9,652  6258 

logsin.X  —  Z/i  ...  9,475  S65;}„  1  — Q=           0,4493925 

logcos(X  —  I/    ...  9,9796445  Q=           0,5506075 

logP 9,148  8466„ 

logQ 9,740  8421 

Hinc  /— X  =    —  M*'2l'6','75  unde  Z  =  352*'34'22';23 

logy, 9,754  6117  unde  logA' 0,079  7283 

logtangß 8,802  0996«  logcosö 9,997  3144 

logtangi 9,047  4879„  logA 0,082  4139 

b  =  — 6°21'55"07 
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Secundum  methodum  III  ex  logtangC  =9,072  9813  habetur  C  =  25"  1  3'6','31, 
adeoque 

logtang(4  5<'  +  C) 0,444  1090 

logtangi{X-i) 9,1848938„ 

\ogt&,ng{l—il  —  iL)  .  .  .  9,629  0028„ 

/_^X-ii  =  -23"    3'i6','79         )  ,      ,  n      .      „ 

^        ^  unde  ^=  352^34  22;'225 

^l  +  iL         =       15  37  39,015      ) 


64. 

Circa  problema  art.  62   sequentes  adhuc  observationes  adiicimus. 

I.  Statuendo  in  aequatione  secimda  illic  tradita  iV=X,  N  =  L,  N  =  l, 
prodit  i?'sin(X  — i)  =  A'sin(/— X);  ?-'siii(X  — i)  =  A'sin(/— L) ;  r'sin(/— X)  = 
J?'sin(^— -L) ;  aequatio  prima  aut  secnnda  commode  ad  calculi  confirmationem 
applicatur,  si  methodus  I  aut  II  art.  62  adhibita  est.  Ita  habetur  in  exemplo 
nostro 

logsin(X-Z.).  ..  9,475  8653«  l-L  =  -  3l''45'26;'82 

A' 


log^ 9,754  6117 


9,721  2536« 
logsin(/-2v)  ..  .  9,721  2536,, 

II.  Sol  duoque  in  piano  eclipticae  puncta,  quae  sunt  proiectiones  loci 
corporis  coelestis  atque  loci  terrae,  triangulum  planum  formant,  cuius  latera 
sunt  A',  iJ',  r',  angulique  o^ipositi  vel  X  — i,  /— X,  180*'  — /+!/,  vel  Z/  — X,  X  — /, 
180"  —  L-\-l:  ex  hoc  principio  relationes  in  I  traditae  sponte  seqvmntur. 

III.  Sol,  locus  verus  corporis  coelestis  in  spatio,  locusque  verus  terrae 
aliud  triangulum  formabunt,  cuius  latera  erunt  A,  R,  r:  angulis  itaque  his 
resp.  oppositis  per  8,  T,  180"  — S— T  denotatis,  erit  ^  =  ^  =  1^1^^-Z'  . 
Planum  huius  trianguli  in  sphaera  coelesti  circulum  maximum  proiiciet,  in  quo 
locus  heliocentricus  terrae,  locus  heliocentricus  corporis  coelestis  eiusdemque 
locus  geocentricus  siti  erunt,  et  quidcm  ita  ut  distantia  secundi  a  primo,  tertii 
a  secundo,  tertii  a  primo,  secundum  candem  directionem  numeratae,  resp.  sint 

s,  r,  -S+  r. 
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I^'.     W'l    ex    iiotis    variatioiiibus   difterentialibus    partium    triantjuli    ])lani, 

>'el    aeque    facilo    c    tbrnmlis    art.  (i2    scciiu-ntes    acquationes    differentialcs   deri- 

vantur : 

,,  r'cos  >  —  /    ,^.,    sin). -/    ,  „> 

d/    =         ^,—    dX+ — ^,— dr 

^\^'  =  —r'sm(k  —  l)d\-\-  cos(X  — /)dr' 

db    ^'•'^•"^'";':^'"^-^dX4-^:d.3+-f'(tang.3-cos().-r,tangfc)dr', 

ubi  ])artcs  quae  continent  dr',  dA'  ]H'r  206265"  sunt  multiplicandae,  vel  reli- 
quae  per  206265"  dividendac,  si  mutationes  angulorum  iu  minutis  secundis  ex- 
primuntur. 

V.  Problema  imcrsum,  scilicet  determinatio  loci  hclioccntrici  e  geocen- 
trico,  problemati  su])ra  evoluto  prorsus  analogum  est,  quamobrem  supei-fluum 
foret,  Uli  am])lius  inhaerere.  Onines  enim  formulae  art.  62  etiam  pro  illo 
problemate  valent,  si  modo,  omnibus  quantitatibus  quae  ad  locum  corporis 
coelestis  heliocentricum  s])ectant  cum  analogis  iis  quae  ad  geocentricum  refe- 
runtur  permutatis,  pro  L,  B  resp.  substituitm-  iy  +  ISo",  —  B,  sive  quod  idem 
est  pro  loco  heliocentrico  teiTae  geocentricus  Solls  accipitur. 


65. 

Etiamsi  in  eo  casu,  ubi  ex  elementis  datis  paucissimi  tantum  loci  geocen- 
trici  sunt  determinandi,  omnia  artificia  supra  tradita,  per  quae  ab  anomalia 
excentrica  statim  ad  longitudinera  et  latitudinem  geocenti'icam ,  vel  adeo  ad 
rectascensionem  et  declinationem ,  txansire  licet,  in  usum  vocare  vix  operae 
])retium  sit,  quoniam  compcndia  inde  demanantia  a  multitudine  quantitatum 
auxiliaiium  antea  computandarum  absorberentur :  semper  tarnen  contractio  re- 
ductionis  ad  cclipticam  cum  calculo  longitudinis  et  latitudinis  geocentiicae 
lucrum  haud  spemendiun  praestabit.  Si  enim  pro  piano  coordinatanim  z  assu- 
mitur  ipsa  ecliptica,  poli  autem  planorum  coordinatarum  x,  y  collocantiu-  in 
longitudine  ft,  90"+ ft,  coordinatae  facillime  absque  ulla  quantitatum  auxilia- 
rium  necessitate  determinantur.     Habctiu-  scilicet 


X  =  r cos  u 

X  =  R'cos'L-Sl) 

y  =  rcosisinw 

Y  =  R'sm:L  —  Ü) 

z  =  r  sin  /  sin  u 

Z  =  R'taugB 
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x  —  X  =  A'cosf/— ft) 
y—Y=^  A'sin(/— ft) 
z  —  Z  =  A'tangi. 

Ciuoties  5=0,  est  R'  =  R,  Z  =  0.     Secundum  has  formulas  exemplum  nos- 
trurn  numeris  sequentibus  absolvitur :   L  —  9,  =  2 1 3  "  1 2 '  o ','  3  2 

logr 0,325  9877 

log  cos«« 9,982  414J„ 

log  sin  M 9,445  4714« 

logc«' 0,308  4018„ 


logi?' 

..  9,998  0979 

logcos(i  — ß)  . 

..  9,922  602  7« 

log  sin  [L  —  a,]  . 

.  .  9,738  4353» 

logX 9,920  7006„ 


logrsint/ 9,771  4591„ 

logcosi 9,988  5266 

logsini 9,355  7570 

logy 9,759  9857„ 

logz 9,J27  2161,, 

Hinc  fit 

log(a?  — X) 0,079  5906« 

log(j/— Fj 8,480  7165„ 

uncle    (/— ft)=  18l"26'33','49 

logA' 0,079  7283 

logtang6 9,047  4878„ 


log  Y 
Z 


9,736  5332« 


352''34'22"22 
—  6    21   55,06 


66. 

E  longitudine  et  latitndine  pnncti  cuiusvis  in  sphaera  coelesti  eiu.s  xect- 
ascensio  et  declinatio  derivantur  per  solutionem  trianguli  sphaerici,  quod  ab 
illo  puncto  polisque  arcticis  eclipticae  et  aequatoris  formatur.  Sit  e  obliquitas 
eclipticae,  /  longitiido,  b  latitudo,  a  ascensio  recta,  ö  declinatio,  eruntqiie  tri- 
anguli latera  e,  90"  — 6,  90"— o;  pro  angulis  lateri  secundo  et  tertio  oppositis 
accipere  licebit  9o"-(-a,  90"— /  (siquidem  trianguli  sphaerici  ideam  maxima 
generalitate  concipimus) ;  angulum  tertium  lateri  s  oppositum  statuemus  = 
90"— £.     Habebimus  itaque  per  formulas  art.  54 
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sin    1  :>"  —  i  ö  sin  J  {E  +  a)  =  sin  ^4  5"  -|-  i  l]  sin  (4  5"—^  (e  -f  h)) 

sin(4r.''-^8^cosä(£  +  a)  =  cos(4  5°+4-/)cos(4  5»-i-(e-6)) 

cos  A  r."  —  ^  o)  sin  \  [E  —  a)  =  cos  (4  5°+  \  tj  sin  (4  5"  —  -J-  (e  —  6)) 

cos  4 ;)»-  i  o)  cos  i  (£  —  a)  =  sin  (4  n^^  +  /  cos  (45"-  ^  (e  +  b). 

Aequntiones  iluae  primae  dabunt  ^(JS  +  a)  atque  sin(45''— ^o);  duae  ultimae 
\[E  —  a  atquo  cos(4r)°— |ö);  ex  ^{E-^a)  et  ^(JB  — a)  habebitiu-  a  simulque 
E\  ex  sin(4  5''— .J  ö)  aut  cos(4r>'*— ^8),  quoium  consensus  calculo  confirmando 
inseniet,  determinabitiir  4  5°— 40  atque  hinc  0.  Determinatio  angulorum 
^{E-{-a),  i{E  —  a)  per  tangentes  suos  ambiguitati  non  est  obnoxia,  quoniam 
tum  sinus  tum  cosinus  anguli  4  5"— 4^0  positi^^lS  evadere  debet. 

Mutationes  differentiales  quantitatum  a,  0  e  mutationibiis  ii)sarum  /,  b  se- 
cundum  principia  nota  ita  invcniuntur: 

da  =  r—  dl —  ab 

cos  0  cos  0 

do  =  cos£cos/KU-|-sinJSd6. 

67. 

Methodus  alia,  problema  art.  praec.  solvendi,  ex  aequationibus  [*)] 
cos  e  sin  /  =  sin  e  tang  b  +  cos  l  taug  a 

sin  0  =  cos  e  sin  6    +  sin  e  cos  b  sin  / 
cos  h  cos  /  =  cos  1  cos  0 

petitur.     Determinetur  angulus  auxiliaris  0  per  aequationem 


tangö  =*-''"V^ 


eritque 


OS  c  +  6  tang  / 
cos  6 

tango  =  sin  a  tang  (e-|-Ö;, 


tanü;  a 

^  cose 


[*j  Handschriftliche  Bemerkung:] 

sin  o  cos  0  =  —  sin  c  sin  b  +  cos  e  cos  b  sin  l 

cos  o  cos  5  =  cos  b  cos  l 

sin  6  =  cos  »  sin  6  -|~  ^in  e  cos  b  sin  /. 
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ijuibus  aequationibus  ad  calculi  confirmationem  adiici  potest 

I  (e  +  8)  cos  6  sin  Z  _ 
cos  6  sin  a 

Ambiguitas   in  determinatione  ipsius  a  per  aequ.  secundam   eo   tollitur,    quod 
(osa  et  cos/  eadem  signa  habere  debent. 

Haec  methodus  minus  expedita  est,  si  praeter  a  et  8  etiam  E  desidera- 
tur:  formula  commodissima  ad  hunc  angulum  determinandum  tunc  erit  cosE  = 
Muj^osa  __  _mj_co  _  gg^  p^^.  jjg^j^g  formulam  E  accurate  computari  nequit, 
quoties  ±  cos  E  parum  ab  unitate  difFert ;  praeterea  ambiguitas  remanet,  utrum 
E  intcr  0  et  180"  an  inter  180"  et  360"^  accipere  oporteat.  Incommodum 
prius  raro  uUius  momenti  est,  praesertim,  quum  ad  computandas  rationes  dif- 
ferentiales  ultima  praecisio  in  valore  ipsius  E  non  requiratur :  ambiguitas  vero 
illa  adiumento  aequationis  cos  b  cos  h  sin  E  =  cos  e  —  sin  b  sin  6  facile  tollitur, 
quae  ostendit  E  inter  0  et  180°  vel  inter  180"  et  360"  accipi  debere,  prout 
coss  maior  fuerit  vel  minor  quam  sin  i  sin  8:  manifesto  hoc  examen  ne  neces- 
sarium  quidem  est,  quoties  alteruter  angulorum  b,  8  limitem  66"  32'  non  egre- 
ditur:  tunc  enim  sinjE  semper  fiet  positivus.  Ceterum  eadem  aequatio  in 
casu  supra  addigitato  ad  determinationem  exactiorem  ipsius  E,  si  operae  pre- 
tium  videtur,  adhiberi  poterit. 

68. 

Solutio  problematis  inversi,  puta  determinatio  longitudinis  et  latitudinis 
ex  ascensione  recta  et  declinatione ,  eidem  triangulo  sphaerico  superstruitur : 
formulae  itaque  supra  traditae  huic  fini  accomodabuntur  per  solam  permuta- 
tionem  ipsius  b  cum  h,  ipsiusque  l  cum  —  a.  Etiam  has  formulas,  projiter 
usum  frequentem,  hie  apposuisse  haud  pigebit: 

Secundum  methodum  art.  66  habemus 

sin  (4  5"  —  4-  b)  sin  ^  (.E  —  /)  =  cos  (4  5"  +  {-  a)  sin  (4  5"  —  i  (s  +  8)) 
sinlib"  — -^b) cos i{E  —  l)  =  sin  (4  5"  +  ia)cos(4  5"  — i(e  — 2)) 
cos{'ib''  — i-b)  sin  i{E-\-l}  =  sin  (4  5"+ia)sin  (4  5"  — 4-(e  — ß)) 
cos(4  5"— 4-6)cosi(JE;+0  =  cos(4  5"  +  -^a)cos(4  5"— ^-(e  +  g)). 

Contra   ad   instar  methodi  alterius  art.  67  determinabimus  angulum  auxi- 
vn.  11 
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linifm  C  pt^r  acquationem 

^  Bino 

eritque 

.  ,  ro8  C— E  tnnga 

tangi  =  sinUang(C  — e). 
Ad  oalculi  contiimationcm  adiun^'i  potcrit 

C08  Z—  t]  COS  3 sin  a 
cos  C  sin  2 

Pro  determinatione  ipsius  E  inseivient  perinde  ut  in  art.  praec.  aequationes 

T-i  sin  E  cos  a  sin  E  cos  2 

coso  coso 

COS  b  COS  2  sin  E  —  cos  e  —  sin  6  sin  8. 
Variationcs  diffcrentialcs  ii)saium  /,  l  liisce  formulis  exhibebuntur : 

1  I         sin  £  cos  5   ^        ,    cos  E  ^  ^ 

dl  = r—  da  -\ ,-  dö 

coso  '       COS& 

db  =  —  cosJScos^da  +  sin^d8. 

69. 

Excmpli  caiissa  ex  ascensione  recta  355''43'45','30  =  a,  declinatione 
—  8°47'25"=^,  obliquitate  eclipticae  23°27'59"26  =  e  longitudinem  et  lati- 
tudinem  computabimiis.  Est  igitur  4 5"+ 4- a  =  222 "51' 52',' 6 5,  4  5"— ■i-(e  +  ^)  = 
37''39'42','S7,    45"— f  (e  — ö';  =  28"52'l  7;'87  :    hinc  poiTO 

logcos(45"+i-a) 9,865  082U„  log  sin  (4  5"  +  ^  a) 9,832  6803„ 

logsin(45''—^(e  +  6))  ...  9,7860418  logsin(45"— -J-(e  — 6))   ...9,6838112 

log  cos  (4  5" -  4  (e  + 8))  .  .  .  9,898  5222  logcos(45''— 4-(e-g))   .  .  .  9,942  3572 

logsin(45"— 4-i)sin  i-{E—l) .  .  .  9,651  1238„ 

log  sin  (4  5"— 4  6)  cos  4- (£  —  /).  .  .  9,775  0375» 

unde    4(£-0  =  216''56'5','39;    logsin(45''-  +  J)  =  9,872  3171. 

logcos(45"— J  b)smi{E-\-l).  .  .  9,51 6  491  5„ 

logcos(45"— 46)cosf  (E+/)  .  .  .  9,763  6042„ 

unde    i(i;  +  ^)  =  209"30'49;'94;    logcos(45"— 4^6)  =  9,823  9669. 
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Fit  itaque  JJ  =  426''26'55;'33,  Z=  —  7°25'l  5','45,  sive  quod  eodem  redit 
E=  66" 26' 55',' 33,  1=  352''34'44','55  ;  angulus  45"— 4-6  e  logarithmo  sinus  ha- 
betur 48"l0'58"ll,  e  logarithmo  cosinus  48"l0'58','l7,  e  tangente,  cuius  loga- 
rithmus  illorum  difFerentia  est,  48"  10' 58',' 14  ;  hinc  &  =  —  6"2r56','28. 

Secundiim  methodum  alteram  calculus  ita  se  habet : 

logtangg 9,189  3062„  C.logcosC 0,362  6190 

logsma 8,871  9792„  logcos(C  — s) 9,878  9703 

logtangC 0,317  3270  logtangg 8,873  1869» 

^=  04"17'6','83  logtangZ 9,114  7762„ 

C  — e=     40  49  7,57  l=-       352"34'44;'50 

logsma 9,111  1232„ 

logtang(C  — £)  .  .  .  9,936  3874 

logtangg 9,047  5106„ 

b=       — 6"21'56','26 

Ad  determinandum  angulum  E  habemus  calculum  duplicem : 

logsine 9,600  1144  logsme 9,600  1144 

logcosa 9,998  7924  logcos^ 9,996  3470 

C.logcost 0,002  6859  C.logcosg 0,005  1313 

logcosJS 9,601  5927  logcosa 9,601  5927 

unde  E=  66"26'55','35. 


70. 

Ne  quid  eorum,  quae  ad  calcuhim  loconim  geocentricoxum  requiruntur, 
hie  desideretur,  qviaedam  adhuc  de  parallaxi  atque  aherratione  adiicienda  sunt. 
Methodum  quidem  supra  iam  descripsimus,  secundum  quam  locus  iiarallaxi 
alFectus,  i.  e.  cuilibet  in  superficie  terrae  puncto  respondens,  immediate  maxi- 
maque  facilitate  determinari  jiotest:  sed  quum  in  methodo  \'ulgari  in  art.  62 
et  sequ.  tradita  locus  geocentricus  ad  terrae  centrum  referri  soleat,  in  quo 
casu  a  parallaxi  liber  dicitur,  methodum  peculiarem  pro  determinanda  i)aral- 
laxi,  quae  est  inter  utrumque  locum  difFerentia,  adiicere  oportebit. 

11* 
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Sint  corporis  coelestis  longitudo  et  latitudo  geocentrica  respectu  centri 
terrae  X,  ß ;  eaedem  rcspectii  puncti  cuiusvis  in  supei-ficie  terrae  /,  b ;  distantia 
coiiioris  a  terrae  centro  r,  a  puncto  superficiei  A ;  dcnique  respondeat  in  sphaera 
coclesti  ipsi  zenith  huius  puncti  longitudo  L,  latitudo  B,  designeturque  radius 
tciTae  per  R.  Sponte  iam  patet,  omnes  aequationes  art.  G2  etiam  hie  locuni 
esse  habituras ;  sed  notabiliter  contrahi  potenint,  q\ium  R  hie  exprimat  quan- 
titatem  prae  r  et  A  tantum  non  evanesccntem.  Ceterum  eaedem  aequationes 
manifesto  etiamnum  valebunt,  si  X,  /,  L  pro  longitudinibus  ascensiones  rectas, 
atque  ß,  6,  J5  pro  latitudinibus  declinationes  exprimunt.  In  hoc  casu  /  — X, 
b  —  3  erunt  parallaxcs  ascensionis  rectae  et  declinationis,  in  illo  vcro  parallaxes 
longitudinis  et  latitudinis.  Quodsi  iam  R  ut  quantitas  primi  ordinis  tracta- 
tur,  eiusdem  ordinis  erunt  /  — X,  b  —  ß,  A  — r,  ncglectisque  ordinibus  superiori- 
bus  e  formulis  art.  62  facile  derivabitur: 

N    iJcos J?sin(X— i) 

r  cos  ß 

ß  =  ^-^'|tangßcos(X-Z,)-tang£i 

-r  =  —  R  cos  £  sin  ß  !  cotang  ß  cos  (X  —  L)  -\-  tang  B  \ . 

Accipiendo  angulum  auxiliarem  (J  ita  ut  fiat  tang  6  =  ^^g  °^^_  r,  >  aequationes  II, 
III  formam  scquentem  nanciscuntiu- : 

jy  ,        o EcosBcosX  — Zjsinß  — 6,  JBsinJBsing— 6) 


I. 

/ 

II. 

b 

[II. 

A 

III.  A-r  =  - 


rcosO 

R  cos  B  cos  (X  —  L]  cos  ( 


Ceterum  patet,  ut  in  I  et  II  /  — X  et  6  — ß  in  minutis  secundis  obtineantur, 
pro  JR  accipi  debere  parallaxem  mediam  solarem  in  minutis  secundis  expres- 
sam;  in  III  vero  pro  R  eadem  parallaxis  per  206265"  divisa  accipienda  est. 
Tandem  nuUo  praccisionis  detrimento  in  valoribus  parallaxium  pro  r,  X,  ß  ad- 
hibere  licebit  A,  /,  6,  quoties  in  problemate  inverso  e  loco  parallaxi  affecto 
locum  ab  eadem  liberum  determinare  oportet. 

Exemplwn.  Sit  ascensio  recta  Solis  pro  centro  teiTae  2 2(1° 4 6' 4 4 "6 5  =  X, 
declinatio  —  1  5°49'43','94  =  ß,  distantia  0,9904311  =  r;  porro  tempus  sidereum 
in  aliquo  loco  in  terrae  superficic  gradibus  expressum  78" 20' 38"=  L,  loci  ele- 
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vatio  poli  4  5''2  7'5  7"  =  J5,  parallaxis  media  solaris  8 "6  =  R.     Quaeritur  locus 
Solis  ex  hoc  loco  visus,  distantiaque  ab  eodem. 

logi? 0,93450  logE 0,93450 

logcosJS 9,84593  logsin5 9,85299 

C.logr 0,00418  C.logr 0,00418 

C.logcosß 0,01679  C.logsinÖ 0,10317 

logsin(X  — i).  .  .  9,78509  logsin(ß  — 6)  .  .  .  9,77152« 


log^/— X) 0,58649  log{6  — ß) 0,66636„ 

l—\=  +3','86  b  —  [i=  —  4';64 

/=  220''46'4S','51  b=  —  1 5''49'48','58 

logtang^ 0,00706  log(6  — ß) 0, 06036« 

logcos(X  — Z,)  .  .  9,89909„  log cotang (ß  —  6)  0,13522 


log  tang  6 . 
6  = 

0,10797„ 

127''57'    0" 
—  143''46'44" 

locrr 

9  99582 

log  1"  .  .  .  . 

4,68557 

ß-ö^ 

log(r-A) 

5,48297„ 

r-^  = 

—  0,0000304 

^  = 

0,9904615 

71. 

Aberratio  fixarum,  nee  non  pars  ea  aberrationis  planetarum  et  cometarum, 
quae  soll  motui  terrae  debetni",  oritur  inde,  quod  cum  terra  integra  tubus  mo- 
vetur,  dum  radius  luminis  ipsius  axem  opticum  percurrit.  Corporis  coelestis 
locus  observatus  (qui  et  apparens  seu  aberratione  affectus  dicitiu")  determinatur 
per  situm  axis  optici  telescopii  ita  collocati,  ut  radius  luminis  ab  illo  egressus 
in  via  sua  utramque  huius  axis  extremitatem  attingat :  hie  autem  situs  diver- 
sus  est  a  situ  vero  radii  luminis  in  spatio.  Distinguamus  duo  temporis  mo- 
menta  t,  t\  ubi  radius  luminis  extremitatem  anteriorem  (centrum  vitri  obiec- 
tivi),  ubique  posteriorem  (focum  vitri  obiectivi)  attingit;  sint  harum  extremi- 
tatum  loci  in  spatio  pro  momento  priori  a,  b ;  pro  posteriori  a',  b'.  Tunc  pa- 
tet,  rectam  a  b'  esse  situm  verum  radii  in  spatio,  loco  apparenti  autem  respon- 
dere  rectam  ab  vel  a'b'  (quas  pro  parallelis  habere  licet):  nuUo  porro  negotio 
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l)orsi)icitiu-,  locuin  ai)part'utera  a  longitudine  tubi  iion  ponderc.  Diffcrentia 
inter  situm  rectaruin  b'a,  ha  est  aberratio  qualis  i>ro  stcUis  tixis  locuin  habet: 
modum  eam  calculandi  hie  tamquam  notuni  silentio  transimus.  Pro  stellis 
on-antibus  autem  ista  differentia  nonduni  est  abeiTatio  completa:  planeta  sci- 
lieet,  dum  radius  ex  ipso  cgressus  ad  terram  descendit,  locum  suum  ipse  mutat, 
qua])ropter  situs  huius  radii  non  rcspondet  loco  geocentrico  vcro  tempore  ob- 
servationis.  vSupponamus,  radium  himinis  qui  tempore  t  in  tubum  impingit 
temi)ore  T  e  planeta  egiTssum  esse;  designeturquc  locus  planetae  in  sjjatio 
tempore  T  per  P,  tempore  t  autem  per  p ;  denique  sit  A  locus  extremitatis 
antccedentis  axis  tubi  pro  tempore   T.     Tunc  patet 

1°  rectam  AP  exhibere  locum  verum  planetae  tempore   T; 

2°  rectam  ap  autem  locum  verum  tem])orc   /: 

3°  rectam  bu  \v\  b'a    locuin  apparentem   tempore  t  vel  t'  (quorum   diffe- 
rentia ceu  quantitas  i^ifinite  parva  spectari  potest) ; 

4°  rectam  b'a  eundem  locum  apparentem  ab  aben-atione  fixanira  purgatum. 

lam  i)uncta  P,  a,  b'  in  linea  recta  iacent,  eruntque  partes  Pa,  ab'  propor- 
tionales temporum  intervallis  t — T,  t'—t,  siquidem  motus  luminis  celeritate 
iiniformi  peragitur.  Temi)oris  intervallum  t' —  T  propter  immensam  luminis 
velocitatem  semper  est  perpai-Aiim,  intra  quod  motum  ten-ae  tamquam  recti- 
lineum  ac  celeritate  uniformi  peractum  supponere  licet:  sie  etiam  A,  a,  a  in 
dii'ectum  iacebunt,  partesque  Aa,  aa  quoque  intervallis  t — T,  t'—t  proportio- 
nales erunt.  Hinc  facile  concluditur,  rectas  AP,  b'a  esse  parallelas,  adeoque 
locum  primum  cum  tertio  identicum. 

Tem])us  t—T  erit  productum  distantiae  Pa  in  ■193'*,  intra  quod  lumen 
percurrit  distantiam  mediam  tenae  a  Sole,  quam  pro  nnitate  accepimus.  In 
hoc  calculo  pro  distantia  Pa  etiam  PA  vel  pa  accipere  licebit,  quum  diffe- 
rentia nullius  momenti  esse  possit. 

Ex  his  principiis  tres  demanant  methodi,  planetae  vel  eometae  locum  ap- 
parentem pro  quovis  tempore  t  determinandi,  e  quibus  modo  hanc  modo  illam 
praeferre  convenict. 

I.  Subtrahatur  a  tcmi)orc  pro2)osito  tem]nis  intra  quod  lumen  a  planeta 
ad  tenam  descendit:  sie  prodibit  tempus  reductum  T,  pro  quo  locus  verus 
more   solito   computatus   cum   apparente   pro   t  identicus   erit.     Ad  computum 
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reductionis  temporis  t—T  distantiam  a  terra  novisse  oijortet :  plerumque  ad 
liunc  finem  subsidia  commoda  non  deerunt,  e.  g.  per  ephemeridcm  vel  levi 
tantum  calamo  calculatam,  alioquin  distantiam  veram  pro  tempore  t  more  so- 
lito  sed  neglecta  praecisione  nimia  per  calciüum  praeliminarem  determinare 
sufficiet. 

II.  Compiitetur  pro  tempore  proposito  t  locus  verus  atque  distantia,  ex 
hac  reductio  temporis  t — T,  atque  hinc  adiumento  motus  diurni  (in  longitu- 
dine  et  latitudine  vel  in  ascensione  recta  et  declinatione)  reductio  loc-i  veri  ad 
temjjus    T. 

III.  Computetur  locus  heliocentricus  terrae  quidem  pro  tempore  t:  locus 
heliocentricus  planetae  autem  pro  tempore  T:  dein  ex  horum  combinatione 
more  solito  locus  geocentricus  planetae,  qui  aberratione  fixarum  (per  metho- 
dum  notam  eruenda  sive  e  tabulis  depromenda)  auctus  locum  apparentem  quae- 
situm  supj)editabit. 

Methodus  secunda,  quae  vulgo  in  usum  vocari  solet,  eo  quidem  prae  re- 
liquis  se  commendat,  quod  ad  distantiam  determinandam  nunquam  opus  est 
calculo  duplici,  attamen  eo  laborat  incommodo,  quod  adhiberi  nequit,  nisi 
plures  loci  vicini  vel  calculentur  vel  ex  observationibus  iam  innotuerint :  alio- 
quin enim  motum  diurnum  pro  dato  habere  non  liceret. 

Incommodum,  quo  methodus  prima  et  tertia  premuntiu-,  plane  tollitur, 
quoties  plures  loci  sibi  vicini  calculandi  sunt.  Quam  primum  enim  pro  qui- 
busdam  distantiae  iam  innotuerunt,  percommode  et  praecisione  sufficiente  di- 
stantias  proxime  sequentes  per  subsidia  trita  concludere  licebit.  Ceterum  si 
distantia  est  nota,  methodus  prima  tertiae  ideo  plerumque  praeferenda  erit, 
quod  abeiTatione  fixarum  opus  non  habet;  sin  vero  ad  calculum  duplicem  re- 
fugiendum  est,  tertia  eo  se  commendat,  quod  in  calculo  altero  locus  terrae 
saltem  retinendus  est. 

Sponte  iam  se  offcrunt,  quae  ad  problema  inversum  requii'untiu",  puta  si 
e  loco  apparente  venis  derivandus  est.  Scilicet  secundum  methodum  I  retine- 
bis  locum  ipsum  immutatum,  sed  tempus  t,  cui  locus  propositus  ut  apparens 
respondet,  convertes  in  reductum  T,  cui  idem  tamquam  verus  respondebit. 
Secundum  methodum  II  retinebis  tempus  t,  sed  loco  proposito  adiicies  motum 
intra  tempus  t — T,  quasi  istum  ad  tempixs  t-\-[t — T)  reducere  velles.  Secun- 
dum methodum  III  locum  propositum  ab  aberratione  fixartim  liberatum  tam- 
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quam  locum  vt'ium  pro  tempore  T  considerabis,  sed  terrae  locus  verus  tem- 
pori  t  respondens  retinendus  est  ac  si  ad  istud  pertineret.  Utilitas  methoiü 
tertiae  in  Libro  secundo  clarius  elucebit. 

Ceterum,  ne  quid  desit,  adhuc  observamus,  locum  Solis  ab  aberratione 
perindc  affici  ac  locum  planetae :  sed  quoniam  tum  distantia  a  terra  tum  motus 
diumus  propemodum  sunt  constantes,  abeiTatio  ipsa  semper  valorem  tantum 
non  constantem  obtinet  motui  medio  Solis  in  493^  aequalem,  adeoquc  =  20','25, 
quae  quantitas  a  longitudine  vera  subtrahenda  est,  ut  apparens  prodeat.  Valor 
aben-ationis  exactus  est  in  ratione  composita  distantiae  et  motus  diumi,  sive 
quod  eodem  redit  in  ratione  inversa  distantiae,  unde  ille  valor  medius  in 
apogeo  0','34  diminuendus  in  ])erigeo  tantumdem  augendus  esset.  Ceterum  ta- 
bulae  nostrae  solares  aberrationem  constantem  —  2  0 ','  2  5  iam  includunt ;  qua- 
propter  ad  obtinendum  longitudincm  veram  tabulari  20 ','2  5  addere  oportebit. 


Finem  huic  Sectioni  imponent  quaedam  problemata,  quae  in  determina- 
tione  orbitarum  planetarum  et  cometarum  usum  frequentem  praestant.  Ac 
primo  quidcm  ad  parallaxem  reveniemus,  a  qua  locum  observatum  liberare  in 
art.  70  docuimus.  Talis  reductio  ad  centrum  teiTae,  quum  planetae  distantiam 
a  terra  proxime  saltem  notam  supponat,  institui  ncquit,  quoties  planetae  ob- 
servati  orbita  omnino  adhuc  incognita  est.  Attamen  in  hoc  quoquc  casu  finem 
saltem  eundem  assequi  licet,  cuius  caiissa  reductio  ad  centrum  terrae  suscipitur, 
ideo  scilicet,  quod  hoc  centi'o  in  piano  eclipticae  iacente  vel  iacere  supposito 
plures  formulae  maiorem  simplicitatem  et  concinnitatem  nanciscuntur,  quam 
si  observatio  ad  punctum  extra  planum  eclipticae  rcferretur.  Hoc  itaque  res- 
pectu  nihil  interest,  utrum  obserA^atio  ad  centrum  ten-ae  an  ad  quodns  aliud 
punctum  in  piano  eclipticae  reducatur.  Iam  patet,  si  ad  hunc  finem  pimctum 
interscctionis  plani  eclipticae  cum  recta  a  planeta  ad  locum  verum  observatio- 
nis  ducta  eligatur,  obser\-ationem  ipsam  nulla  prorsus  reductione  opus  habere, 
quum  planeta  ex  omnibus  punctis  illius  rectae  perinde  \-ideatur  *) :  quamobrem 


'  Si  ultima  praecisio  desideraretur,  intervallum  temporis,  intra  quod  lumen  a  vero  loco  observationia 
ad  fictum  seu  ab  hoc  ad  illum  delabitur,  tcmpori  proposito  vel  addere  vel  inde  subducere  oporteret,  siqui- 
dem  de  locis  aberratione  afFectis  agitur:  sed  haec  differentia  vix  ullius  momenti  esse  potest,  nisi  latitudo 
perparva  fuerit. 
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hoc   jiunctum   quasi    locum   fictuui   observationis    pro    vero    substituere   licebit. 
Situm  illius  puncti  sequenti  modo  determinamus. 

Sit  corporis  coelestis  longitudo  X,  latitudo  ß,  distantia  A,  omnia  respectu 
loci  veri  observationis  in  terrae  superficie,  cuius  zenith  respondeat  longitudo  l, 
bititudo  6;  porro  sit  tc  semidiameter  terrae,  L  longitudo  heliocentrica  centri 
terrae,  B  eiusdem  latitudo,  ß  eiusdem  distantia  a  Sole ;  denique  L'  longitudo 
heliocentrica  loci  ficti,  R'  ipsius  distantia  a  Sole,  A-|-2  ipsius  distantia  a  cor- 
])ore  coelesti.  Tunc  nullo  negotio  eruentur  aequationes  scquentes,  denotante 
N  angulum  arbitrarium : 

i?'cos(L'— iV)4-^cos[5cos(X  — iV)  =  i?cos  JBcos  (Z,  — iV)  +  TTcos6cos  (^— iVj 
R'  sin  {L-  iV)  +  g  cos  ß  sin  (X  -  iV)  =  12  cos  5  sin  (i  -  iV)  +  tc  cos  J  sin  [l  -  N) 
^  sin  ß  =  R  sin  2J  -j-  tc  sin  h. 
Statuendo  itaque 

I.  {R  sin  J5  +  TC  sin  h)  cotang  ß  =  p., 

erit 

II.     R' cos  [L'-N]  =  i2cos5cos(Z-iV)  +  TCCOs&cos(/-iV^)-(xcos(X-iV) 

III.  R'  sin  (L-  N)  =  R  cos  B  sin  {L -  iV)  +  tc  cos  b  sin  (/- iV)  -  [x sin  (X  -  iV) 

IV.  ^  =  ^  • 

Ex  aequationibus  II,  III  determinari  jioterunt  R'  et  L',  ex  IV  interval- 
lum temporis  tempori  observationis  addendum  quod  erit  minutis  secundis  = 
493  g. 

Hae  aequationes  sunt  exactae  et  generales,  poteruntque  tunc  quoque  ad- 
hiberi,  ubi  pro  piano  eclipticae  aequatore  substituto  L,  L',  l,  X  designant  ascen- 
siones  rectas,  B,  b,  ^  declinationes.  Sed  in  casu  de  quo  hie  potissimum  agi- 
mus,  scilicet  ubi  locus  fictus  in  ecliptica  situs  esse  debet,  exiguitas  quantita- 
tum  B,  TC,  L'—  L  adhuc  quandam  formularum  praecedentium  contractionem 
permittit.  Poterit  enim  pro  tc  assumi  parallaxis  media  solaris,  B  pro  sin  B, 
1  pro  cosB  et  cos{L'—  L),  L'—L  pro  sm{L'—L).  Ita  faciendo  N  —  L,  for- 
mulae  praecedentes  assumunt  forniam  sequentem : 
I.  [i  =  [RB-j-Ti  sin  b)  cotang  ß 

II.  R'  =  R-}-Tzcosbcos{l—L)  —  {icos(X  — Z) 

TTT  T »       j-    Jt  COS  b  sin  [l  —  L]  —  [>.  sin  (X  —  L) 

M' 
vu,  12 
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Proi)iic  quickni  liic  B,  r.,  L'—L  in  partibus  ladii  cxprimendi  simt;  sed  patet, 
si  illi  anguli  in  minutis  sccundis  exprimantur,  aeqiiationes  I,  III  sine  muta- 
tionc  rctineri  possc,  pro  II  autem  substitui  debcrc 

■"    —  -"  "1  206265"  ' 

Cetenim  in  formula  III  pro  dcnominatore  R'  absqnc  errore  sensibili  scmper 
adhibere  licebit  R.  Reductio  tcmporis  autem,  angulis  in  minutis  secundis  cx- 
prcssis,  fict 

493'.  (i 


206265". cos  3 


73. 

Exemphim.    Sit  X  =  354"  1 1' 5  l",  ,3  =  —  4*'50'32",  Z=2l''2ft',  h  =  'U)°hZ', 
L  =  12''28'54",  B  =  +ü','49,  R  =  0,99SS839,  :r  =  8','6o.    Ecce  iam  calculum: 


logE 
log£ 


9,99951 
9,69(120 


logTT   .. 
log  sin  h 


.  0,93450 
.  9,86330 


^ogBR 

Hinc  log'JBE  +  TTsini 
logcotangß  .  .  . 


9,689  71 
.  .  .  0,83041 
.  .  .  1,05873„ 


log  i:  sin  6 . 


logjji 1,88914« 

logTT 0,934  50 

logcosJ 9,83473 

logl" 4,68557 

logCOs(/  — i)    .  .  .  9,99040 
5,44520 
mimerus  +0,0000279 
Hinc  colligitur  R' =  ß+ 0,000  3856 

log- cos /> 0,76923 

logsin(;  — i) 9,31794 

Compl.  log-R'  .  .  .  0,00032 
0,08749 
numerus  -{-  r,'22 


log|x 1,88914„ 

log  1" 4,68557 

logcos(X  — Z,)  .  .  .  9,97886 
6,55357„ 
numerus  —0,0003577 

0,999  2695.     Porro  erit 

log|i 1,8891  4„ 

logsin'X  — I,;,   .  .  .  9,48371„ 

C.logi2' 0,00032 

1,37317 
numerus  +  2  3  ^'  6 1 
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Unde  coUigitui-  iy' =  I/— 22','39.     Denique  habetur 

logii 1,88914„ 

C.  log  206265  .  .  .  4,68557 

log  493 2,69285 

C.  log  cos  ß 0,00165 

9,26921„ 

unde  reductio  temporis  =  —0^186,  adeoque  nullius  momenti. 

74. 

Problema  aliud,  e  corporis  coelestis  loco  geocentrico  atque  situ  j)lani  orbitae 
eins  locum  heliocentricum  in  orhita  derivare,  eatenus  praecedenti  affine  est,  quod 
quoque  ab  intersectione  rectae  inter  terram  et  corpus  coeleste  ductae  cum 
piano  positione  dato  pendet.  Solutio  commodissime  petitur  e  formulis  ait.  65, 
ubi  characterum  significatio  haec  erat: 

L  longitudo  terrae,  R  distantia  a  Sole;  latitudinem  JB  statuimus  =  0 
(quum  casus,  ubi  non  est  =  0,  ad  hunc  facile  reduci  possit  per  art.  72),  unde 
E'=:JR;  l  corporis  coelestis  longitudo  geocentrica,  b  latitudo,  A  distantia  a 
terra,  r  distantia  a  Sole,  u  argumentum  latitudinis,  ft  longitudo  nodi  ascen- 
dentis,  i  inclinatio  orbitae.     Ita  habemus  aequationes 

I.  rcosM  — JRcos(-L  — ft)  =  Acos6cos(/— Sl) 

II.  r  cos  i  üin  u  — R  sin  {L  —  Sl)  =  A  cos  6  sin  (^  —  ß) 

III.  rsinisin«*  =  Asini. 

Multiplicando    aequationem  I   per    sin(iy— ft)sin6,    II  per    —  cos(i— ß)sin6, 
III  per  —  sin  [L  —  l)  cos  b,  fit  additis  productis 

cos  M  sin  (L  —  ß)  sin  6  —  sin  m  cos  i  cos  (1/  —  ß)  sin  6  —  sin m  sin  «sin  {L  —  l)  cos  6  =  0, 

unde 


IV.  tangM  =  — -. 7 — '^V ■  1  r'"""  •    T     1 


[L-Q  )sin& 

\  L  —  l  cos  6 

12" 
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Multiplicaiulo    autem    I    i)t"r   sinf/  — ß},    II   per  —  cos(/  — ft\    prodit    productis 
additis 

-,  ReiniL-l) 


8in  M  cos  I  cos 


/-Q    -coBMBin(i-Q) 


Ambif,'uitas  in  dcteiminationc  ipsius  u  \)vr  aequ.  IV  sponte  tollitur  per  aequ.  III, 
quae  ostcndit,  m  inter  U  et  18o"  vel  intcr  180°  et  360°  accipi  deberc,  prout 
latitudo  b  fiierit  positiva  vel  negativa;  sin  vero  fuerit  b  =  0,  aequatio  V  do- 
cet,  statui  debere  u=  0  vel  u=  180°,  prout  sin(I,  — /)  et  sin(^— ft)  diversa 
signa  habeant,  vel  eadem. 

Computum  numericum  formularum  IV  et  \'  variis  modis  \)vr  intioductio- 
nem  angulorum  auxiliaiium  contrahere  licet.     E.  g. 

^    .  ,         taue 6 cos  i  —  Q  ,  ,  x: »-       <.  sin .4 tang  L  —  Q] 

statuendo     _^^--^-- =  tang.-l,      lit     tang»  ^        .b  I  +  .r" 
.tatuendo     ^""^'T^'-^      =  tang^,      tit     tang^.  ^ ''"^-^.""^i^'^T^'. 

cos  L—  U]  r>  D  mn  B  +b  cos t 

Perinde  aequ.  V  i)er  introductionem  anguli  cuius  tangcns  =  cos  t  tang u,  vel  = 
-""^  '~ —  formam  concinniorem  nanciscitur.     Sicuti  formulam  V  e  combinatione 

cosi 

aequationum  I,  II  obtinuimus,  per  combinationem  aequationum  II,  III  ad  se- 

quenteni  pervenimus : 

_  BemiL-Q) 

sin  u  (cos  i  —  sin  t  sin  ( J  —  Q)  cotang  6) 

et  perinde  per  combinationem  aequationum  I,  III  ad  hanc: 

Ecos'L  —  Q) 

cos  M  —  sin  u sin t cos  l-  Q  cotang 6 

Utramque  perinde  ut  V  per  introductionem  angulorum  auxiliarium  simplicio- 
rem  reddere  licet.  Solutiones  e  praecedentibus  demanantes  coUectae  exemplo- 
que  illustratae  inveniuntur  in  von  Zach  Monatliche  Corresponde7iz  Vol.  V.  p.  540[*)], 
quapropter  hie  evolutione  ulteriori  supersedemus.  —  Si  praeter  u  et  r  etiam 
distantia  A  desideratur,  per  aequationem  III  determinari  jjoterit. 


[•,  Juni  1802.     Band  VI.  S. 
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75. 

Alia  solutio  problematis  praec.  superstruitm-  observationi  in  art.  64  III 
traditae,  quod  locus  heliocentriciis  terrae,  geocentricus  corporis  coelestis  eius- 
demque  locus  heliocentricus  in  uno  eodemque  circulo  maximo  sphaerae  sunt 
siti.  Sint  in  fig.  3  illi  loci  resp.  T,  G,  H;  porro  ft  locus  nodi  ascendentis; 
ß  T,  üH  partes  eclipticae  et  orbitae,  GP  perpendiculum  ad  eclipticam  ex  G 
demissum,  quod  igitur  erit  =  b.  Hinc  et  ex  arcu  FT  =  L  —  l  determinabitur 
angulus  T  atque  arcus  TG.  Dein  in  triangulo  sphaerico  üHT  data  sunt 
augulus  ü  =  i,  angulus  T  latusque  SIT  =  L—  ü,  unde  eruentur  duo  reliqua 
latera_  üH=u  atque  TH.    Tandem  erit  HG  ^  TG-TH  atque  r  =  ^^ , 


76. 

In  art.  52  variationes  differentiales  longitudinis  et  latitudinis  heUocentricae 
distantiaeque  curtatae  per  variationes  argumenti  latitudinis  «,  inclinationis  i 
ladiique  vectoris  r  exprimere  docuimus,  posteaque  (art.  64,  IV)  ex  illis  dedu- 
ximus  variationes  longitudinis  et  latitudinis  geocentricae,  l  et  b:  per  combina- 
tionem  itaque  harum  formularum  dl  et  db  per  du,  di,  dft,  dr  expressae  ha- 
bebuntur.  Sed  operae  pretium  erit  ostendere,  quomodo  in  hoc  quoque  calculo 
reductione  loci  heliocentrici  ad  eclipticam  supersedere  liceat,  sicuti  in  art.  65 
locum  geocentricum  immediate  e  loco  heliocentrico  in  orbita  deduximus.  Ut 
formulae  eo  simpliciores  evadant,  latitudinem  terrae  negligemus,  quum  certe 
in  formulis  differentialibus  effectum  sensibilem  habere  nequeat.  Praesto  sunt 
itaque  formulae  sequentes,  in  quibus  brevitatis  caussa  cu  pro  l—  9, ,  nee  non  ut 
supra  A'  pro  A  cos  b  scribimus  : 

A'  cos  ü)  =  r  cos  u  —  R  cos  [L—  ü)  =  E 
A'sinio  =  rcosisin««  — J?sin(L  — ft)  =  yj 
A'  tang  b  =  r  sin  i  sin  u  —  Z, 

e  quarum  differentiatione  prodit 
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COS  u)  .  (1 A'—  A'  sin  (u  .  (1  lo  =  (1 ; 
sin  tu  .  d  A'+  A'  cos  <u  .  d  cu  =  d  r 


Hinc  per  cliininationem 


—  sin u) .  d £  +  cos  lu  .  di) 

^■ 


db  = 


)8in6  .  drj  +  C08&  .  dj 


Si  in  liis  formulis  pro  S,  yj,  C  valores  sui  rite  substituuntm-,  dco  et  db  per 
dr,  du,  di,  dft  exprcssae  prodibunt;  dein,  propter  d/  =  dto-fdß,  difFerentialia 
partialia  ipsarum  /,  b  ita  se  habebunt: 

1.     A'  [ '. -]  =  —  sin  (ü  cos  u  -f  cos  co  sin  tt  cos  i 

r  \(\  u  I 

III.  -  (-  ,-r  j  =  —  cos  ü)  sin  u  sin  i 

IV.  (,^)=  i4-|cos(L-ft-«);  =  i+|cos(L-/) 

V.  A  (-j— )  =  —  cos  u)  cos  u  sin  b  —  sin  u)  sin  u  cos  /  sin  6  +  sin  «  sin  /  cos  b 

VI.  —  (^j  =  cos  10  sin  ti  sin  i  —  sin  u)  cos  u  cos  /  sin  b  -p  cos  u  sin  ?  cos  6 

VII.  —  i-T^]  =  sin  u)  sin  m  sin  e  sin  b  -\-  sin  ?<  cos  i  cos  i 

VIII.  p  ( jTyj  =  sin  i  sin  [L  —  ft  —  cu)  =  sin  b  sin  'L  —  l). 

Formulae  IV  et  VIII  hie  iam  in  forma  ad  calculum  commodissima  apparent; 
formulae  I,  ITT,  \'  aiitem  ])er  substitutiones  obvias  ad  formam  concinniorem. 
rediguntiir,  puta 

III".         l-^r^j  =  — cosu)tang6 
V*.        f-^j  =  —  ^  cos  ( L  —  ^i  sin  6  =  —  -^  cos  [L  —  l)  sin  b  cos  b. 
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Denique  formulae  reliquae  quoque  II,  VI,  VII  per  introductionem  quo- 
rundam  angulorum  auxiliarium  in  foimam  simpliciorem  abeunt :  quod  commo- 
dissime  fit  seqiienti  modo.     Determinentiu*  anguli  auxiliares  M,  N  per  formulas 

tang  M  =  -^^^  ?  tang  N  =  sin  cu  tang  i  =  tang  M  cos  (u  sin  i. 

Tunc  simul  fit 

cos  31'    1  +  tangiV'    cosi"  +  sincu"  sini'  2. 

coaN^  l  +  tangi)/°  cosi^  +  tangw' 

iam  quum  ambignitatem  in  determinatione  ipson;m  M,  N  per  tangentes  suas 
remanentem  ad  lubitum  decidere  liceat,  hoc  ita  fieri  posse  patet,  iit  habeatur 
5^^  =  4-  cos  ü),  ac  proin  ^^^  —  +  sin  i.  Quibus  ita  factis ,  formulae  II,  VI, 
VII  transevxnt  in  sequentes: 

T-p^  /"^M  }■  sinmcos  ilf  —  M) 

•  \d^j  ~  A'sinJf 

VI*.         i-T-A  —  4-  j  COS  (o  sin  i  cos  (M—  u)  cos  [N—  b)  -\-  sin  [M—  u)  sin  [N—  h)  \ 

"\7TT*  (^^\  rsinMcosicos'^— &) 

^^     •  l'dJJ  ~  AcosiV 

Hae  transformationes  respectu  formularum  II,  VII  neminem  morabuntm-,  res- 
pectu  formulae  VI  autem  aliqua  explicatio  haud  superflua  erit.  Substituendo 
scilicet  in  formula  VI  primo  M—{M—u)  pro  u,  prodit 

—  (^]  =  cos  (M—ti)  1  cos  (ü  sin  M  sin  6  —  sin(ucosicosMsin6  +  sinicosiWcos6i 

—  sin  (ilf  —  tt)  j  cos  (u  cos  M  sin  6  +  sin  cu  cos  i  sin  M  sin  i  —  sin  i  sin  Mcos  h  \ . 

Iam  fit  cos  u)  sin  M  =  cos  i^  cos  (u  sin  M  +  sin  i ^  cos  w  sin  31  =  sin  tu  cos  i  cos  M  + 
sin  i^  cos  to  sin  M ;  unde  pars  prior  illius  expressionis  transit  in 

sin  i  cos  [M—  u)  \  sin  i  cos  w  sin  M  sin  h  -\-  cos  M  cos  h  \ 
—  sinf  cos(M— m)  jcos(üsiniVsin64-  cosu)cosiVcos6j 
=  cos  (0  sin  i  cos  [M—  u)  cos  [N—  h). 

Perinde  fit  cos  iV  =  cos  od^  cos  N  +  sin  w^  cos  iV  =  cos  w  cos  ilf  +  sin  u)  cos  i  sin  ilf; 
unde  expressionis  pars  posterior  transit  in 

—  sin  (ilf—  u)  I  cos  iVsin  6  —  sin  iVcos  h  \  =  sin  (ilf—  iij  sin  (iV—  b). 
Hinc  expressio  VP  protinus  demanat. 
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Anguliis  auxiliaris  M  ctiam  ad  tiansfonnationem  forinulao  I  adhibcri  pot- 

est,   quu  introdiuto  assumit  formam 

-  .  (  Al\  sin  cu  gin;Jtf— M! 

^ "  •  [äT)  ~  A"sin  M         ' 

c  ruius  comiiarationc  cum  formula  I"   concluditur 

—  7?  sin  (Z/  —  /  sin  3f  =  ?•  sin  w  sin  (3/ — m)  ; 
hinc  ctiam  formulac  IT  forma  paullo  adhuc  simplicior  tribui  potest,  puta 

""•  (£)  =  -  I  '^"^  (^  -  ^)  ^«t^^g  ■^^-  ")• 

Ut  formula  VI"  adhuc  magis  contiahatur,  angiilura  auxiliarem  novum  in- 
troducore  oportet,  quod  duplici  modo  fieri  jjotcst,  scilicct  statuendo  vel  tangP  = 
tang(^_-M,         -^  tan-Q  =  ^^'^ö:    quo  facto  emcrgit 

cos  u>  am »  '^  cos  u)  sm  i  ^  ^ 

■»^i,,)^.          l^^\   rsin  \3/— H  cos  JV— &  —  P    rsin  iV— 6  cos  3/ —  m  — Qi 

^^     •        \ÄTi)   ~  AsinP  ~  AsinQ 

Ceterum  quantitates  auxiliares  M,  N,  P,  Q  non  sunt  mere  fictitiae,  facileque, 
quidnam  in  sphaera  coelesti  singulis  resj)ondeat,  assignare  liceret:  quin  adeo 
hoc  modo  aequationum  pracccdcntium  plures  adhuc  elegantius  cxhiberi  possent 
per  arcus  angulosvc  in  sphaera,  quibus  tamen  co  minus  liic  immoramm*,  quum 
in  calculo  luimerico  ipso  formulas  supra  traditas  sui)Ci1iuas  rcddcre  non  valeant. 

77. 
lunctis  iis.  quao  in  art.  ])racc.  cvohita  sunt,  cum  iis  quac  in  artt.  15,  10, 
20,  2  7,  28  pro  singulis  sectionum  conicanim  goncribns  tradidimus,  omnia  praesto 
erunt,  quae  ad  calculum  variationum  differentialium  loco  geocentrico  a  varia- 
tionibus  singulorum  elementorum  inductarum  requiruntur.  Ad  maiorem  illu- 
strationem  horum  praeceptorum  exemplum  supra  in  artt.  13,  14,  51,  63,  <]:> 
txactatum  resumcnuis.  Ac  ])riino  quidcm  ad  normam  art.  i)raec.  dl  et  üb  ])vv 
dr,  du,  di,  dft    exprimemus,   qui  calculus  ita  sc  habet : 

log  tang  u).  .  .  .  8,401  1  3       log  sinw 8,40090,,     log  tang  {M—u)  .  .  .  0,419H2„ 

log  cos/ 9,08853       log  tang»  ....  0,36723       log  cos  co  sin  » 9,355()2„ 

log  tang  M.  .  .  8,4  1  260       log  tang  N  .  .  .  7,76822«     log  tang  P 0,06370 

M=  l''28'52"       iV=  179''39'50"       P=  49''iri3" 

M— u  =        165   17     8         N—b=        18(i     145         N—b—P=  136  50  32 
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P                                      IF*  IIP 

logsin(iv-/)...  9,721  25  (*) 9,63962       log  cos  (u 9,99986„ 

logE 9,998  lU  logcot(M— m)  .  0,58068,,     logtang^ 9,04749„ 

^•^"g^' '^'''''  log(l^) 0,22030       log(A[)    ~^i^^. 

(*) 9,63962 

C.logJ- 9,67401 


log(4^) 9,31363 


IV  V*  VI** 

logj 9,91837  (**) 9,84793  log -^   0,24357 

logcos(L  —  ^j  ..  9,929  56  logsin6cosi  .  .  9,04212„  logsin(M  — ?/)   9,40484 

(**)  9  S4793  C.log»- 9,67401  logcos  (iV—Z*  —  P) ..  9,86301. 

=  log(#'^'.'j"  W(4^\ 8,56400  ^-'"g"'^ ^11!^ 


9,6324U 


VII-  VIII 

logrsinMCOSi  . .  9, 75999«     ('  i 9,63962 

logcos(iV— 6). .  9,99759„     logsln&cosi. .  9,04212„ 


C-l«§^ '^'''''       logfii) 8,68174„ 

C.logcosiV.  ...0,00001«         '-\^^i/ 

log(§) 9,67518« 

Collectis  hisce  valoribus  prodit 

d;  =  +  0,20589  d)-+  1,66073  d«  —  0,11152di+  1,70458  dft 
db  =  +  0,03665  dr—  0,42895  dw—  0,47335  di  —  0,(»48()6da. 

Vix  necesse  erit  quod  iam  saepius  monuimus  hie  repetere,  scilicet,  vel  varia- 
tiones  dl,  db,  du,  di,  dft  in  partibus  radii  exprimendas  esse,  vel  coefficientes 
ipsius  dr  per  206265"  multiplicaiidos ,  si  illae  in  minutis  secundis  expressae 
concipiantur. 

Designando    iam    longitudinem    perihelii    (quae    in    exemplo    nostro    est 

52'*18'9','30     per  0   atque    anomaliam   veram   per   v,    erit   longitudo   in   orbita 

=  M  +  R  =i;  +  n,  adeoque  du  =  di'  +  dO  — dft,  quo  valore  in  formulis  prae- 

cedentibus   Substitute,    dl  et  db  per  dr,  dv,  dfl,  dSi,  di  expressae  habebuntur. 

VII.  1 3 
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Is'ihil   itftqiu-   iam  supcrest,   nisi  iit  dr  et  du  ad  normam  artt.  1.'),  10    per  va- 
riationes  differentiales  elcmentomm  elli])ticorum  exhibeantur  •'. 
Erat  in  exemplo  nostro,  art.  11,  log^  =  9,90355  =  log(^) 


log  "^ 

.  (1,19290 

loga 

.  .  0,42244 

log  cos 'f    .  . 

.  9,98ü52 

logtangcp   . 

.  .  9,40320 

•og(Ä).. 

log  sin  V  .  .  . 

.  .  9,84931„ 

.  0,17942 

log(Ä).. 

.  .  9,ß7495„ 

2  —  ecosE  = 

=  1,80085 

ee  = 

0,06018 

log« 

..  0,42244 

1,74067 

log  cos  <p  .  . 

.  .  9,98652 

log 

.  0,24072 

log  cos  V    .  . 

.  .  9,84966 

log".... 

.  0,19290 

^"^m--- 

.  .  0, 25862« 

log  sin  £  .  . 

.  9,7GG34„ 

log(ä^) 0,19996„ 

Hiuc  colligitnr 

dv  =  +  1,51  154  dM—l,58475dcp 

dr  =  — 0,47310d3/— l,S1393d9  +  0,80085da, 

quibus  valoribus  in  formulis  praecedentibus  substitutis  prodit 

dl  =  4-2,412S7d3/— 3,00531  dcp-f  0,1  6488  da+ 1,66073  dfl— 0,1 1 1  52  di 

+  0,04385dft 

db  =  —  0,66572  d3/-L  0,61  331  dcp  +  0,02935  da— 0,4  289  5  d Fl— 0,4  7335  d» 

+  0,38089dft. 

Si  tem])us  cui  locus  computatus  respondet  n  diebus  ab  epocha  distare 
supponitur,  longitudoque  media  pro  epocha  per  N,  motus  diumus  per  7  de- 
notatur,  erit  M=iV+n7  — FI,  adeoque  dM  ^  dN-{-7id7 — dO.  In  exemplo 
nostro  tempus  loco  computato  rcspondens  est  Octobris  dies  17,41501  anni 
1804  sub  raeridiano  Parisiensi :  quodsi  itaque  pro  epocha  assumitur  initiuni 
anni   1805,  est  ti  =  —74,58499;   lougitndo  media  pro  epocha  ista  statuta  fuc- 


•;,  Charactcrem  M  in  cnlcvilo  seqviente  haud  ampliiis  ang\ilum  nostnim  auxiliarem  exprimere,  sed    ut 
in  Scct.  I)  anomaliam  mcdiam,  quisque  8ponte  videbit. 
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rat  =  4]'*52'21','68,  motusque  diiirnus  =  824','7990.  Substituto  iam  in  formu- 
lis  modo  inventis  pro  dM  valore  suo,  mutationes  differentiales  loci  geocentrici 
per  solas  mutationes  elementorum  expressae  ita  se  habent: 

dl  =  -j-2,41287diV—  1  79, <J(Jd7— 0,752  I  4  dll  —  3,00531  dcp  +  0,10488  da 

—  0,11 152  d^■  +  0,04385  dß 
db  =  —  0,66572  diV 4- 49,65  d7+  0,23677  du  +  0,61331  d9+ 0,02935  da 

—  0,47335  d«  +  0,38089  dft. 

Si  corporis  coelestis  massa  vel  negiigitur  vel  saltem  tamquam  cognita 
spectatur,  7  et  a  ab  invicem  dependentes  erunt,  adeoque  vel  d7  vel  d«  e  for- 
mulis  nostris  eliminare  licebit.  Scilicet  quum  per  art.  6  habeatur  7a*  =  k  \J (l -\- n), 
erit  —  =  —  f  -^ ,  in  qua  formula,  si  d  7  in  partibus  radii  exprimenda  est,  etiam 
7  perinde  exprimere  oportebit.     Ita  in  exemplo  nostro  habetur 

log7 2,91635 

logl" 4,68557 

logf 0,17609 

C.  loga  .  .  .  9,57756 

log^ 7,35557„ 

sive  d7  =  —  0,0022676  da,  atque  da  =  — 440,99  d  7,  quo  valore  in  formulis 
nostris  substituto,  tandem  emergit  forma  ultima: 

di  =  +  2,41287  diV— 252,67  d7  —  0,75214  dll  —  3,00531  dcp  —  0,1 1 1  52  di 

+  0,043S5dß 
db  =  —  0,66572diV+36,71  d7+ 0,23677  dll  +  0,61331  d-y— 0,47335  d« 

4-0,38089dft  . 

In  evolutione  harum  formularum  omnes  mutationes  dl,  db,  dN,  d7,  dO,  dcp,  di, 
d  ft  in  partibus  radii  expressas  supposuimus,  manifesto  autem  propter  homo- 
geneitatem  omnium  partium  eaedem  formulae  etiamnum  valebunt,  si  omnes 
illae  mutationes  in  minutis  secundis  exprimuntur. 
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SECTIO   TERTIA. 

lii'latiunes  iiiter   locos  pliires  j«   orbita. 

78. 

Comparatio  diionira  pluriumve  locorum  coiiioris  coclcstis  tum  in  ()rl)ita 
tum  in  spatio  tantam  ])ro]iositionum  elegantium  copiam  subministrat ,  ut  Vo- 
lumen integrum  facile  complerent.  Nostrum  vero  propositum  non  eo  tendit, 
ut  hoc  argumentum  fertile  exhauriamus,  sed  eo  potissimum,  ut  amplum  appa- 
ratum  subsidiorum  ad  solutioncm  problematis  magni  de  dcterminatione  orbita- 
rum  incognitarum  ex  observationibus  inde  adstniamus:  quamobrem  neglectis 
quae  ab  instituto  nostro  nimis  aliena  essent,  eo  diligentius  omnia  quae  ullo 
modo  illuc  conducere  possunt  evolvemus.  Disquisitionibus  ipsis  quasdam  pro- 
positiones  trigonometricas  pracmittimus,  ad  quas,  quum  fiequentioris  usus  sint, 
saepius  recurrere  oportet. 

T.    Dcnotantibus   A,  B.  C  angulos  quoscunque.  habetur 

sin  A  sin  !C—  B,  -\-  sin  B  sin  [A  —  C)  -}-  sin  C  sin  B  —  A)  =  0 

coüAsiniC— B  -^  cos  B  s\n' A—C] -\- cos  C  sin' B  —  A]   =   0. 

II.     Si   duae  quantitates  p,  P  ex  aequationibus  talibus 

p  sin  'A  —  P=a 

p  sin  B  —  P)^b 

determinandae  sunt,  hoc  hat  generaliter  adiumento  formularum 
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p  sin  [B-A)  sin  [H-P]  =  b  sin  (H-A)  -  a  sin  [H-B) 

p  sin  [B -A)  cos  {H-P)  =  b  cos(  H-A)  —  a  cos  (H-B), 

in  quibus  H  est  angulus  arbitrarius.  Hinc  deducuntur  (art.  14,  II)  angulus 
H—P  atque  p sin {B  —  A);  et  hinc  P  et  p.  Plerumqiic  conditio  adiecta  esse 
solet,  ut  p  esse  debeat  quantitas  positiva,  unde  ambiguitas  in  determinatione 
iiiiguli  H—P  per  tangentem  suam  deciditur;  deficiente  aiitem  illa  conditione, 
ambigiiitatem  ad  liibitum  decidere  licebit.  Ut  calculus  commodissimns  sit, 
ang-ulum  arbitrarium  i?  vel  =  A  vel  —  B  vel  =  ^{A-{-B)  statu ere  conveniet. 
In  casu  priori  aequationes  ad  detcrminandnm   P  et  p  erunt 

psin  [A  —  P]  =  a 

I  t        7-),          ö  — acosfS  — ji 
»cos(^  — P    = ■    ,p       . • 

In  casu  secundo  aequationes  ]n-orsus  analogac  erunt;  in  casu  tertio  autem 

j.sin(i.4  +  ii?-P)  =  ,J  +  "    , 


pcos[{  A^^B-P)  *" 


2  sm  i  B-A] 


Quodsi  itaque  angulus  auxiliaris  C  introducitur,    cuius   tangens  =  ^•,   in- 
venietur  P  per  formulam 

tang {\A^\B-P)^  tang (4 5"  +  Q tang \  B -  A) 

ac  dein  p  per  aliquam  formularum  praecedentium,  ubi 

■5(»  +  «)  =  -"  >«°+C)\/sS,  =  =5f±^  =  ^^S^ 

i(6-»)  =  co»::45'+C)v'bS>  =  '^^1^'  =  ^=^- 

III.    Si  /^  et  P  determinandae  sunt  ex  aequationibus 

p  cos  [A  —  P)^=a 
p  cos  (B-P)  =  ^, 

omnia  in  II  exposita  statim  applicari  possent,  si  modo  illic  pro  ^  et  J5  ubi- 
que  scriberetur  90"+^,  9o"-|-£:  sed  ut  usus  eo  commodior  sit,  formulas 
evolutas  apponere  non  piget.     Formulae  generales  erunt 
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p  sin   B -  A  sin  //- P  =  -b  cos{H-A  -\- a  cos{H- B) 
p  sin  B  —  A  cos  H—  P  =       h  sin  H—  A)  —  a  sin  [H—  B). 
Transeunt  itaque,  pro   H  =  A,   in 

•     /  A        r>\         o  cos  B  —  ^  —  b 

j[jcos(.4  — P  =  a. 
Pro  H  =  B,  formam  similem  obtineut ;   pro  H  =  i  {A  +  5)   autcm  tiunt 
psin{iA  +  iB-P)  =  ^^_^ 
p  cos  (M  +  i  ^  -  P  =  s^si^^'-^. ' 
ita  nt  introducto   aiit,nilo  anxiliari   C,   cuius  tangens  =  y,    fiat 

cotang  [^A+hB  —  P)  =  cotang (C -  4 ö«)  tang .}  {B-A. 

Ceterum  si  p  immediate  ex  a  et  h  sine  pracvio  computo  anguli  P  deter- 
minare  cupimus,  habemus  formulam 

pn\n[B-A)  =  \J {aa~  bb- 2abcos{B-A]) 
tum  in  problcmatc  praesente  tum  in  IL 

79. 

Ad  completam  detcrmiuationcm  scctiouis  conicae  in  piano  suo  tria  requi- 
runtiu-,  Situs  perihelii,  cxccntricitas  et  semiparameter.  Quae  si  e  quantitatibus 
datis  ab  ipsis  pendentibus  eruenda  sunt,  tot  data  adsint  oportet,  ut  tres  aequa- 
tiones  ab  invicem  independentes  formare  liceat.  Quilibet  radius  vector  ma- 
gnitudine  et  positione  datus  unam  acquationem  suppeditat:  quamobrem  ad 
determinationem  orbitae  tres  radii  vcctores  magnitudine  et  positione  dati  re- 
quiiuntiu' ;  si  vero  duo  tantum  liabentiu',  vel  unum  elementum  ipsum  iam  da- 
tum  esse  debet,  vel  saltem  alia  quaedam  quantitas,  cui  aequationem  tertiam 
superstrucre  licet.  Hinc  oritiu-  \arietas  problematum,  quae  iam  deinceps  per- 
tractabimus. 

Sint  r,  r'  duo  radii  vectores,  qui  cum  recta  in  piano  orbitae  e  Sole  ad 
lubitum  ducta  faciant  secundum   diiectionem   motus  angulos  N,  N';    sit  porro 


I 
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n  angulus  quem  cum  eadem  recta  facit  radius  vector  in  perihelio,  ita  ut  radiis 
vectoribus  r,  r'  respondeant  anomaliae  verae  N — 0,  iV'— 11;  deniqiie  sit  e  ex- 
centricitas,  p  semiparameter.     Tunc  habentur  aequationes 

^  =  l+ecos{N-U) 
^  =  i+ecos(iV'-n), 

e  quibus,  si  insuper  una  quantitatum  p,  e,  U  data  est,  duas  reliquas  determi- 
nare  licebit. 

Supponamus  primo,    datum  esse  semiparametrum  p,   patetque  determina- 
tionem  quantitatum  e  et  FI  ex  aequationibus 

ecos:iV  — ri)  =  |-  — 1 
e  cos  (iV'-n)  =  1^-1 
fieri  posse  ad  normam  lemmatis  III  in  art.  praec.     Habemus  itaque 
tang (N-n)  =  cotang iN'- N) -  ,,,  J^^r g, _ ^, 
tangaiV+iiV-n)  =  r'-,.ot^,..W-N^^ 


80. 

Si  angulus  11  datus  est,  p  et  e  determinabuntm-  per  aequationes 
^  r)-'(cos  ■zy-n)-cos(.zy'-n) 

P  rcos(JV-n)-r'cosi:iV'-n) 


Denominatorem  communcm  in  his  formulis  reducere  licet  sub  formam  acos(J.— 0), 
ita  ut  a  et  ^  a  n  sint  independentes.  Designante  scilicet  H  angulum  arbi- 
trarium  fit 

rcos(iV-n)-r'cos(iV'-n)  =  (r  cos  (iV-i?)-r' cos  (iV-iTi)  cos  (If-n) 
-(rsin  (iV-H)-r'sin  {N'-H)) sin  {H-Yl), 

adeoque  =  a  cos  (.4  —  0),  si  «  et  .4  determinantur  per  aequationes 
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rcos(iV— fl  —  r' cos' N'—H   =  a  cos  [A  —  H 
r  sin  (.V-  H)  -  r'sin  [N'-  H)  =  a  sin  [A  —  H). 
Hoc   iiiüdo  lit 

'irr' sin  \  N'  —  K  nin  }  iS'^  +  j  -V  —  II 
/  aco8  .4  —  11 


acos  A  —  W 
llac  foiinular  inipiiiuis  sunt  commodae,  (luotic-s  jj  et  e  pro  plimbus  valoribus 
ipsius  11  coinputandae    sunt,    mancntibus   r,  r',  N,  N'.    —    Quum    ad   calculum 
quantitatuin  auxiliariuni  a ,  A  angulum  H  ad  lubituni  assumcre  liceat,  e  re  erit 
statuere  H  =  \  (iV+  iV),   quo   jjacto  forinulat-  abcunt  in  has 
(,.'_  r)  cos  4-  [N'—  N)  =  —a  cos  [A  —  i-N—i  N'; 
(r '+  r) sin  ,V  {N'-  N~^  =  —  asm  {A- ^ N - i N\,. 
Dftoriniuato  itaque  augulo  A  ])er  acquationem 

tang  {A  -iN-  i  N')  =  '^^  tang  1  [N-  N), 

statim  babc'tur 

cos  Ä  -  1 N-  jN'^ 


'^  ~~        cos  5  N'-N  coa  A-U 

Calculum  lugarithmi  quantitatis  ^;^  per  artificiuiu  sacpius  iam  exi)licatum  con- 
trahere  liccbit. 

81. 

Si  cxcentricitas  e  data  est,  angulus  II   per  aequationem 

COSU-II)  =  -      ,eosi  N--N 

invenietur.   postquam  angulus  auxiliaris  A  per  aequationem 

tang  [A  —  i  X—  .!  N')  =  ^7^  tang  |  'N'—  N) 

determinatus  est.  Ambiguitas  in  determinatione  anguli  A  —  U  per  ipsius  co- 
sinum  remanens  in  natura  problematis  fundata  est,  ita  ut  problemati  duabus 
solutionibus  diversis  satisfieri  possit,  e  quibus  quam  adoptare  quamve  reiicere 
oporteat  aliunde  decidendum  erit,    ad   quem  finem  valor  saltem  approximatus 
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ipsius   n  iam   cognituf?   esse   debet.    —   Postquam   fl  inventus  est,   p  vel  per 
formulas 

j)  =  r(l-{-ecos(N-llj)  =  r ' ( 1 -f  e cos  (iV- FI)) 

vcl  per  hanc  computabitur 

2rr'e sin  i  IN'-  Ni  sin  i  J  iV+  4- N' -  Fl) 


83. 
Supponamus  denique,    tres   radios   vectores   r,  r',  r"  datos   esse,    qui   cum 
-  recta   ad   lubitum   e    Sole   in   piano    orbitae   ducta  faciant  angulos  N,  N',  N". 
Habebuntur  itaque,  retentis  signis  reliquis,  aequationes : 

-^=  l+ecos(iV-n) 

I.  ^  =  l+ecos(iV'-n) 

A=  i  +  ecos(iV"-n), 

€  quibus  p,  n,  e  pluribus  modis  diversis  elici  j^ossunt.  Si  quantitatem  p  ante  reli- 
quas  computare  jilacet,  miütiplicentur  tres  aequationes  I  resp.  per  sin  (N" —  iV), 
—  sin(iV" — N),  sin(iV' — N),  fietque  additis  jiroductis  pei  lemma  I  art.  78 

_  sin  jN"-  N')  -  sin  jN"-  N)  +  sin  N'-  N] 

^  sin  {N"-  JV")  -  -^  sin  [N"-  N]  +  ^  sin  {N'-  N) 

Haec  expressio  propius  considerari  meretiu'.     Numerator  manifesto  fit 

=  2  sin  J-  {N"—  N')  cos  i  {N"—  N')  —  2  sin  i  {N"—  N')  cos  (J-  N"+  i  N'—  N) 
=  4  sin  i  {N"-  N')  sin  i  [N"-  N)  sin  i  {N'-  N). 

Statuendo  porro 

r' r"  sin  {N"—N')  =  n 

r  r"  sin  {N"—N)  =  7i' 

rr'sin{N'—N)  =  n", 

patet  ^n,  ^«',  ^w"  esse  areas  triangulorum  inter  radium  vectorem  secundum 
et  tertium,  inter  primum  et  tertium,  inter  primuin  et  secundum.  Hinc  facile 
perspicietur,  in  formula  nova 

VII.  1 4 
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_  48in'  iV"-iy';gin|(JV"-iV)8in}  N'-N<.rr'r" 
P  n—  n'+»i" 

dcnominatoicm  esse  duplum  areae  tiiangidi  inter  trium  radionim  vectorum  ex- 
treniitates  i.  e.  inter  tria  corporis  coelestis  loca  in  si)atio  contenti.  Quoties 
haec  loca  ])arum  ab  iuvicem  remota  sunt,  area  ista  semper  erit  quantitas  per- 
parva  et  quidem  ordinis  tertii,  siquidem  N'—  N,  N"—  N'  ut  quantitatcs  jjai-vae 
ordinis  primi  spectautur.  Hinc  simid  concluditur,  si  quantitatum  r,  r',  r",  N, 
N',  N"  iina  vel  plures  enoribus  utut  levibus  affectae  sint,  in  determinatione 
ipsius  p  errorem  permagnum  illinc  nasci  posse;  quamobrem  haecce  ratio  or- 
bitae  dimensiones  eiiiendi  magnam  praecisionem  nunquam  admittet,  nisi  tria 
loca  heliocentrica  intenallis  considerabilibus  ab  invicem  distent. 

Cetenim  simulac  semiparameter  p  inventus  est,  e  et  H  determinabuntur  e 
combinatione  duamm  quarumcunque  aequationum  I  ])er  methodum  art.  79. 


Si  solutionem  eiusdem  problcmatis  a  computo  auguli  II  iuclioare  malumus, 
methodo   sequente  utemui-.      Subtrahimus   ab   aequationum  I  secunda  tertiam, 
a  prima  tertiam,  a  prima  secundam,  quo  pacto  tres  novas  sequentes  obtinemus : 
j 1^ 

-'     '"  ±sin{iN'+iN"-U) 

-isinaiV-i-^iV-n) 

Duae  quaecunque  ex  his  aequationibus  secuudum  lemma  II  art.  78  dabunt  FI 
et  —5  unde  per  quamlibet  aequationum  I  habebuntiu-  etiam  e  et  p.  Quodsi 
solutionem  tertiam  in  art.  78,11  traditam  ado])tamus,  rombinatio  aequationis 
primae  cum  tertia  algorithmum  sequentem  producit.  Dcterminetur  angulus 
auxiliaris  C  per  aequationem 

. r         T"^     ^ini  N"-N') 

tang  C  =  r  •    ■   .  „, — sj-^ , 

'^  r       61114  N  —Ni 


11. 


2 

sinl 

N 

'- 

N', 

1 

- 

r' 

2 

sini 

N 

- 

N 

y 

- 

r' 
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eritque 

tang(liV+^iV'+iiV"-n)  =  taiig(4  5»+gtangi(iV"-iV). 

Permutando  locum  secundum  cum  primo  vel  tertio,  duae  aliae  solutiones  huic 
prorsus  analogae  prodibunt.  Quum  hac  methodo  adhibita  formulae  pro  -^ 
minus  expeditae  evadant,  e  et  p  per  methodum  art.  80  e  duabus  aequationum 
I  eruere  praestabit.  Ceterum  ambiguitas  in  determinatione  ipsius  n  per  tan- 
gentem  anguli  -^N-{--^N'-^-^N" — 11  ita  decidi  debebit,  ut  e  fiat  quantitas  po- 
sitiva:  scilicet  manifestum  est,  pro  e  valores  oppositos  prodituros  esse,  si  pro 
n  valores  180"  diversi  accipiantur.  Signum  ipsius  p  autem  ab  hac  ambigui- 
tate  non  pendet,  valorque  ipsius  p  negativus  evadere  nequit,  nisi  tria  puncta 
data  in  parte  hyjjerbolae  a  Sole  aversa  iaceant,  ad  quem  casum  legibus  naturae 
contrarium  hie  non  respicimiis. 

Quae  ex  applicatione  methodi  primae  in  art.  78,  II  post  substitutiones 
operosiores  orirentur,  in  casu  praesente  commodius  sequenti  modo  obtineri 
possunt.  Multiplicetur  aequationum  II  prima  per  cos  f  (iV"— iV'),  tertia  per 
cos^(iV' — iV),  subtrahaturque  productum  posterius  a  priori.  Tunc  lemmate  I 
art.  78  rite  applicato  ")  prodibit  aequatio 

i  (f  —  7^)  cotang  i  {N"-  N')  —  i[~  —  y)  cotang  ^  (N'-  N) 

=  |-  sin  J-  {N"-  Ni  cos  (>  iV+  i  N"-  Yl). 

Quam  combinando  cum  aequationum  II  secunda  invenientur  Fl  et  — ,  et  qui- 
dem  n  per  formulam 


tang(iiV+iiV"-n)  = 


1 1  -  ^1  cotang-'  (N"-  N']  -  (  —  - 1 )  cotang  5  [N' -  N] 


Etiam  hinc  duae  aliae  formulae   prorsus  analogae  derivantur,    permutando  lo- 
cum secundum  cum  primo  vel  tertio. 

84. 

Quum  per  duos  radios  vectores  magnitudine  et  positione  datos  atque  ele- 
mentum  orbitae  unum  orbitam  integram  determinare  liceat,  per  illa  data  etiam 


♦)  Statiiendo  scilicet  in  tbrmula  secunda   A  =  l(N"—N'),   B  —  jA^+lA*— II,    C  —  i'.N—N'j, 

14* 
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tevijnis,  intia  qiiod  corims  coclostc  ab  uno  ladio  vcctore  ad  altorum  movctur, 
deteiminabilc  eiit,  siquidem  corporis  massam  vt'l  lu'gligimus  vcl  saltcm  tam- 
qiiam  cogiiitam  spcctamiis:  nos  suppositioni  priori  inhacrebimus,  ad  (luain 
posterior  facilc  rcducitiir.  Hinc  vice  versa  patet,  diios  radios  vcctores  magni- 
tiidine  et  jjositionc  datos  ixna  cum  tempore,  intra  qixod  corjms  coelcste  spatium 
intermcdium  describit,  orbitam  integram  determinare.  Hoc  vcro  problema,  ad 
gravissima  in  theoria  motus  coii)orum  coclestium  referendum,  liaxid  ita  facile 
solvitur,  quam  cxpressio  temjjoris  i)er  clementa  transscendens  sit,  insupcrque 
satis  complicata.  Eo  magis  dignum  est,  quod  omni  ciua  tractetur :  quamobrem 
lectoribus  liaud  ingratum  fore  speramus,  quod  praeter  Solutionen!  post  traden- 
dam,  quac  nihil  ami^lius  desiderandum  relinquere  videtur,  eam  quoque  obli- 
Tioni  cripiendam  esse  censuimus,  qua  olim  antequam  ista  se  obtulisset  fre- 
quenter  usi  sumus.  Problemata  difficiliora  semper  iuvat  plmibus  viis  aggi'edi, 
nee  bonam  spemere  etiamsi  mcliorcm  praeferas.  Ab  cxpositionc  liuius  mc- 
thodi  anterioris  initium  facimus. 


85. 

Kctinebimus  characteres  r,  r',  N,  N',  p,  e,  II  in  eadcm  significatione,  in  qua 
supra  accepti  sunt;  differentiam  N'—N  denotabimus  per  A,  tempusque  intra 
quod  corpus  coeleste  a  loco  priori  ad  posteriorem  movetiu'  per  t.  lam  patet, 
si  valor  approximatus  alicuius  quantitatum  p,  e,Yl  sit  notus,  etiam  duas  reli- 
quas  inde  deterininari  posse,  ac  dein  per  methodos  in  Sectione  prima  explica- 
tas  tempus  motui  a  loco  primo  ad  secundum  respondens.  Quod  si  tempori 
proposito  t  aequale  cvadit,  Aalor  suppositus  ipsius  p,  e  vel  0  est  ipse  verus, 
orbitaque  ipsa  iam  inventa ;  sin  minus,  calculus  cum  valore  alio  a  primo  paiiim 
diverso  repetitus  docebit,  quanta  variatio  in  valore  temporis  Variation!  cxiguae 
in  valore  ipsius  p,  e,  Yl  respondeat,  undc  per  simplicem  interpolationem  valor 
correctus  eruetm-.  Cum  quo  si  calculus  denuo  repetitiu-,  tempus  emergens 
vel  ex  asse  cum  proposito  quadrabit,  vel  saltem  perparum  ab  eo  differet,  ita 
ut  certe  novis  correctionibus  adhibitis  consensum  tam  exactum  attingere  liceat, 
qixantum  tabulae  logarithmicae  et  trigonoixxetricae  permittixnt. 

Problema  itaqixe  eo  redxxctixm  est,  xxt  pro  eo  casix,  xxbi  orbita  adhxxc  pe- 
nitus  incognita  est,  valorem  saltem  approximatum  alicuius  quantitatum  p,  e,  U. 
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determinare  doceamus.  Methodum  iam  trademus,  per  quam  valor  ipsius  p 
tanta  jn-aecisione  eruitur,  ut  pro  parvis  quidem  valoribus  ipsius  A  nulla  amplius 
coirectione  indigeat,  adeoque  tota  orbita  per  primum  calculum  omni  iam  prae- 
cisione  determinetur,  quam  tabulae  vulgares  permittunt.  Vix  unquam  autem 
aliter  nisi  pro  valoribus  mediocribus  ipsius  A  ad  hanc  methodum  recurrere 
oportebit,  quum  determinationem  orbitae  omnino  adhuc  incognitae,  propter 
problematis  complicationem  nimis  intricatam,  vix  aliter  suscipere  liceat,  nisi 
per  observationes  non  nimis  ab  invicem  distantes,  aut  potius  tales,  quibus 
motus  heliocentricus  non  nimius  respondet. 

86. 
Designando  radium  vectorem  indefinitum  seu  variabilem  anomaliae  verae 
«—11  respondentem  per  p,  erit  area  sectoris  a  corpore  coelesti  intra  tempus 
*  descripti  =  ^J*ppdv,  hoc  integi-ali  &  v  =  N  usque  ad  v  =  N'  extenso,  adeo- 
que, accipiendo  k  in  significatione  art.  6,  kt\lp  =J'ppdv.  Iam  constat,  per 
formulas  a  CoTEsio  evolutas,  si  ^^x  exprimat  functionem  quamcunque  ipsius  x, 
valorem  continuo  magis  approximatum  intcgralis  f'-fx.dx  ah  x  =  ti  usque  ad 
ü;  =  M  +  A  extensi  exhiberi  per  formulas 

iA|9M  +  9(«  +  A)| 
^A|cpM+4cp(M  +  iA)  +  cp(M  +  A)j 
|-A{cpM  +  3cp(w  +  iA)  +  3cp(M  +  |A)  +  cp(M  +  A)| 
etc. : 

ad  institutum  nostrum  apud  duas  formulas  primas  subsistere  sufficiet. 

Per  formulam  itaque  primam  in  problemate  nostro  habemus  /"ppdi:  = 
^  A(r)-  +  r'j-')  =  — ^5  si  statuitur  —  =  tang-(4  5''-|-u)).  Quamobrem  valor  ap- 
proximatus  primus  ipsius  \/^>  erit  =  t- — ^  ?   quem  statuemus  =  3  a. 

Per  formulam  secundam  habemus  exactius  J'ppd»  =  -^^[rr-{-r'r'-\- -iRE), 
designante  JR  radium  vectorem  anomaliae  intermediae  -^iV+^-iV'— O  respon- 
dentem. Iam  exprimendo  p  ])er  r,  R,  r',  N,  iV+J  A,  iV+ A  ad  normam  for- 
mulae  in  art.  82  traditae,  invenimus 
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fttciuc  liiuc 

cos  !^  _   1  /  J.    I    i  \  _  -  ^'"  t  ^'   _          cos  tu         _  2  sin  t  A« 

Statucndo  itaque 

2  8iiH  A'\/(rr'cos2m    g 

cos  U)  ' 

fit 

Tj         COS  J^A  V  !>■»■' COS  2  u>' 

uiule  valor  approximatus  secundus  ipsins  \l p  elicitur 

,  ,2a  cos  1  A'  cos  2  tu*  . 

^P  =  a-i -T — 5^  =  «  + 


Scribcudo  itaque  -  pro  \//;,  detcriuiuabitur 
TT  per  aequationem  (tc  — o  [l  —  ^)  =  e,  quae  rite  evoluta  ad  quintum  gradam 
ascenderet.  Statuamus  r  =  j  +  (ji.,  ita  ut  sit  q  valor  approximatus  ipsius  tc, 
atque  (x  qiiantitas  ])ercxigua,  cuius  qiiadrata  altioresque  potestates  negligere 
liceat : 

Qua  substitutione  prodit 

sive 

_   £9'-  ii-aq   qq-l* 


•^         (32-6;(ä'+383  — 4ao) 
adcoque 

eg'  +  tgg  — ö"ggg  +  4ög  — 5tto  g 

"  ~  (3S-ä  '!2°+352-4aS 

laiu  in  problemato  nostro  habemus  valorem  approximatum  ipsius  -,  puta  =  3  a, 
quo  in  formula  i)raecedente  pro  q  substituto,  prodit  valor  correctus 

243g*e  +  3ai:9gg-o  (9ag  +  75 

"  ,9aa-ö,  ;27aa  +  5ö. 


Statuendo  itaque   27—  =  ß»   T^^ili  ~  f '   f^ormula  induit  formam   hancce  tt  = 
^  _J  g  ^      >    omnesque   operationes   ad  problematis   solutionem  necessariae   ia 
his  quiuqiu^  formulis  continentur: 


I.  l.  =  tang:;4  5«+' 
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^^^-  27«acos«.       -  =  P 

j^  2  cos  1^  A' cos  2  tu'  

•^  ^  •  (l-3ß)cosm»      "~  1^ 

ci  +  r+jiß)  _ 

*•  l  +  5ß  V/'- 

Si  quid  a  pxaecisione  hanim  formularum  remittere  placet,  expressiones 
adhuc  simpliciores  evolvere  licebit.  Scilicet  faciendo  cos  (o  et  cos  2  «)  =  1  et 
evolvendo  valorem  ipsius  \/p  in  seriem  secundum  potestates  ipsiiis  A  progre- 
dientem, prodit  neglectis  biqnadi-atis  altioribiisque  potestatibus 

V,,  =  a(:,-iAA  +  --^), 
ubi  A  in  partibus  radii  exprimendus  est.     Quare  faciendo  -^  =  \/j>',  habetur 

Simili  modo  explicando  \Jp  in  seriem  secundum  potestates  ipsius  sinA  pro- 
gredientem emergit,  posito  ' '  ^'"     =  \/p", 

VII.  ^^  =  (i  +  ü^^j::)Vp" 

sive 

VIII.  p  =  p"-i-  <-  sin  A^  sjrr'. 

Formulae  VII  et  VIII  conveniunt  cum  iis,  quas  ill.  Euler  tradidit  in  Theoria 
motus  planetarum  et  cometariim  [p.  56],  formula  VI  autem  cum  ea,  quae  in  usum 
vocata  est  in  Becherches  et  calcnls  siir  la  vraie  orhite  elUptique  de  la  comete  de 
1769,  p.  80. 

87. 

Exempla  sequentia  usum  praecejitorum  praecedentium  illustrabunt,  simul- 
que  inde  gradus  praecisionis  aestimari  poterit. 

I.  Sit  logr  =  0,330  7640,  logr'=  0,322  2239,  A  =  7"34'53','73  =  27293;'73, 
<=  21,93391  dies.  Hinc  invenitur  w  =  —3 3' 4 7 "90,  unde  calculus  ultcrior  ita 
se  habet: 
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logA 4,4 3ü  0Ü29  ■^logrr'cos2w  .  .  .  0,:{2G  4519 

logrr' (I,Ü52  9S"0  2logsini:A 7,038  9972 

C.log:a- 5,972  S722  logVV 8,869  6662 

C.log/ 8,(!5SSS4(»  C.logoa 0,558  2180 

C.  logcos2to    ....  (1,000  0S40  C.  log  cos  u) 0,000  0210 

loga 9,721)  8910  logß 6,793  3543 

ß=  0,000  6213  757 

log2 0,30  1  11300 

2logcos4-A 9,9980976  i_i..^_L2lß=         3,0074471 

2  log  cos  2  0)  .,...9,999  8320  log 0,478  1980 

C.log'l  -3ß  .  .  .  .  0,000  8103  Joga 9,720  8910 

2C.logcos(ü 0,000  0420  C.log  l-f5ß 9,998  6528 


logT 0,299  8119  i(,g^^, 0,197  7418 

•(=  1,994  3982  ^^^^ 0,395  4836 

21,3   =  0,0  13  0489 

Hie  valor  ipsius  log/)  vix  una  iinitate  in  figura  septima  a  vero  differt :  formula 

VI  in  hoc  exemplo  dat  log;)  =  0,395  4822 :  formula  VII  producit  0,395  4780; 
denique  formula  VIII  dat  0,395  4  7  54. 

II.  Sit  log)-  =  0,428  2792,  logr' =  o,4o6  2033,  A  =  62''55' 16','64,  t  = 
259,88477  dies.  Hinc  eruitur  u)  =  —  l°27'2o','l4,  logo  =  9,748  2348,  3  = 
0,04535114,  Y=  1,681  121,  logv/j;  =  0,219  8013,  log;)  =  0,439  6026,  qui  valor 
2 1 1  unitatibus  in  figura  septima  iusto  minor  est.  Valor  enim  venis  in  hoc 
exemplo  est  0,439  6237:  per  formulam  VI  invcnitur  0,436  8730;  per  fonnulam 

VII  prodit  0,4  15  9824;  denique  per  formulam  VIH  eruitm*  0,4  05  11  o3:  duo 
postremi  valores  liic  a  vero  tantum  discrepant,  ut  ne  approximationis  quidem 
vice  fungi  possint. 

8S. 

Methodi  secundae  expositio  permultis  relationibus  novis  atque  elegantibus 
enucleandis  occasionem  dabit:  quae  quum  in  diversis  sectionum  conicarum 
generibus  formas  diversas  induant,  singula  seorsim  tractare  oportebit:  ab 
ELLIPSI  initium  faciemus. 
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Respondeant  duobus  locis  anomaliae  verae  v,  v'  (e  quibus  v  sit  tempore 
anterior),  anomaliae  excentricae  E,  E',  radiique  vectores  r,  r';  porro  sit  p  se- 
miparameter,  e  =  sin^  excentricitas,  a  semiaxis  maior,  t  tempus  intra  qiiod 
motus  a  loco  primo  ad  seciindum  absolvitur;  denique  statuamus  v  —  v  =  2/i 
v'-\-v  =  2F,  E'-E=  2c/,  E'+E  =2G,  acoscp  = -^  =  b.  Quibus  ita 
factis  e  combinatione  formularum  V,  VI  art.  8  facile  dedueuntur  aequationes 
sequentes : 

1)  b  sin//  =  sin  f.  \]  rr' 

2)  isinG  =  sinF.  v'»"'"' 

pco%g  =  jcos^tjcos^i)'.  (l  +  e)  +  sinf  wsin^v'.  (1  —e)\\/rr' 
sive 

3)  p  cos_9'  =  {cosf-\-  e  cos  F)  \J  rr' 
et  perinde 

4)  pcosG  =  {cos  F -\-  e  cos  f)  \J  rr'. 

E  combinatione  aequationum  3,  4  porro  oritiu- 

5)  cos /■.  ^rr' =  (cos <7  —  ecosG)a 

6)  cosF.s/rr' =  {cosG~ecos(/)a. 

E  formula  III  art.  8  nanciscimur 

7)  r' — r  =  2aesin_9'sinG 

}•'+»•=  2a— 2rtecos_9cosG  =  2 asin_^^-|- 2  cos /"cos^^.  ^rr', 
unde 

j^,  )•+}•'— 2cos/'cos(/.y/rr' 

^1        ^  —  2Bin,f 

Statuamus 


^'       ^'  1  +  2/, 


'  2C0Bf 

eritque 

10)        a  =  2i^±jijLSglcosAv/n 
'  amg- 


nec   non    \/ a  =   +  V(  (  +  sinnig ^coe/.^/r»  )^    ^^.    g^g^^^j^   superius   accipere   oportet 
vel  inferius,    prout  sin^  positivus   est  vel  negativus.    —   Formula  XII  art.  8 
vn.  15 
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nobis  suj)pcditat  aequationcm 

^  =  JS'— esiiijE'— £  +  <'sin£  =  2^— 2csin_ycosG  =  2_^  — sin2_^-{-2cos/'sin^  — - 

a' 

Quodsi  iam  in  hac  acquatione  pro  a  siibstituitiir  ipsius  valor  ex    10,    ac  brc- 
vitatis  gi-atia  ponitiu' 

prodit  Omnibus  rite  rcductis 

12;       ±„.  =  7+sin^//-f'7+sini//(l^^), 

ubi  ipsi  m  signum  superius  vel  inferius  praefigcndum  est,  prout  srnt/  positivus 
est  vd  negativus. 

Quotics  motus  heliocentricus  est  inter  ISo"  et  360",  sive  generalius  quotics 
cosf  est  negati^Tis,  qiiantitas  m  per  formulam  1 1  determinata  evaderet  imagi- 
naria,  atque  l  negativa,  ad  quod  cvitandum  pro  aequationibus  9,  1  1  in  hoc 
casu  hasce  adoptabimns: 

9   )  2coa/' 


=  1-2L 


2'  —  cosf  '  rr'  "■ 

unde  pro    I  o  et   1 2  liasce  obtinebimus 

'  sing* 


9  I  (2g—Bm2g\ 
7  J    [      Bing'   -j' 

ubi  Signum  ambiguum  eodem  modo  determinandum  est  ut  ante. 


12*)     ±M=  -  L-  sin  i^^^+  (L  -  sin  i/f  (^    ^^^^, 


89. 

Duplex  iam  negotium  nobis  incumbit,  primum,  ut  ex  aequatione  trans- 
cendente  12,  quoniam  solutionem  diiectam  non  admittit,  incognitam  g  quam 
commodissime  eiiiamus;  secundum,  ut  ex  angulo  ff  invento  elementa  ipsa  de- 
ducamus.      Quae   antequam  adeamus,   transformationem   quandam   attingemiis, 
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cuius   adiumento    calciilus    quautitatis   aiixiliaris  /  vel  L  expeditius    absolvitm-, 
insuperque  plures  formulae  post  evolvendae  ad  formam  elegantiorem  reducuntur. 
Introducendo  scilicet  angulum  auxiliarem  lo  per  formulam 

^-^  =  tang(4  5''+u)) 
determinandum,  fit 

\JL-  ^  sJL-  =  2  +  { tang  (4  5»+  w)  —  cotang  (4  5"+  w; }  '^  =  2  +  4  tang  2  w' ; 

undo  habetur 

^  ^  sm'J^    1    tang2iu^  ^  L  =  —  ^'"'^'  —  ^™"^'"'  . 

cos/'  cos/'     '  cos/"  cos/' 


90. 

Considerabimus  jirimo  casum  eum,  ubi  e  solutione  aequationis  12  valor 
non  nimis  magnus  ipsius  g  emergit,  ita  ut  ^Tj'^  ^  in  seriem  secundum  po- 
testates  ipsius  sinj-^^  progredientem  evolvere  liceat.  Numerator  huius  expres- 
sionis,  quam  per  X  denotabimus,  fit 

=  ^sin-iy'— J^sin-^^'— 4sin4-^^—  etc. 
Denominator  autem 

=  8  sin  ^g^—  1 2  sin  i^^+  3  sin  1^  +  etc. 
Unde  X  obtinet  formam 

l~  +  f  sin  i/+ 1  f  sin  i^''+  etc. 

üt  autem  legem  progressionis  coefficientium  eruamus,  differentiamus  aequatio- 
nem  Xsin_^^=  2g  —  sin  2^,  unde  prodit 

3  X  cos^  sin^^-f  sin^^  If  ^  2  —  2  cos  2_$/r  =  4  sin^* ; 
statuendo  porro  sin|^^==,r,    fit  -^  =  ^%\\\g,    unde  concluditur 

AX  _  8-6Xcosg  _  4-3X11  -2a;; 
da;  BmflT*  2a;(l— a;) 

et  proin 

{1x-2a!x)^=  4-(3-6^)X. 
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Quotlsi  igitiir  statiiinius 

obtineraus  ncqiiationem 

-|{aÄ'  +  (2ß  — a>x  +  (3Y— 2ß)a;'+(4  8— 3f  a?*+etc.} 

=  (8  —  4  a)  o:  +  (8  a  —  4  [3>^  +  '^8  ß  —  4  f )  a?-"'+  (87—48)  j?*+  etc. , 
qiiae  idcntica  esse  dcbct.  Hinc  coUigimiis  a  =  f,  ß  =  ^a,  y  =  V"?'  °  ~  "H^T 
etc.,  ubi  lex  ])rogressionis  obvia  est.     Habemus  itaque 

V  _   4    1    "^  •  ^'      _1_  ^68  1    4  .  6  .  8  ■  10     3  .    4.  G.  8.  10.12     4|       ^ 

'^  ~   »  "^äT5'*+3T5?7'^'^'+ 3.5.7.9  '^  +  3. 5. 7.  9.  11'*  +  ^tC. 

Hanc  seriem  transformare  licet  in  firactionem  continuam  sequentem: 


Lex  secundum  quam  coefiicientes  —5   —5-^'   ^5   g^^  etc.  progrediuntur  ob- 
via est ;    scilicet  terminus  n^"^  huius   seriei  fit  pro  n  pari  =  .,    f~"„  ",  ,  »   pro 

(n4-2)(M  +  5)  1       .  .  i2n+lu2n  +  3j      ^ 

n  impari  autem  =  2w-4- 1  '>n  +  3)  "     ^^"erior  huius  argumenti  evolutio  [*)]  nimis 
aliena  esset  ab  instituto  nostro.     Quodsi  iam  statuimus 


1.  4 


•)  Vgl.  Bandlll.  S.  135.] 


tit     X  =  3  _  .,_     _  g  )      atque     S 
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»    ,     10 


9X 


c  ^  sing'  -  1 ,2g-  sin2g)  (1  -  fsinig') 
t\  2g-Bm2g) 

Numerator  huius  cxpressionis  est  quantitas  ordinis  septimi,  denominator  or- 
dinis  tertii,  adeoqiie  S  ordinis  quarti,  siquidem  </  tamquam  quantitas  ordinis 
primi,  sive  x  tamquam  ordinis  secundi  spectatur.  Hinc  concluditur,  formulam 
hancce  ad  computum  numericum  exactum  ipsius  6  haud  idoneam  esse,  quoties 
</  angulum  non  valde  considerabilem  exprimat:  tunc  autem  ad  hunc  finem 
commode  adhibentur  formulae  sequentes,  quae  ab  invicem  per  ordinem  com- 
mutatum  numeratorum  in  coefiicientibus  fractis  difFerunt,  et  quarum  prior  e 
valore  supposito  ijisius  x  —  E  haud  difficilc  derivatur  ") : 


tVt^ 


r'^0^ 


iU^ 


E  = 


1  —  etc. 


U^-    ^^'"^ 


n^ 


j        t'A^ 


i_^^ 


1  —  etc. 


*)  Deductio  posterioris  quasdam  transformationes  minus  obvias  aliaque  occasione  [Band  III.  S.  137]  expli- 
candas  supponit. 

,2.8        ,3.8.10  ,4.8.10.12     . 

1  +  ~-X+  XX+—-—-—  x'+etc. 


[Handschriftliche  Bemerkung ;]  Fit    ? 


ii-^r'(^+^^x+l^±a:x  +  .ic 


.  t'^Axxii-jx] 


HS 
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In  tiibula  tertia  Imic  oi>ori  anncxa  pro  cunctis  valoribus  ipsius  x  a  0  usque 
ad  0,3,  per  sinj=^iilas  partes  millcsinias,  valorcs  rospondentes  ipsius  $  ad  sei)tom 
tif^uras  docimalos  computati  rc'i)criuntur.  Haec  tabula  prirao  aspectu  monstrat 
rxip:uitatem  ijjsius  S  pro  valoribus  modicis  ipsius  g ;  ita  e.  g.  pro  E'—  E  =  1  o", 
sivc  (j  —  '•",  ubi  .r  =  0,00  100,  fix  S  =  0,000  0002.  Superfluum  fuisset,  tabulam 
adluic  ulterius  continuare,  quum  tcrmino  ultimo  x  =^  0,3  respondeat  _^  =  G6°25' 
sivc  E'—E=  i:V2"50'.  Coterum  tabulac  columna  tertia,  quac  valores  ipsius 
$  valoribus  nci^ativis  ipsius  x  respondentes  continet,  infra  loco  suo  cxplicaljitur. 


91. 

Aequatio  12,  in  qua,  eo  de  quo  agimus  casu,  manifosto  signum  suporius 
adoptare  oportet,  per  introductionem  quantitatis  S  obtinet  formam 

'»  =  ('+-'*+ f^^- 

Statueudo  itaque  sJ'J  +  x)  =  ^»    atque 

14) 
omuibus  rite  reductis  prodit 

15: 


*  + 


W  j 


Quodsi    itaque    h   tamquam   quantitatem    cognituin   spectare   licet,    i/   indc   per 
aequationem   cubicam  determinabitur,   ac  dein  crit 

lam   etiamsi   h   implicet    quantitatem   adhuc   incognitam   $,    in   a])proximatione 


?  +  .' 


Handschriftliche  Bemerkung : 
y-l   = 

y  = 

yy  =  '  + v'' 


'  + V '^  -  TT '*''+ 4¥f ''"- '=''=■ 

21520 


yy 


hh- 

h  +  ^hh- 


h*  —  etc. 
Ä*  +  etc. 
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j)rima  cam  ncgligere  atque  pro  h  accipere  licebit  rr^f  quoniam  certe  in  eo 
de  quo  agimus  casii  ?  sempcr  est  quantitas  valde  parva.  Hinc  per  aequatio- 
nes  15,  16  elicicntur  _y  et  x\  ex  x  per  tabulam  III  habebitur  ?,  ciiius  adiu- 
mento  per  formulam  14  eruetur  valor  correctus  ipsiiis  h,  cum  quo  calculus 
idem  repetitus  valores  correctos  ipsarum  y,  x  dabit :  plerumque  hi  tarn  parum 
a  praecedentibus  difiercnt,  ut  |  iterum  e  tabula  III  desumta  haud  diversa  sit 
a  valore  primo ;  alioquin  calculum  denuo  repetere  oporteret,  donec  nullam 
amplius  mutationem  patiatur.  Simulac  quantitas  x  invcnta  erit,  habebitur  g 
per  formulam  sin  \g'  =^  x. 

Haec  praecepta  referuntur  ad  casum  primum ,   ubi  cos  f  positi\"us  est ;    in 
casu  altero  ubi  negativus  est  statuimus  \j  {L  —  x)  =  y"  fitque 

14*)  ^^.  =  H, 


tmde  aequatio    12"   rite  reducta  transit  in  hanc 

15*)  H=^±llf^. 

Per  hanc  itaque  aequationem  cubicam  determinare  licet  Y  ex  H,  unde  rursus 
w  derivabitur  per  aequationem 

1  6*)  X  =   L—yy- 

In  approximatione  prima  pro  H  accipietur  valor  j—i ;  cum  valore  ipsius  x 
inde  per  aequationes  lö",  IG*  derivato  desumetur  |  ex  tabula  III;  hinc  per  for- 
mulam 1 4*  habebitur  valor  correctus  ipsius  H,  cum  quo  calculus  eodem  modo 
repetetur.  Tandem  ex  x  angukis  g  eodem  modo  determinabitur  ut  in  casu  primo. 


93. 

Quamquam  aequationes  1  5,  1 5*  in  quibusdam  casibus  tres  radices  reales 
habere  possint,  tamen  ambiguum  nunquam  erit,  quamnam  in  problemate  nostro 
adoptare  oporteat.  Quum  enim  h  manifesto  sit  quantitas  positiva,  ex  aequa- 
tionum  theoria  facile  concluditur,  aequationem  1 5  habere  radicem  unicam  po- 
sitivam  vel  cum  duabus  imaginariis  vel  cum  duabus  negativis:  iam  qiium 
y  =  -T-T^— :  necessario  esse  debeat  quantitas  positiva,  nullam  hie  incertitudinem 
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i-LMuanoro  patet.  Quod  vlto  attiuct  ad  aequatioiicm  lö',  priiuo  obscrvamus, 
L  neci'ssario  esse  maiorein  quam  1 :  quod  facile  probatur,  si  aequatio  in  art.  89 
tradita  sub  formam  L  =  \ -{-  ir^V  4- 'ir^sT  l'onitur.  Porro  substitucndo  in  ae- 
quutioue  I2'    ju'o  M,    Y^J  [L  —  x  ,  prodit   Y-\-l  =(L  — jr  X,  adeoque 

Y-~i>   l-xX>i  +  ^x^^xr  +  ^;^-^^~.tc.>i, 

et  proiu  i^>  ;', .  Statuendo  itaquc  F=  J--fF',  necessario  Y'  erit  quantitas 
positivii.   aeciuatio  l.")'    autem  hinc  transit  in  hanc 

r ' '  ~  -2  Y'  F'-f  1-7/   F'+  jV  -  f  H  =  ". 

quam  plures  radices  positivas  habere  non  ])osse  ex  aequationum  theoria  fa- 
cile probatiu-.  Hinc  colligitur,  aequationem  lö'  unicam  radicem  habituram 
esse  maiorem  quam  \"),  quam  neglcctis  reliquis  in  problemate  nostro  adop- 
tare  oportebit  ['*)]. 


Ut  solutionem  aequatiouis  1 5  pro  casibus  in  praxi  frequentissimis  quantum 
fieri  potest  commodissimam  reddamus,  ad  calcem  huius  operis  tabulara  pecu- 
liarem  adiungimus  (tabulam  II ,  quae  pro  valoribus  ipsius  A  a  0  usque  ad  0,6 
logarithmos  respondcntes  ipsius  i/j/  ad  Septem  figuras  deciraales  summa  cura 
computatos  exhibet.  Argiimentum  h  a  (t  usque  ad  0,04  per  singulas  partes 
decies   millesimas   progreditiu',    (pio    pacto    differentiae   secundae   ipsius   logyy 


*    Siquidem  probicma  revera  solubile  esse  supponimus. 
(■",  Handschriftliche  Bemerkung;]     Die  Gleichung  15*  hat 

i;  Eine  reelle  negative  "VVvirzel,   wenn  H  zwischen  den  Grenzen  o  und   ;• liegt,    nebst   zwei 

imaginären. 

•i    Drei  reelle  Wurzeln,  worunter  Eine  positive,  wenn  U  zwischen und  u. 

3    Eine  reelle  positive  Wvirzel  und  zwei  imaginäre,  wenn  H  zwischen  —  oo  und 

4)  Drei  reelle  Wurzeln,  unter  denen  Eine  negativ,  wenn  H  zwischen und  +00. 

Offenbar  kann  also  nur  von  Fall  i  hier  die  Rede  sein,  wo  sich  zwei  positive  Wurzeln  finden.  Allem 
die  Eine  derselben  ist  hier  immer  kleiner  als  — ,  die  andere  grösser;  letztere  kann  also  allein  gültig  sein. 

Bei  dem  im  Text  angezeichneten  Verfahren  ist  klar,  dass  die  letzte  Gleichung  nur  dann  zwei  positive 
Wurzeln  haben  könnte,  wenn  zugleich  \—H  negativ  und  -,V  — Jfl  positiv  wäre,  welches  offenbar  unmög- 
lich ist,  da  ,V  —  ; 77  =  •   \—H  —  jV • 
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evauescentes  sunt  redditae,  ita  ut  iu  hac  quidem  tabulae  parte  interpolatio 
Simplex  sufiiciat.  Quoniam  vero  tabula,  si  ubivis  eadem  extensione  gauderet, 
valde  voluminosa  evasisset,  ab  Ä  =  0,04  usque  ad  finem  per  singulas  tantum 
millesimas  partes  jirogredi  debuit;  quamobrem  in  hac  parte  posteriori  ad  dif- 
ferentias  secundas  respicere  oportebit,  siquidem  errores  aliquot  unitatum  in 
iigura  septima  evitare  cupiraus.  Ceterum  valores  minores  ipsius  h  in  praxi 
longe  sunt  frequentissimi. 

Solutio  aequationis  15  quoties  h  limitem  tabulae  egreditur,  nee  non  so- 
lutio  aequationis  15*,  sine  difficultate  per  methodum  indirectam  vel  per  alias 
methodos  satis  cognitas  perfici  poterit.  Ceterum  haud  abs  re  erit  monere, 
valorem  parvum  ipsius  g  cum  valore  negativo  ipsius  cosf  consistere  non  posse 
nisi  in  orbitis  valde  excentricis,  ut  ex  aequatione  20  infra  in  art.  95  tradenda 
sponte  elucebit*). 

94. 

Tractatio  aequationum  12,  12*  in  artt.  91,  92,  93  explicata  innixa  est  sup- 
positioni,  angulum  g  non  esse  nimis  magmim,  certe  infra  limitem  6  6°  2  5',  ultra 
quem  tabulam  III  non  extendimus.  Quoties  haec  supjiositio  locum  non  habet, 
aequationes  illae  tantis  artificiis  non  indigent :  poterunt  enim  forma  non  mutata 
tutissime  semper  ac  commodissime  tentando  solvi.  Tuto  sciUcet,  quoniam  valor 
expressionis  ^T^'"  ^ ,  in  qua  2  g  in  partibus  radii  exprimendum  esse  sponte 
patet,  pro  valoribus  maioribus  ipsius  g  omni  praecisione  computari  potest  per 
tabulas  trigonometricas,  quod  utique  fieri  nequit,  quamdiu  g  est  angulus  par- 
vus:  commode,  quoniam  loci  heliocentrici  tanto  intervallo  ab  invicem  distantes 
vix  unquam  ad  determinationem  orbitae  penitus  adhuc  incognitae  adhibebuntiu", 
ex  orbitae  autem  cognitione  qualicunque  valor  ajiproximatus  ipsius  g  nullo 
propemodum  negotio  per  aequationem  1  vel  3  art.  88  demanat:  denique  e  va- 
lore approximato  ipsius  g  valor  correctus,  aequationi  12  vel  12*  omni  quae 
desideratur  praecisione  satisfaciens,  semper  paucis  tentaminibus  eruetur.  Ce- 
terum quoties  duo  loci  heliocentrici  propositi  jikis  una  revolutione  integra 
complectuntur,  memorem  esse  oportet,  quod  ab  anomalia  excentrica  totidem 
revolutiones  completae  absolutae  erunt,  ita  ut  anguli  E' — E,  v'—v  vel  ambo 


•)  Ostendit  iata  aequatio,  si  coif  sit  negativus,  tf  ccrte  maiorem  esse  debere  quam  a«* 

vn.  1 6 
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iaccant  inter  o  et  3 Cd",  vcl  ambo  inter  multipla  similia  totius  peiipheriae, 
adeoque  /'  et  g  vel  simul  inter  <)  et  180",  vel  inter  multipla  similia  semipcri- 
j)heriae.  Quodsi  tandem  orbita  omnino  incognita  esset,  ncque  adeo  constaret, 
utnim  corinis  coeleste,  transcundo  a  radio  vcctore  primo  ad  secundum,  de- 
scripserit  paitem  tantum  revolutionis,  an  insuper  revolutionem  integram  unam 
seil  plnres,  problema  nostrum  nonnunquam  plures  solutiones  diversas  adniit- 
teret :  attamen  huic  casui  in  praxi  vix  unquam  occursuro  hie  non  immoramur. 


«5. 

Transimus  ad  negotium  secundum,  puta  doterminationem  clementorum  ex 
invento  angulo  g.  Semiaxis  maior  hie  statim  habetur  per  formulas  10,  10*, 
pro  quibus  etiam  sequentes  adhiberi  possunt: 

,  2»nmcos/'.  v'»"»"'      kkit 

')  yya'mg'  4yyrr'coB/'*sin<7* 


^>  _  -  2MM  cos  f. '^rr' kktt 

^')  "~  YYsmg^  ~   AYYrr'coi^fUmg*' 

Semiaxis  minor  b  =^  \j  ap  habetur  ])t'r  aequationem  1,  qua  cum  praecedentibus 
combinata  prodit 

lam  sector  ellipticus  inter  duos  radios  vectores  atque  arcum  ellipticum  con- 
tentus  fit  =  ^kt^p,  trianguhim  autem  inter  eosdem  radios  vectores  atque 
chordam  =  Jrr'sina/":  quamobrem  ratio  seetoris  ad  triangulum  est  ut  ^  :  1 
vel  Y:\.  Hacc  observatio  maximi  est  momenti,  simulque  aequationes  12,  12* 
pulchenime  illustrat:  patet  enim  hinc,  in  aequatione  12  partes  m,  'J-\-ocy, 
X  7  +  0?  ,  in  aequatione  12*  autem  partes  3f,  [L  —  x,^,  X'L  —  x''  respective 
proportionales  esse  areae  seetoris  (inter  radios  vectores  atque  arcum  ellipticum), 
areae  trianguli  (inter  radios  vectores  atque  chordam),  areae  segmenti  inter 
arcum  atque  chordam),  quoniam  manifesto  area  prima  aequalis  est  vel  summae 
vel  differentiae  duarum  reliquarum,  prout  v'—v  vel  inter  0  et  180°  iacet  vel 
inter  ISo"  et  360".     In  casu  co,  ubi  v'—v  maior  est  quam  360°,  areae  secto- 
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ris  nec  non  areae  segmenti  aream  integrae   ellipsis   toties   adiectam   concipere 
oportet,  quot  revolutiones  integras  ille  motus  continet. 

Quum  b  sit  ^  acoscp,   e   combinatione   aequationum  1,  10,  10*  porro  se- 
quitur 

ifirtang/" 


19)  cos  9  = 


2,1+ Bin  ig^: 


19*)  eoscp^^"^-^^ 


'■91 

unde  substituendo  pro  /,  L  valores  suos  ex  art.  89  prodit 

Bmfeing 


20)  COS  9 


1  —  cos/'cos(;  +  2tang2(o* 


Haec  formula  ad  calculum  exactum  excentricitatis  non  est  idonea,  quoties 
haecce  modica  est:  sed  facile  ex  ista  deducitur  formula  aptior  sequens 

cui  etiam  forma  sequens  tribui  potest  (multiplicando  numeratorem  et  denomi- 
natorem  per  cos  2  cu^) 

^^'  lang^cp    —  sini(/+^)»  +  cosi(/"+^r9m2u>» 

Per  utramque  formulam   (adhibitis  si  placet  angulis  auxiliaribus   quorum  tan- 

,  tane  2  tu  tane  2  tu  .      .  i  sin  2  m  sin  2  (o  ... 

gentes    -^—% — :■>    .  .  °. ,       pro   pnon,   vel  ; — — 7= — :?   ; r-rn —  pro   posteriori) 

o  smi/— <;;       ain-l'f-\-gi    l  ^  '  tangj-i/  — gi)       tangJ/  +  (/,     ^  ^  ' 

angulum  9  omni  semper  praecisione  determinare  licebit. 

Pro  determinatione  anguli  G  adhiberi  potest  formula  sequens,  quae  sponte 
demanat  e  combinatione  aequationum  5,  7   et  sequentis  non  numeratae: 

23)  tang G  =    .^    ^'"t\,    >' 

'  '^  [r  -\-r,coag  —  2coBf.^rr 

e  qua,  introducendo  to,  facile  derivatiu- 

.V  ,  ^  sin  (7  sin  2 10 

o  co9  2iu*sin5 /— (/)sinA!/+(7, +sin2(u'co3(; 

Ambiguitas  hie  remanens  facile  deciditur  adiumento  aequationis  7,  quae  docet, 
G  inter  0  et  I80"  vel  inter  180"  et  360"  accipi  debere,  prout  numerator  in 
his  duabus  formulis  positivus  fuerit  vel  negati^^^ls. 

16* 
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Combinnndo  aoquationeni  [i  cum  his,    quao  piotinus  demanant  ex  ac(iua- 
tionc  II  art.  8, 

TT  p  I 

-  +  -5r    =   -  +  -C0S/"C0SF, 

r     I    r'  P     '    P  '  ' 

nullo  ncgotio  derivabitur  scquens: 

25)  tangF=,^^,^;;;:;;°[^,^„,,, 

e  qua,  introducto  angulo  lu,  prodit 

,  -r,  sin /"gm  2  u) 

*"J  tangi*    —  C08  2  u)' sin  i /■—<;,  Bin  i /■+P)- sin  2a>'co8/"' 

Ambiguitas  hie  perinde  tollitur  ut  ante.  —  Postquam  anguli  F  et  G  inventi 
erunt,  habebitur  v  =  F  —  f,  v'  =  F-{-f,  unde  ])ositio  perihelii  nota  erit;  nee 
non  E=  G  —  (ji,  E' =  G-^g.  Dcnique  motus  medius  intra  tempus  t  erit  = 
—  z=1g  —  1eco^Gsvng,  quarum  exprcssionum  consensus  calculo  confirmando 
inserviet ;  cpocha  autcm  anomaliac  mediae,  respondens  temporis  momento  inter 
duo  proposita  medio ,  erit  G  —  e  sin  G  cos_^,  quae  pro  lubitu  ad  quodvis  aHud 
tempus  transferri  poterit.  Aliquante  adhuc  commodius  est,  anomalias  medias 
pro  duobus  temporum  momentis  datis  per  formulas  £  — esinJS,  E'—esmE' 
computare,   harumque   differentia   cum   —   comparanda  ad  calculi  confirmatio- 


96. 

Aequationes  in  art.  praec.  traditae  tanta  quidem  concinnitate  gaudent,  ut 
nihil  amplius  desiderari  posse  videatur.  Nihilominus  eruere  licet  formulas 
quasdam  alias,  per  quas  elementa  orbitac  multo  adhuc  elegantius  et  commo- 
dius determinantuT :  verum  evolutio  haruni  formularum  ])aullulo  magis  recon- 
dita  est. 

Resumimus  ex  art.  S  aequationes  sequentes,  quas  commoditatis  giatia 
numeris  novis  distinguimus: 


I.  sinif.y'^  =  siniJB.v'(l+e) 
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n.  cosiv.y-^^  ^  cos^E  .\J{l—e) 

III.  smiv'.\/^  =  sin  iE'.  \/{i-j-e) 

IV.  cos ,]-  v'.  {/^  =  cos  l  E'.  V  (1  —  «)• 

Miiltiplicamus  I  per  8111^(2^+^%   II  per  cosJ^'F+_^),   imde  productis  additis 
nanciscimur 

cos  i  {f+  g).\J^  =  sin  4- JS  sin  4-  (F+  ^) .  y/  ( 1  +  e)  +  cos  ^  JJ  cos  ^  [F-^g)  •  V  (1  -  «) 
sive,  propter  \/(l +  «)  =  cos4^i:p  +  sin-^cp,  y/(l  —  e)  =  cos^cp  — sin  ^cp  : 

cos^(/+_^).  y—  =  cos-J-'-pcosi^  J'  — -^  G  +  ^i  —  sin^-cf  cos^(i*'-(-G')• 
Prorsus  simili  modo  multiplicando  III  per   sin-^(l^  — _^),    IV  per   cos^(P— _^\ 
prodit  productis^additis 

cos-J-  (/4-^)  •  y  ~  =  cos  ^  cp  cos  '4-  F—  4-  G  —  g  —  sin  -|-  cp  cos  \  F+  G). 

Subtrahendo  ab  hac  aequatione  praecedentem,  oritur 

cos  ^  [f-^g] .  (sj~  —  \j^  =  2  cos  J-  9  sin^  sin  \  F—  G) 

sive  introducendo  anguliim  auxiliarem  w 

27)  cos  J-  {f-\-(/)  tang  2  u)  =  sin  {  [F—  G)  cos  ^  cp  sin_^  •  V  ~~^ ' 

Per  transformationes  prorsus  similes,  quarum  evolutionem  lectori  perito  relin- 
quimus,  invenitur 


2^) 


— '  "  "^^'  =  cos4-(F—  G  cosicpsm«.  \  —j 

cos2u)  ^  ^  ■=   '         -J     y  rr 

29)  cos  -^  (f—g)  tang  2  co  =  sin  J-  (F+  <5)  sin  l  cp  sin^ .  y -^ 


30) 


/^-j?) 


cos  4-  [F-\-  G  sin  ^  cp  sin_^ .  y  ^p 


Quum  partes  primae   in  bis   quatnor   aeqnationibus   sint   qnantitates   cognitae, 
ex  27  et  28  determinabuntur  i'F—G)  et   cos   Icpsino.y^  =  P,   nee  non  ex 

4/  T     '  ' 

29  et  30  perinde  ^(F+  G)  et  sin4^cpsin_<7.  y  ~r  =  Q;  ambiguitas  in  determina- 
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tiüuo  aiigulorum  VF—G,  i[F-\-G    ita  decidenda  est,  ut  P  et  Q  cum  sin^ 

idciu  Signum  obtineant.     Dein  ex  P  et  Q  derivabuntur  |',p  et  siny .  y~  =  R. 

Ex  R  deduci  potest  a  =  ^^7^'    nee   non  p  =  ""^]^'"'"  >    nisi   illa   quantitate, 

quac  fieri  dcbct  =  ±  \J\-1  l-\-s\n^g'^)co^f\,  =  ±  V|—  2  ^-L  — sin f^*  cos/],  unice 

ad  calculi  contirmationem  uti  malimus,  in  quo  casu  a  et  p  commodissime  de- 

terminantur  per  formulas 

sin /".v'rr'                           6  , 

h  =  — ^ —  5  a  = ■>  p  =  b  cos  9. 

8111  g  cos  tf  '  ' 

Possunt  etiani.  pro  lubito,  plures  aequationum  artt.  SS  et  9  5  ad  calculi  confir- 
mationem  iu  usuiu  \  ocari,  quibus  sequentes  adhuc  adiicimus : 

cos2u)     V   ««  ' 

i^^^l/^^  =  esinFsin/- 

cos 2(1)     \  rr 

^0032!.'"  ^  ^^^»  '■?  ^^"^  Gsinf=  tang 'f  sin  JPsin_^. 

Doniquc  motus  medius  atque  epocha  anomaliae  mediae  perinde  invenientur  ut 
in  art.  jjraec. 

97. 

Ad  illustrationem  methodi  inde  ab  art.  88  expositae  duo  exempla  art.  87 
resumemus:  anguli  auxiliaris  m  signiticationem  hactenus  observatam  non  esse 
confundendam  cum  ea,  iu  qua  in  artt.  SO,  S7  acceptum  erat  idem  signum,  \"ix 
opus  erit  monuisse. 

I.    In  exemplo  primo  habemus  /' =  :i"4  7'26','S05,  porroque 
logy  =  9,991  4599,  logtang  45"+u)j  =  9,997  8649  75,  u)  ==  —  S'27','(J06. 

Hinc  per  art.  S9 

logsini/'' 7,(138  9972  logtang2ü)* 5,383  2428 

logcos/" 9,999  0488  logcosf 9,999  0488 

7,039  9484  5,3S4  1940 

=  log  0,001  09(i3  480  =  logO,t)OÜ  0242  211 
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adeoque  1=  0,001  1205  691,  i^l=  0,834  4539.     PoiTO  fit  logÄrf  =  9,576  6974 

2\o^kt 9,153  3948 

C.f  logrr' 9,020  5181 

C.  log  8  cos /"^ 9,099  7636 


logwim 7,273  6765 

logf|.+  /) 9,921  4023 


Est  itaque  valor  aj^proximatus  ipsius  h  =  0,002  2  504  7,  cui  in  tabula  nostra  II 
respondet  logj/j/  =  0,002  1633.  Habetur  itaque  log'-^  =  7,271  5132,  sive  "^ 
=  0,0018685  87,  unde  per  formulam  16  fit  a?  =  0,000  74  80  179 ;  quamobrem 
quum  S  per  tabulam  III  omnino  insensibilis  sit,  valores  inventi  pro  h,  y,  x  cor- 
rectione  non  indigent.     lam  determinatio  elementorum  ita  se  habet: 

\ogx 6,873  9120 

logsinf^ 8,436  9560 

^g  =  l"34'2"0286,  i(/'+y    =  3''27'45','461 1,  if—ff)  =  1  9'4r,'4039. 

Quare  ad  normam  formulanim  2  7,  28,  29,  30  habetur 

logtang2ü> 7,691  6214»  C.logcos2(o.  ." 0,000  0052 

logcosi(f-^ff) 9,999  2065  log  sin  i  (/"+ ^) 8,781  0188 

logcosiif—ff) 9,999  9929  logsin  J^f/"— ^) 7,757  9709 

logPsin4-(JP— 6=) 7,690  8279„  logQsin^(F+ G) 7,691  6143„ 

logPcos^(F— G) 8,781  0240  logQcos^(F+G; 7,757  9761 

i[F-G)=-  -4''38'4l','54  logP=  loglicosicp.  ..  8,782  4527 

i(F+G)=  319    2138,05  log  Q  =  logPsin  4^  cp.  ..  7,877  8355 


F  =  314    42  56,51  Hinc  ^cp   =  7"    6'o;'935 

V     =  310    55  29,64  'f   =  14    12  1,87 

v'    =  318    30  23,37  logE 8,785  7960 

^__  32401959  •^'^  calciilum  confirmandum 

E=  320    52  15',53  llog2cos/- 0,]5(I0394 

E'=  327      8  23,65  j log  (^+^r>  -  log^.  ...  8,635  7566 

8,785  7960 
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j  lo<^rr' <»,32G  4939  logsiu'f 9,359  7262 

logsin/" ^,^20  2909  log206265 5,314  4251 

C.logsm,<7 1,262  1765  logeinsecundis 4,704  1513 

iogftTTT 0,408  9613  log  sin  £ 9,800  0767, 

logcos'f 9,986  5224  logsinE' 9,734  4714, 

log/j 0,395  4837  logesiuE 4,504  2280, 

log^f 0, 122  43S9  logesinE' 4,438  6227„ 

eninE  =  — 31932','14  =  —  8*'52'l  2','l4 

log^- =^'^^"  ""«•^  .siu£'=  -27455,08  =-7  37  35,08 

^^^g^ 0,633  6584  ^^.^^  anomalia  media 

2,916  3482  j,^.y  ^^^.^   j,j.i,^^y   ^  329°44'27','67 

log^ ^^'^^^  ^^^"  pro  secuiulo   =  3344558,73 

'*'-^^'*^'^2  Differentia  =  5     131,06 

Est  itaque  motus  mediiis  diiuTius  = 
8  2  4 ','  7  9  9  0 .  Motus  medius  intra  tem- 
pus  t=  18091','07  =  5°1'31','07. 

II.  In  exemplo  altero  fit  /' =  3l°27'38;'32,  to  =  —  2l'50','565,  /  = 
0,086  3565  9,  logmm  =  9,353  0651 ,  ^^^  sivc  valor  approxiniatus  ipsius  A  = 
0,245  1454;  huic  in  tabulall  respondet  logj/y  =  0,172  2663,  unde  deducitur 
^^  =  0,1516347  7,  A'=  0,065  2781  8,  hinc  e  tabula  III  sumitm-  S  =  o,o(mi  2531. 
Quo  valore  adhibito  prodeunt  valores  coiTecti  h  =  0,245  0  7  79,  logj/y  ~ 
0,172  2303,  '-^=0,1516473  5,  a;  =  0,065  2907  6,  $=0,000  2532.  Quodsi 
cum  hoc  valore  ipsius  E,  unica  tantum  unitate  in  figura  septima  a  priori  di- 
verso,  calculus  denuo  repeteretiu* ,  h,  logj/j/,  x  mutationem  sensibilem  non 
acciperent,  quamobrem  valor  inventus  ipsius  x  iam  est  verus,  statimquc  inde 
ad  determinationem  clementorum  progredi  licet.  Cui  liic  non  immoramur, 
quum  nihil  ab  exemplo  praecedente  differat. 

III.  Haud  abs  re  erit,  etiam  casum  alterum  ubi  cos/'  negativus  est  ex- 
emplo illustrare.  Sit  v'—v  =  224''o'o",  sive  f=  112''o'(»",  logr  =  0,1394892, 
logr'=  0,397  8794,  ^=206,80919  dies.  Hie  invenitui-  u)  = -l-4''l4'43','82, 
Z/ =  1,894  2298,  logMM=  (1,672  4333,  valor  primus  approximatus  ipsius 
logfl^  ^  0,646  7603,  unde  per  solutionem  aequationis  15"  obtinetur  Y  = 
1,591  432,  ac  dein  x  =  0,037  037,  cui  respondet,  in  tabula  III,  $  =  0,000  0801. 
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Hinc  oriuntur  valores  correcti  logIZ'=  0,6467931,  Y=  1,591510  7,  <r  = 
0,037  2195,  ?  —  0,000  0809.  Calculo  cum  hoc  valore  ipsius  ^  denuo  repetito 
prodit  X  —  0,037  2213,  qui  valor,  quum  S  inde  haud  mutata  prodeat,  nulla 
amplius  correctione  indiget.  Iiivenitur  dein  1^=  1 1"7'25','40,  atque  hinc  per- 
inde  ut  in  exemplo  I 

i.(F—G)   =   3"33'53','62  log  P  =  log  i?  cos  J- cp i», 970  0508 

i(F-}-G)   =   8  26     6,38                        log  Q  =  log  iisin  4-9 9,858  0553 

F^            12  0     0,00  i9=    37"4r34','27 

V     =     —100  0     0,00  cp  =    75  23     8,54 

d'    =     +124  0      0,00                         logi? 0,0717097 

Cr    =                4  52    12,76  Ad  calculi  confirmationem  eniitur 

jB  =    -    17  22  38,04                        log^  ^(— 2  cosf) 0,0717097 

B' =    -^    11  7     3,56 

In  orbitis  tarn  excentricis  angulus  9  pauUulo  exactius  computatiu'  per  formu- 
lam  19*,  quae  in  exemplo  nostro  dat  cp  =  7  5" 23' 8',' 57;  excentricitas  quoque  e 
maiori  praecisione  determinatur  per  formulam  1  —  2  sin  (45"  —  \  9)^  quam  per 
sin 9;   secundum  illam  fit  e  =  0,9676463  0. 

Per  formulam  1  porro  invenitur  log&  =  0,657  6611,  unde  log^;  =  0,059  5967, 
logrt  =  1,255  7255,   atque  logarithmus  distantiae  in  perihelio 

^  log  j~7j  =  log(«(l  —  «;)  =  log (6  tang  ;4 5"— J- 9  )  =  9,765  6496. 

In  orbitis  tantopere  ad  parabolae  similitudinem  vergentibus  loco  epochae 
anomaliae  mediae  assignari  solet  tempus  transitus  per  perihelium;  intervalla 
inter  hoc  tempus  atque  tempora  duobus  locis  propositis  respondentia  deter- 
minari  poterunt  ex  elementis  cognitis  per  methodum  in  art.  4 1  traditam,  quo- 
rum  difFerentia  vel  summa  (prout  perihelium  vel  extra  duo  loca  proposita  iacet 
vel  intra),  quum  consentire  debeat  cum  tempore  t,  calculo  confirmando  inser^'iet. 
—  Ceterum  numeri  huius  tertii  exempli  superstructi  erant  elementis  in  exemplo 
artt.  38  et  43  suppositis,  quin  adeo  istud  ipsum  exemplum  locum  nostrum  pri- 
mum  suppeditaverat :  differentiae  leviusculae  elementorum  hie  erutorum  unice 
a  limitata  ])raecisione  tabularum  logarithmicarum  et  trigonometricarum  origi- 
nem  traxerunt. 

VII.  1 7 
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Solutio  problematis  nostri  pro  cUipsi  in  praccc.  ovoluta  otiam  ad  paiabo- 
lam  et  hj^ierbolam  tiansfcrii  ])Ossi't,  coiisideiaudo  jiarabolam  tamqiiam  ellipsin, 
in  qua  a  et  h  essent  quantitates  intinitae,  'f  =  flu",  tandem  JE,  E',  g,  G  =  u; 
et  perinde  hypeibolam  tamquam  ellipsin  in  (pia  a  esset  negativa,  atque  b,  E, 
E',  ff,  G.  9  imaginariae :  malumus  tarnen  bis  supjiositionibus  abstinere,  proble- 
maque  i)io  utroque  sectionuni  conicaium  genere  seorsim  tractarc.  Analogia 
insignis  inter  omnia  tria  genera  sie  spontc  se  raanifestabit. 

Retinendo  in  PARABOLA  charaeteres  p,  v,  v',  F,  f,  r,  r',  t  in  eadem  si- 
gnificatione   in    qua   snja'a  aee(>])ti  sunt,    liabemus  e  theoria  motus  parabolici : 


1)  \J{^^cos{F-f) 

cos|  F-l-/) 


U 


2kt 


tang^:F-f-/:-tang^   i^-/'  +  j  tangi  F+f/- J  tangi  :F-/-^ 
=  j tang i [F+f) - tang 4,  F-f\\l  +  tang ^ (F+  f, tang ^[F-f) 

+  i(tangifJ'-^/';-tang^(F-/;ft 

28in/".\/rf'  (2cos/.v'r'"'    .    ^m\f*rr'\ 


unde 


PoiTO   deducitur  ex   multiplieatione  aequationum  I,  2 
4)  -^,  =  cosj^-f-cos/; 

nee  non  ex  additione  quadratornm 

o;  f~i-j- =  1-feosFcos/. 


Hinc  elirainato  cosF 


^  2rr'6in/"' 

"         r  +  r'— 2cog/".i 


Quodsi    itaque    aequationes  fl,  9'   ait.  SS    hie   quoqne    adoptamus.    priore 


m   pro 
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K-osf  positivo,  posteriorem  pro  negativo,  habebimus 


7)  p 


sin/"'  ^rr' 
2 /cos/" 


I  /'  -2XC03/'' 

quibus  valoribus  in  aequatione  3  substitutis,  prodibit,  retinendo  characteres  m, 
M  in  significatione  per  aequationes  11,  11*  art.  88  stabilita, 

8)  w  =  r  +  ir 

8*)  M  =  —l}-^il}. 

Hae  aequationes  conveniunt  cum  12,  12*  art.  88,  si  illic  statiiatur  g  =  i). 
Hinc  colligitur,  si  duo  loci  heliocentrici,  quibus  jjer  parabolam  satisfit,  ita 
tractentur,  ac  si  orbita  esset  elliptica,  ex  applicatione  praeceptomm  art.  9\ 
statim  resultare  debere  x=  0;  vice  versa  facile  perspicitiu-,  si  per  praecepta 
ista  prodeat  a?  =  0,  orbitam  pro  ellipsi  parabolam  evadere,  quum  per  aequa- 
tiones 1,  16,  17,  19,  20  fiat  h  =  co,  a  =  oo,  'f  ^  9o".  Determinatio  elemento- 
rum  facillime  dein  absolvitiu*.  Pro  p  enim  adhiberi  poterit  vel  aequatio  7  art. 
l)raesentis,  vel  aequ.  1 8  art.  9  5  *) :  pro  F  autem  fit  ex  aequationibus  1 ,  2  huius 
art.  tanff4-i^  ^  T-T-r-^t'otano'A/"  =^  sin  2(«cotansr4-/',  si  ano'ulus  auxiliaris  in 
eadem  significatione  accipitiu-,  ut  in  art.  89. 

Hacce  occasione  adhuc  observamus,  si  in  aequ.  'd  pro  p  substituatur  valor 
eius  ex  6,  prodire  aequationera  satis  notaiu 

kt  =  4-ir-l-r'-f-cos/'.  \Jrr') 'r-\-r'— 2  cos  f.  \/rr')'  \J-2. 


99. 

In  HYPERBOLA  qixoque  characteres  p,  v,  v',  f,  F,  r,  r',  t  in  significa- 
tione eadem  retinemus,  pro  semiaxi  maiori  a  autem,  qui  hie  negati^Tis  est, 
scribemus  — a;  excentricitatem  e  perinde  ut  sujira  art.  21  etc.  statuemus  := 
— j--     Quantitatem  auxiliarem  illic  per  «  expressam,  statuemus  })ro  loco  primo 

c 
=  ~i  pro  secundo  =:  Cc,  unde  facile  concluditur,  c  semper  esse  maiorem  quam  1, 


')  Unde  simul  patet,  y  el   Y  in  parabola  easdem  rationes  exprimere  iit  in  ellipsi,  v.  art, 

17* 
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(50(1  ceteris  ])anbus  co  minus  difforre  ab  1,  quo  minus  duo  loci  propositi  ab 
invicem  distcnt.  Ex  aeciuationibus  in  art.  2  1  cvolutis  huc  tiansfcrimus  foima 
pauUulum  mutata  sextam  et  septimam 

1)  cosi.  =^(y/|+y/^)y/:i^ 

2)  sin,.   =i-(v/^-\/^)V/^ 

4)  sinii;'  =  .j(VCc-y/^)\/^- 
Hinc  statim  dcmanant  scquentos: 

5)  sinF=.J-a(C-i)v/^ 

6)  sinr    =.-a(c-i-)v/^ 

7)  co.F=(e(c+^)-(C-ri))j^- 

8)  cos/-    =  {e(C-^D-{c  +7))2^- 
Porro  lit  per  aequ.  X  art.  21 


C   ,     c\       ^ 


atque  liinc 

10)  L±r_j,(c+-i)(c+-l)- 

Haec  aequatio  10  cum  8  combinata  praebet 


Statucndo   itaque    perindc    ut    in   ellipsi  2co8^^  ^  1  +  2/,    vel  =   1  — 2X, 
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prout  cos/'  est  positivus  vel  negativus,  fit 

8(^-..(,/c-y/iy)cosA^rr' 


12^ 


8(i  +  -i(v'c-^/^)")cos/^.V/r 


Computus  quantitatis  l  vel  L  hie  perinde  ut  in  elli])si  adiumento  anguli  au- 
xiliaris  to  instituetur.  Denique  fit  ex  aequatione  XI  art.  22  (accipiendo  lo- 
garithmos  hypcrbolicos) 

=  4^'(C+^)(c--i)-2logc 
sive  eliminata  C  adiumento  aequationis  8 

i-^—^--. +  i(cc-i3)-2logc-. 

In  hac  aequatione  pro  ot  substituimus  valorem  eins  ex  12,  12';  dein  charac- 
terem  m  vel  Min  eadem  significatione,  quam  formulae  11,  II'  art.  88  assignant, 
introducimus ;  tandemque  brevitatis  gratia  scribimus 

, ,  ,.,  oc 41ogc 

i(v-\/i)--,        -^Zrf  =  ^' 

quo  facto  oriuntur  aequationes 

13)  in  =  [l—  z'f  +  d  —  Z;"Z 

13*)  M=  —{L  +  z^+'jL  +  z^Z, 

quae  unicam  incognitam  z  im])licant,  quum  manifesto  sit  Z  functio  ipsius  z 
per  formulam  sequentem  cxpressa 

Z  =  (1  +  2^:V (^  +  ^^-'  -  '°g  W  ^  +  ^)  +  v^~) . 
2[z  +  ^^;' 
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100. 

In  solvenda  aequatiouo  1 3  vel  1 :» "  euin  casum  piiuio  seorsim  considerabi- 
inus,  ubi  :;  obtinet  valoreiu  haud  magnum,  ita  ut  Z  per  seriem  secundum  po- 
testates  ipsiiis  z  progredientem  celeriterque  convergentem  exprimi  possit.   lam  fit 

adeoque  numerator  ipsiiis  Z—  %^^^;Z ;  denominator  autem  fit  =  22  -f  3^ 

-^ ,  unde  Z  =  -%  —  \z^ Ut  legem  progressionis  detegamus,  differentia- 

mus  aeqnationem 

2  r  4-  >--^  ^  =  :  1  +  2  z  V  'z  -^  zz]  -  log  (V 1  +  z)  -f  SJz), 

unde  ijrodit  oniuibus  rite  reductis 

2[z-\-zz'''~+ZZ:\  +  iz\j'z-\-zz)  =  A\j  z^zz) 
sive 

(22  -f  'Izz  i|  =  4  —  (3  -U  G2„  Z, 

unde  simili  ratione  ut  in  art.  90  deducitiu- 

„  .        4.6       ,4.0.8  4.G.8. 10    3   ,    4.0.8.10.12    4  , 

^=   '-0~  + 37577^^-3^57779-^  +  3.5.7.  ü  .  U  ^  -  ^^C. 

Patet  itaquc,    Z  prorsus   eodem  modo  a  — z  pendere,    ut   supra   in    ellipsi  X 
ab  X :   quamobrem  si  statuimus 

Z 


i  +  A-^  +  C 
determinabitur  etiam  C  periude  per  —  2  ut  supra  $  per  x,  ita  ut  habeatur 


14) 


.i\«+  — 


,4-^^^^ 


1  +  etc. 
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Hoc   modo   computati   sunt  valores   ijjsius  L,  pro  z  ^  0   iisque   ad  z  :=  0,3  per 
singulas  partes  millesimas,  quos  columna  tertia  taLulae  III  exhibet. 


101. 

Introducendo  quantitatem  C,  statuendoque  \/[l  —  z)  =  —  vcl  \]\L-^z)  =  -y--- 
nee  non 


vel 


I  r^*\  Ji'Ji'  TT 


aequationes  13,  13"^  hancce  formam  induunt 

adeoqiie  omnino  identicae  Hunt  cnm  iis  ad  quas  in  ellipsi  perventum  est  (15, 
15*  art.  91).  Hinc  igitur,  quatenus  h  vel  H  pro  cognita  haberi  potest,  y  vel 
Y  deduci  poterit,  ac  dein  erit 

17)  z=   l-'^ 

'  yy 

17)  z  =  -YY  ~~  -^• 

Ex  bis  colligitiir,  onmes  operationes  siipra  pro  ellipsi  praescriptas  perinde 
etiam  pro  hyperbola  valere,  donec  e  valore  approximato  ipsius  h  vel  H  eruta 
fuerit  quantitas  j/  vel  F;  dein  vero  quantitas  -^  — /  vel  L — y^?  quae  in 
ellipsi  positiva  evadere  debebat,  in  parabolaque  =  0,  fieri  debet  negativa  in 
hyperbola:  hoc  itaque  criterio  genus  sectionis  conicae  definietur.  Ex  inventa 
z  tabula  nostra  dabit  C,  hinc  orietur  valor  correctus  ipsius  h  vel  H,  cum  quo 
calculus  repetendus  est,  donec  omnia  ex  asse  conspirent. 

Postquam  valor  vcrus  ipsius  z  inventus  est,  c  inde  per  formulam  c  = 
i-\-2z-{-2\J(z^zz)  derivari  posset,  scd  praestat,  etiam  ad  usus  sequentes,  an- 
gulum  auxiliarem  n  introducere,  per  aequationem  tang2>/  =  2\J(z-\-zz)  deter- 
minandum;  hinc  fiet  c  =  tang2?i-f  ^(1  +  tang'l«")  =  tang(4  5"+?2). 
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Quam  in  liyperbola  pi'riutk'  ut  in  cllipsi  y  iieccssario  esse  debeat  i)03i- 
tiva,  solutio  aequatiouis  Mi  liie  (jui)(]ue  ambi«j;uitati  obnoxia  esse  nequit*) :  .sed 
respcctu  aequatiouis  1  ü"  hif  pauUo  aliter  ratiocinandum  est  quam  in  cllipsi. 
Ex  aequationum  theoria  facile  demoustratur,  i)ro  \alore  positive  ipsius  Jff**) 
haue  aequationem  siquidein  uUam  radiceiu  realem  positivam  habeat  cum  una 
radice  negativa  duas  ])Ositivas  habere,  quae  vel  anibae  aequales  erunt  jmta 
=  GV^'^i"^^  (1,2(1(3(1 1,  vel  altera  lioe  limite  inaior  altera  minor.  lam  in  i)ro- 
blemate  nostro  su])j)ositioni  superstructo,  z  esse  quantitatem  haud  magnam, 
saltem  non  maiorem  quam  (t,3,  ne  tabulae  tertiae  iisu  destituamur^  necessario 
semper  radieem  maiorem  accijjiendam  esse  sequenti  modo  demonstramus.  Si 
in  aequatione  J  :r    pro  M  substituitur    F\/  L-f  s  , 

prodit 

F-K  1  =  ;L-f  2,  Z  >  .  1 4-^; z, 
sive 

Tr^,  4         ,4.G  4.C.83,, 

3  >  :'  -3-:3~-  +  3--5-:7^~-3X7:ä2  +etc., 

unde  facile  concluditur,  pro  valoril)us  tain  ])ar^■is  ipsius  z.  quales  hie  sujjpo- 
nimus,  semper  fieri  debere  Y '^  (t, 2(1(3(1 1.  Revera  calculo  facto  invenimus,  ut 
[\~-z  Z  huic  limiti  aequalis  fiat,  esse  debere  z^  (t,79S5S:  multum  vero  ab- 
est,  quin  methodum  nostram  ad  tantos  valores  ipsius  z  extendere  velimus. 


103. 

Quoties  z  valorem  maiorem  obtinet,  tabulae  III  limites  egredientem,  aequa- 
tiones  13,  13'  tuto  semper  ac  eommodc  in  forma  sua  non  mutata  tentando 
solventur,  et  quidem  ob  rationes  iis  similes  quas  in  art.  514  pro  ellipsi  expo- 
suimus.     In   tali   casu   elementa   orbitae   obiter   saltem  eognita  esse  supponcre 


*    Vix  opus  erit  monere.    tabulam  nostram  II  in  hypcrbola  perinde  ut  in  ellipsi  ad  solutionem  huius 
aeqiiationis  adhiberi  poase,  quamdiu  h  ipsius  limites  non  egrediatur. 

•")  Quantitas  K  manifesto  fieri  nequit  negativa,  nisi  ftierit  C  >  i;  tali  autem  valori  ipsius  J  responderet 
valor  ipsius  z  maior  quam  '.',«^4,  adooqvie  limites  huius  methodi  longo  egrediens. 
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licet:  tum  vero  valor  approximatus  ipsius  n  statim  habetur  per  formulam 
tang2w  =  ^a^'ee-i] '  ^^^^  sponte  demanat  ex  aequatione  6  art.  99.  Ex  n  autem 
habebitur  z  per  formulam    z  =     """°V"  =  -^,—  >    et    ex    valore    approximato 

^  2  cos  In  cos  2«  ^  ^ 

ipsius  z  paucis  tentaminibus  derivabitur  ille,  qui  aequationi  1 3  vel  13*  ex  asse 
satisfacit.     Possunt  quoque  illae  aequationes  in  hac  forma  exhiberi 


tang2»i 
cos2w 

-loghyptang  45°+ w) 

tang2« 
cos2n 

tang2w" 
-loghyptang,,45»  +  «) 

atque  sie,  neglecta  z,  statim  valor  verus  ipsius  n  erui. 

104. 

Superest,  ut  ex  z,  w  vel  c  elementa  ipsa  determinemus.     Statuendo 
a\j{ee—\)  =  ß, 
habebitur  ex  aequatione  6  art.  99 

^^)  P  —    tang2« 

Combinando  hanc  formulam  ciim   12,  12*  art.  99,  eruitur 

19)  V(^^-l)  =  tang^=.^-^I|^^ 

19*)  tang^  =  -^-^fg^^ 

unde  excentricitas  commode  atque  exacte  computatur;  ex  ß  et  \/(ee  — l)  pro- 
dibit  per  divisionem  a,  per  multiplicationem  p,  ita  ut  sit 

2(1  — z]  cos  f. \/rr'  itnmco&f  .\l  rr'  kktt 

^                    Fang  2  n'  "y^tang2w'                   iyyrr' cosf^t2.\\^2n' 

_  -  2  (£  +  2)  cos/",  v/rr'  _  -2MMcosf  .\Jrr'  _    kJcU 

tang  2  ri'  rTtang2M*                  4  rTrr'cos/"=tang2»r 

_      sin/". tang/". y/rr'  _  yy sin/". tang /.y/rr'  _   /yrr'mi2f\* 

P  —               W-z)  ~  2>«m                        l        kt        j 

_     -sin/". tang/". s/rr'  _  -I^sin/".tang/".v^rr'  ^   /Yrr'sm2f\* 

~             2[L  +  z)  ~  2MM                     \        kt        )' 
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Expicssio  tertia  et  sexta  pro  p,  (luae  omnino  iilcuticac  sunt  cum  formulis  1 S, 
18*  art.  9  5,  ostenduiit,  ea  quac  ülic  de  siguiiicationc  quantitatum  j/,  1'  tra- 
dita  sunt,  etiam  pro  hyperbola  valere. 

E  combinationc   arquationuni  (i,  9   art.  9'J   deducitur 

intioduccndo  itaque  '!^  et  lo,  statuendoque  C=  tang(45''+-^5  fi* 

,           „  ,,-         28initang2(u 
•2  ((  tang  2  iV  =  —^ — % 

Invento  hine  C,  habebuntur  valores  quantitatis  in  art.  21  per  u  expressae  pro 
utroque  loco ;   dein  riet  per  aequationem  III  art.  21 

tantj^J  V  =  TTT— : rr 

.     '  Cc-1 

^^"g-'^  =  ;Cc+rtangi^ 

sive  introducendo  ])ro  C,  c  angulos  N,  n 

21)  tang.lf  =  ^^^^j^^^j^^g^^ 

22)  tang.Vi>'=— g'^+"\  ,• 
'  '^  -  cos  iiv  —  ni  tang  V<j< 

Hinc  deterrainabuntur  anomaliae  verae  v,  v,  quarum  differentia  cum  2/'  com- 
parata  simul  calculo  coniirmando  inserviet. 

Denique  per  formulam  XI  art.  22  facile   deducitur,    intervallum   temporis 
a  perihelio  usque  ad  tempus  loco  primo  respondens  esse 

—  l}  )2eco8:iy+n;BiD(iV-n^       Inrrhvn  tang (45»  +  JV)  1 
~    k      \  cos2iVcos2n  &     >^  tang [45»  +  n  ) j 

et  perinde  intervallum  temporis  a  perilielio  usque  ad  tempus  loco  secundo 
respondens 

=  lV^'°cf2];c:^f ""'  -loghyptang(45'>+iV)tang(45''+»)j. 
Si  itaque  tempus  primum  statuitur  =  T—\t,  adeoque  secundum  ==  T-{-j[t,  fit 

23)  r  =  X  !'S''-i«ghypt^^g^4^"+^ii' 
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unde  tempus  transitus  per  perihelium  innotescet ;    denique 

t^^'  [  '-^^^  -  log  hyp  tang  (4  5"+  n,  j , 
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24 


k      \   COS2N 

quae  aequatio,  si  placet,    ad   ultimam    calculi    confirmationem   adliiberi  potest. 


105. 

Ad  illustrationem  honini  praeceptorum  exemjjlum  c  duobus  locis  iu  artt. 
23,  24,  26,  46  secundum  cadem  elementa  hyjierbolica  calculatis  conficiemus. 
Sit  itaque  v'—v  =  48''l2'ü"  sive  f=  24%'ü",  logr  =  0,0333585,  logr' = 
0,200  8541,  #=  51,49788  dies.  Hinc  invenitur  w  =  2"45'28','47,  1=  0,057  9603  9, 
^~-^  sive  valor  approximatus  ipsius  h  =  0,064  4371;  hinc,  per  tabulam  II, 
log^j/  =  0,056  0848,  ^^  =  0,050  4745  4,  z  =  0,007  4858  5,  cui  in  tabula  III 
respondet  C  =  0,000  0032.  Hinc  fit  valor  correctus  ipsius  Ä  =  0,064  4369  1, 
logj/j/  =  0,056  0846,  -^^  =  0,050  4745  6,  z  =  0,007  4858  3,  qui  valores,  quum 
C  inde  non  mutetur,  nulla  amplius  correctione  opus  habent.  lam  calculus 
elementorum  ita  se  habet: 

log« 7,874  2399 

log(l  -\-z) 0,003  2389 


logv/i2  +  2«) 8,938  7394 

log2 0,301  0300 


log  tang/" 9,650  6199 

log  ^  tang  2  m 8,938  7394 

C.logf/— 2) 1,296  9275 


log  tang  2  n  . 
In  = 


.  .  9,239  7694 
9°5rir,'816 
4    55  35,908 


log  sin/" 9,611  0118 

log\/rr' 0,117  1063 

C.logtang2M 0,760  2306 

logß .~ 

log  tang  ({; 


0,4883487 
9,886  2868 


log  tang '1  .  .  . 

(esse  deberet  = 

C.  log i  sin/  . 
log  tang  2  u>  . 
C.  log  cos  2u) 
log  sin  ([i  .  .  .  . 


.  .  9,886  2868 
37*'34'59';77 
37    35     0         ) 


0,6900182 

8,9848318 
0,002  0  156 
9,785  2685 


ioga 

log^ 

(esse  deberent 
atqiie     . 


0,602  0619 
0,374  6355 
0,602  0600 
0,374  6356) 


log  tang  2  N 

2N  = 

N  = 

N-  n  = 

N-\-n  = 


.  .  9,462  1341 

1G"9'46';253 

8    4   53,127 

3    9   17,219 

13    0  29,035 

18* 
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logsin(iV-wi 8,740  6274 

C.  log  cos  (iV  +  H^ 0,011  2902 

logcoti^ 0,468  1829 


logtang^v 
i'  = 

(eese  deberet 


.  .  9,220  1005 

9''25'29','97 

18    50  59,94 

18    51     0       ) 


log  tang  2  N  . 
C.  log  cos  2  n 


0,101  0184 
9,462  i:i4  1 
0,0064539 


numerus  := 
loghyptang(45"+iV^; 


9,569  6064 
0,371  19863 
0,2859125  1 


DifFerentia 

log 

floga  ... 
C.losÄ-.  .  ., 


0,0852861  2 
8,930  8783 
0,903  0928 
1,7644186 


logr 

T 


1,598  3897 
39,66338 


log  sin ',iV-f« 9,3  52  352  7 

C.  log  cos  (2V  —  «) 0,000  6587 

log  cot  |(}/ 0,468  1829 

logtangjv' 9,821  1943 

lv'=  33°3r29','93 

v'  =  67      2  59,86 

(CSse  deberet  67       3      0          ) 

löge 0,101  0184 

logtang2« 9,239  7694 

C.logcos2iV 0,017  5142 

9,358  3020 
numerus  =  0,228  1928  4 

loghyptang(4  5°+w)  =  0,172  8262  1 
0,055  3666  3 
....  S,743  2480 

0,903  0928 

1,7644186 

0,301  0300 


DifFerentia  = 

log 

flöget 

C.logA- 

log2 


logt... 
t  = 


1,711  7894 
51,49788 


Distat  itaque  transitus  per  perihelium  a  tempore  loco  primo  respondente 
13,91444  diebus,  a  tempore  loco  secundo  respondente  65,41232  diebus.  —  Ce- 
terum  diiFerentias  exiguas  elementorum  hie  erutorum  ab  iis,  secundum  quae 
loco  proposita  calculata  fuerant,  tabularum  praecisioni  limitatae  tribuere  oportet. 


106. 

In  tractatu  de  relationibus  maxime  insignibus  ad  motum  corporum  coe- 
lestium  in  sectionibus  conicis  spectantibus  silentio  praeterire  non  possumus 
expressionem  elegantem  temporis  per  semiaxem  maiorem,  summam  r  +  r'  at- 
que  chordam  duo  loca  iungentem.     Haec  formula  pro  parabola  quidem  primo 
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ab  ill.  EuLER  inventa  esse  videtur  (Miscell.  Berolin.  T.  VII  p.  20},  qui  tarnen 
eam  in  posterum  neglexit,  neque  etiam  ad  ellipsin  et  hyperbolam  extendit; 
errant  itaque,  qui  formulam  dar.  Lambert  tribuunt,  etiamsi  huic  geometrae 
meritum,  hanc  expressionem  oblivione  sepultam  proprio  marte  eruisse  et  ad 
leliquas  sectiones  conicas  ampliavisse,  non  possit  denegari.  Quamquam  hoc 
argumentum  a  pluribus  geometris  iam  tractatum  sit,  tamen  lectores  attenti  ex- 
positionem  sequentem  haud  superfluam  agnoscent.  A  motu  elliptico  initium 
facimus. 

Ante   omnia   observamus,    angulum    circa   Solem    descriptum    1f  (art.  88, 
unde  reliqua  quoque  signa  desumimus)  infra  360"  supponi  posse;   patet  enim, 

si  iste  angulus  360  gradibus   augeatur,    tempus   una  revolutione  sive  ^—, —  = 

s. 

a'x  365,25  diebus  crescere.     Iam   si   chordam   per   p    denotamus,   manifestum 

est  fieri 

pp  =  (j-'cost;' — rcosvf-\-{i-'smv' — rsinv)^ 

adeoque  per  aequationes  VIII,  IX  art.  8 

pp  =  aa(cos£'— 008^)"+ aa  cos  cp*  (sin  £'— sin  JS)* 

=  4aflsin_^^(sinG^-|-coscp-cosG^^)  =  4  aa  sin _9'^ (1 —  ee  cos  G^). 

Introducamus  angulum  auxiliarem  h  talem,  ut  sit  cos  h  =  e  cos  G ;  simul,  quo 
omnis  ambiguitas  tollatur,  supponemus,  h  accipi  inter  0  et  180°,  unde  sinÄ 
erit  quantitas  positiva.  Quoniam  itaque  etiam  g  inter  eosdem  limites  iacet 
(si  enim  2g  ad  360°  vel  ultra  ascenderet,  motus  circa  Solem  revolutionem  in- 
tegram   attingeret  vel   superaret),    ex  aequatione   praecedente   sponte   sequitur 

p  =  1as.mg^\nh, 
siquidem  chorda  tamquam  quantitas  positiva  consideratur.    Quum  porro  habeatur 

r-\-r'=  2rt(l  —  ecos^cos  G)  =  2a(l  —  cos^cosA), 
patet,  si  statuatur  h—g  =  o,  h-{-g  =  e,  fieri 

1)  r  +  r'— p  =  2rt(t —  cos o)  —  4« sin  t  8* 

2)  r  -\-  r'-\-  p  =  2  a  (1  —  cos  t)  —  4  a  sin  4  e'^. 
Denique  habetur 

kt  =  a"  {2g  —  2e?,ia.g  cos  G)  =  a"  {2g  —2  sing  cos h), 
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sive 

3)  kt  =  rt'  (e  —  sin  e  —  o  —  sin  öj). 

Determiuari  potenmt  itaque,  secundum  aequationes  1,  2,  anguli  o  et  e  ex 
r-\-r',  p  et  a:  quamobrem  ex  iisdem  quantitatibus  determinabitur,  secundum 
aequationcm  2 ,  teiupus  t.     Si  magis  placet,  haec  formula  ita  exhiberi  potest : 

I  ^           ;  i                  2a—[r  +  r'] 
kt  =  a'    arccos ^ — - 


2o 

2a-'r  +  »-')  +  | 


Scd  in  dotcrminatione  angulorum  o,  e  i^er  cosinus  suos  ambiguitas  remanet, 
quam  propius  consideraic  oportet.  Sponte  quidem  patet,  o  iacere  debere  inter 
—  180"  et  +18()",  atque  e  inter  0  et  SGO":  sed  sie  quoque  uterque  angulus 
determinationem  duplicem,  adeoquc  tempus  resultans  quadruplicem  admittere 
videtui*.     Attamen  ex  aequatione  5  art.  88  habemus 

cos  /'.  \Jrr'  =  a  cos^  —  cos  h)  =^  1a  sin  J  o  sin  1  s  : 

iam  sinls  necessario  fit  quantitas  positiva,  uiide  concludimus,  cos/"  et  sin-^S 
necessario  eodem  signo  affectos  esse,  adeoquc  ö  inter  0  et  180**  vel  inter 
— 180°  et  0  accipiendum  esse,  prout  cos/"  positivus  fuerit  vel  negativus,  i.  e. 
prout  motus  heliocentricus  2/"  fuerit  infra  vel  supra  180".  Cetemm  sponte 
patet,  pro  2/'=  180"  necessario  esse  debere  ö  =  ü.  Hoc  itaque  modo  8 
plene  determinatus  est.  At  determinatio  anguli  e  necessario  ambigua  manet, 
ita  ut  semper  pro  tempore  diio  valores  prodeant,  quorum  quis  verus  sit,  nisi 
aliunde  constet,  decidi  nequit.  Ceterum  ratio  huius  phaenomeni  facile  per- 
spicitur:  constat  enim,  per  duo  puncta  data  describi  posse  duas  ellii)ses  diver- 
sas,  quae  ambae  focum  suum  habeant  in  eodem  puncto  dato,  simulque  eundem 
semiaxem  maiorem  *) ;  manifesto  autem  motus  a  loco  primo  ad  secundum  in 
bis  ellipsibus  temporibus  iuaequalibus  absolvetur. 


*)  DeBcripto  e  loco  primo  circiilo  radio  2a  — r,  alioque  radio  la  —  r'  e  loco  seeundo,  ellipseos  focum 
alterum  in  intersectione  honim  circulorum  iacere  patet.  Quare  quum  generaliter  loquendo  duae  semper  dentur 
intersectiones,  duae  ellipses  diversae  prodibunt. 
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107. 

Denotando  per  X  arciim  quemcunqiie  inter  —180°  et  -[-180°  situm,  et  per 
s  sinum  arcus  ^y^,  constat  esse 

.      .        .      3    I      .        1-3      5    I      .        1.3.5      7    ,  . 

Porro  fit 

4sinx  =  s\/{l-ss)  =  s-is'-  ~s'-  ^^s'-  etc. 
adeoque 

X-smx  =  4(i/+i.i.^+-f.i4/+i.l4^/+etc.). 

Substituimus  in  hac  serie  pro  s  deinceps  ^  x'^l,"^  et  ^  \  ^  '  quaeque 
inde  proveniunt  multiplicamus  per  a  ;  ita  respective  oriuntur  series 

i(r+r'-p)*+Vö-i(»-  +  '-'-p)^  +  TTW-i('-  +  »-'-pr+x^fT^-ir(r+r'-pr+etc 

i(r  +  /4-p)'+-sV4(''+'''+P)'  +  TTW-i(''  +  '''+P)'  +  T^-^4v»'+'"'+P)'  +  ^*^-' 
quarum  siimmas  denotabimus  per  T,  U.  lam  nullo  negotio  patet,  quum  sit 
2  sin  i  8  =  ±  y'"  ''  9    signo  siiperiori  vel  inferiori  valente  prout  2  f  infra  vel 

supra  180°  est,  fieri  rt'(ö  — sino)  =  ±  T,  signo  perinde  determinato.  Eodem 
modo  si  pro  e  accipitur  valor  minor  infra  180°  situs,  fiet  o"(e  — sine)  =  ü; 
accepto  vero  valore  altero,  qui  est  illius  complementum  ad  360°,  manifeste 
fiet  a*  i  £  —  sin  s)  =  a' .  3  6  0°—  U.   Hinc  itaque  colliguntm-  duo  valores  pro  tempore  t: 

U+T               .                   a'.Seo-        U+T 
___  atque        —^ f- ■ 


108. 

Si  parabola  tamquam  ellipsis  spectatur,  cuius  axis  maior  infinite  magnus  est, 
expressio  temporis  in  art.  praec.  inventa  transit  in  g^ |(»'  + >■'+?)'  +  (»'+»■'— p)' j: 
sed  quiim  haecce  formulae  deductio  fortasse  quibusdam  dubiis  exposita  videri 
possit,  aliam  ab  ellipsi  band  pendentem  exponemus. 
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Statuendo  brevitatis  caussa 
fit 


igiv  =  0, 

tang  l  v'  =  0', 

r  =  lj»(l  +  00), 

r'=i^(l  +  0'0') 

-«  =  ^. 

cos.'=i-^'. 

26 

-in«'           ^^' 

''^^^-1  +  06' 

sinu        i  +  o-e- 

Hinc  fit 

r'cosv'—rcosv  =  J^/j'OO  — O'O') 

r'sin  v'—  »•  sin  v  =  p  '6' —  0), 

pp  =  -i-;,^(0'-o)''(4  +  ;o'+o;^). 

lam  facile  perspicitur, 


adeoque 


cos  I  V  cos { V 

esse  quantitatem  positivam :  statuendo  itaque 

V(i+iiö'+e)')  =  Yi, 

erit 

p=p(6'-6)iri. 
Porro  fit 

r  +  r'=  i/>;2+ 00 +  0'0')  =  i^CvjV) +  i(0'-6)^): 

quamobiem  habetur 

r  +  r'+9    _(^^4.^(0'-0)r 


r  +  r'- 


=  (^-i;ö'-9))^ 


P 

Ex  aequatione  priori  spontc  deducitur 
quoniam  rj  et  0'—  0   sunt   quantitates   positivae ;    sed   quum   f  0'—  0'    minor  sit 


[Handschriftliche  Bemerkung  .1     t)  est  cosecans  anguli  inter  chordam  et  axem 
je '4- 6)  eiusdem  cotangens 

eiusdem  cosinus  =  cos'i 

P 
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vel  maior  quam  vj,  prout 

-.^_|./e'-e,^=  1  +  66'=        ''°^^.   , 
positiva  est  vel  negativa,    patet,    ex  aequatione  posteriori  concludere  oportere 

ubi  Signum  superius  vel  inferius  adoptandum  est,    prout   angulus   circa  Solem 
descriptus  infra    180"  vel  supra   180"  fuerit. 

Ex  aequatione,  quae  in  art.  98   secundam  sequitiu-,  porro  habemus 

^  =  (6'-  6j  (1  +  66'+  i(6'-  6)^)  =  (6-  6;  (v^v]  +  A  (9-  6)^) 

''^  =i(^  +  ^(0'-e})^-i(y3-^(e'-e:)^ 

unde  sponte  sequitur 

kt  =  i\{r^  r'4-  p;Vt'-  +  r'-  p)' } 
signo  sujjeriori  vel  inferiori  Aalente,  prout  2f  infra  vel  supra   ISO"  est. 

109. 

Si   in   hyperbola   signa  a,  C,  c   in   eadem   significatione   accipimus,    ut   in 
art.  99,  habemus  ex  aequationibus  VIII,  IX  art.  21 

j-'cos  v'—  r  cos  V  =  —i(c j  ( C  —  -p^)  a 

j-'sinv'— j-sin  V  =  -^(c  — ^](C-i-^]a\J {ee  —  1), 
adeoque 
p  =  i,(o-i)v/(..(C  +  i)'-4). 

[Handschriftliche  Bemerkung :]     Tempus  medium  inter  duo  loca  parabolica  eshibctur  per  formulam 

__    r'—r  \' ,  3{r'r'  —  7-r] 

2fc  \/  1     ' 


\/'^^±p^:f\/^-^±i^        \/^-^±p^T\/'-^ 


+  : 


3fc\v/(r'+»-  +  p)  +  v'i'''+»'-pj/      2fc  \/ ';»•'+»■+?)  + v^r'+r- p) 

Distantia  in  perihelio   =   PP^.—  i'  —  f) __ 
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Supponamus  -^  esse  quantitatem  per  aequationem  f +  —  =  efC+^j  deterraina- 
tam :  cui  quura  mauifesto  duo  valores  sibi  invicem  reciproci  satisfaciant,  adop- 
tamus  cum  qui  est  inaior  quam    I .     Ita  fit 

P=i«(c-|)(T-|)- 
PoiTO  lit 

,+  ,.- ia(,(c  +  i)(C+i)-4)  =  4.((c  +  ±)(T  +  i)-4), 

adooque 

Statuendo  itaque 

erit  necessario  \]c-^ —  Kl —  =  2»»;  ad  decidendam  vero  quaestionem,  utrum 
\/  —  —  \~  fiat  =  -\-2n  an  =  — 2«,  inquii'cre  oportet,  utrum  ^  maior  an  mi- 
nor sit  quam  c:  sed  ex  aequatione  8  art.  99  facile  sequitur,  casum  priorem 
locum  habere,  quoties  2f  sit  infra  ISO'*,  posteriorem,  quoties  2f  sit  supra  180". 
Denique  ex  eodcm  art.  habemus 

=  ^vi\J[\-\-mm\  q:  1n\J[i-\-7inj  —  2log(\/(l  -\-mm^-\-m)  ±  2log(^;^l  -\-nn)-\-n) 
signis  inferioribus  semper  ad  casum  2/"]>  180"  spectantibus.     lam 

log  (^  (1  +  mm)  -f-  m) 
facile  evolvitur  in  seriem  sequentem 

.         3t<        1-3        5  ,        1.3.5         7i         . 

VI  -  J  •  {  »J'  +  i  •  2TT"*       >  •  27476  »»  +  etc. 
Hoc  sponte  colligitur  ex  d  log  (^(I +»??«)  +  »»)  =  ,  y  /"„,„,  •     Pi'odit  itaque 
1m\l'}-\-mm  ~2\og{\Ji\-\-mm)-{-m)  =  4  [^m^  —  \'  ^m^ -\- \- ^m'  —  eic)\ 
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et  perinde  formula  alia  prorsus  similis,  si  m  cum  ?i  permutatur.     Hinc  tandem. 
colligitur,  si  statuatur 

17-  =  i  (r + r'+  p) "  -  J^ .  1  (r  +  r'+  p) ' + ^^^  '^{r-^  r'+  ^f  -  t^  Ht  '  ^  (>• + r'-\-  pf  +  etc., 

fieri  A-?  =  TJ^T,   quae    expressiones   cum  iis,    quae  in  art.  107  traditae  sunt, 
omnino  coincidunt,  si  illic  a  in  —  a  mutetiu". 

Ceterum  hae  series  tum  pro  ellipsi  tum  pro  hyperbola  ad  usum  practicum 
tunc  imprimis  sunt  commodae,  ubi  a  vel  a  valorem  permagnum  obtinet,  i.  e. 
ubi  Sectio  conica  magnopere  ad  parabolae  similitudinem  vergit.  In  tali  casu 
etiam  ad  solutionem  problematis  supra  tractati  (artt.  85 — 105)  adhiberi  possent: 
sed  quoniam,  nostro  iudicio,  ne  tunc  quidem  brevitatem  solutionis  supra  tra- 
ditae praebent,  huic  methodo  fusius  exponendae  non  immoramiu'. 


1 


SECTIO   QUARTA. 

Relationes  inter  locos  plures  in  spatio. 

110. 

Relationes  in  hac  Scctione  considerandae  ab  orbitae  indole  indcpendentes 
solique  suppositioni  innixac  enmt,  omnia  orbitae  puncta  in  eodem  piano  cum 
Sole  iacere.  Placuit  autem,  hie  quasdam  simplicissimas  tantuxn  attingere,  alias- 
que  magis  complicatas  et  speciales  ad  Librum  alterum  nobis  reservare. 

Situs  plani  orbitae  per  duos  locos  corporis  coelestis  in  spatio  plene  de- 
terminatus est,  siquidem  hi  loci  non  iacent  in  eadem  recta  cum  Sole.  Quare 
quum  duobus  potissimum  modis  lociis  puncti  in  spatio  assignari  possit,  duo 
hinc  problemata  solvenda  se  offerunt. 

Supponemus  primo,  duos  locos  dari  per  longitudincs  et  latitudines  helio- 
centricas  resp.  per  X,  X',  ß,  ß'  designandas:  distantiae  a  Sole  in  calculum  non 
ingiedientur.  Tunc  si  longitudo  nodi  ascendentis  per  S,  inclinatio  orbitae  ad 
eclipticam  per  i  denotatur,  erit 

tang  ß   =  tang  i  sin  (X  —  ß ) 
tangß'  =  tangisin(X'—  ft). 

Determinatio  incognitarum    ß,  tang?  hie  ad  problema  in  art.  78,11  considera- 
tum  rcfertur;  habemus  itaque,  ad  normam  solutionis  primae 
tang  i  sin  (X  — ß)  =  tangß 

.  •  1        ,-><  taneß'— tangßcos;X'— X) 

tangzcos^X-ft,  =  sin^x^X)   "' 
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ad  noimam  solutionis  tertiae  autem  invenimus  ft   per  aequationem 
tangU-X  +  ^X'_ß)  =  !M:+li^^-_^ 

ntique  aliquanto  commodius,  si  anguli  ß,  ß'  immediate  dantur,  neque  vero  per 
logarithmos  tangentium :  sed  ad  determinandum  i,  recurrendum  erit  ad  aliquam 
formularum 

^'^"o'  ~  siniX-Q)  sin(X'-U) 

Ceterum  ambiguitas  in  determinatione  anguli  X  —  ß ,  vel  4-  X  -f  ^  X'—  ft  per  tan- 
gentem  suam  ita  erit  decidenda,  ut  tangi  positiva  evadat  vel  negativa,  prout 
motus  ad  eclipticam  proiectus  directus  est  vel  retrogradus:  lianc  incertitudi- 
nem  itaque  tunc  tan  tum  tollere  licet,  ubi  constat,  a  quanam  parte  corpus 
coeleste  a  loco  primo  ad  secundiun  pervenerit;  quod  si  ignoraretur,  utique 
impossibile  esset,  nodum  ascendentem  a  descendente  distinguere. 

Postquam  anguli  ft,  i  inventi  sunt,   eruentur   argumenta  latitudinum  u,  u 
per  formulas 

tang  u  =  — - — : — -  5  tang  u  =  — - — -. —  i 

o  cos»  ö  eoS2 

quae  in  semicirculo  primo  vel  secundo  accipienda  sunt,  prout  latitudines  res- 
pondentes  boreales  sunt  vel  australes.  His  formulis  adliuc  sequentes  adiicimus, 
e  quibus,  si  placet,  una  vel  altera  ad  calculum  confirmandum  in  usum  vocari 
poterit ; 

COS.U  —  C0sßc0S(X  — Ji),  C0S2<'=  C0S|3'C0S(X'— ft), 


.     ,    ,  ,      ^  sin(X  +  X'— 2Q)cosßcosß'  •     /    '         \          sin  X' —  XI cos 3 cos f 

sm  {u-{-  u)  =  — ^-^ -7^ — ^ ^  j  Sin  («  —  m  = --j^ — ' 

\  '  /  cos  4  ^  '  COSt 


111. 

Sujiponamus  secundo,  duos  locos  dari  per  distantias  suas  a  tribus  planis 
in  Sole  sub  angulis  rectis  se  secantibus;  designemus  has  distantias  pro  loco 
primo  per  x,y,z,  pro  secundo  per  x',y',z',  supponamusque  planum  tertium 
esse  ipsam  eclipticam,  plani  primi  et  secundi  autem  polos  positives  in  longi- 
tudine  N  et  90"+ iV  sitos  esse.     Ita  erit  per  art.  53,  duobus  radiis  vectoribus 
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per  r,  r'  dcsignatis, 

X  =  rcosMcos(iV— a)  +  rsinMsin(iV—  ßjcosi 
y  =  »•sinMCOs(iV—  ß  ;  cosi  — r  cosMsin  (iV—  fl) 
z  =  r  sin  M  sin  i 

x'  =  r'cos«'cos(iV— R  -f' "sinii'sin  iV— ft  cosi 
y'  =  r'sinM'cos(iV' — ü  cos/  —  ;-'cosK'sin  iV— ß) 

r'  =  j-'sinw'sin/. 
Ilinc  sequitur 

z\f'—  yz   =  rr' sin  m' — M^sin(iV — ß;sint 

xz'—zx'  =  rr'sinfjf'— M)cos(iV— ßisini 
xy'—yx'  =  rr'sin  u  —  u  cos/. 
E     combinatione     formulao     primae     cum     secunda     liabcbitur    N—  9,     atque 
rr'siu(u'— «fsini,  hinc  et  ex  formula  tertia  prodibit  /  atque  rr'sin(M'— w). 

Quatenus  locus,  cui  coordinatae  x',  y',  z'  respondent,  tempore  posterior  sup- 
ponitur,  u'  maior  quam  u  fieri  debet:  quodsi  itaque  insuper  constat,  utrum 
angulus  intcr  locum  primum  et  secundum  circa  Solem  descriptus  duobus  rectis 
minor  an  maior  sit,  rr'sin  m' — u  sini  atque  rr'sin  m'— m)  esse  debent  quanti- 
tates  positivae  in  casu  primo,  negativae  in  secundo :  tunc  itaque  N  —  ft  sine 
ambiguitate  determinatiu:,  simulque  ex  signo  quantitatis  xy' — yx'  deciditur, 
ntiTim  motus  directus  sit,  an  retrogradus.  Vice  versa,  si  de  motus  directione 
constat,  e  signo  quantitatis  xy' — yx'  decidere  licebit,  utrum  u'—u  minor  an 
maior  quam  180"  accipiendus  sit.  Sin  vero  tum  motus  directio,  tum  indoles 
anguli  circa  Solem  descripti  ])lane  incognitae  sunt,  manifestum  est,  inter  nodum 
ascendentem  ac  descendentem  distinguere  non  licere. 

Ceterum  facile  perspicitiir,  sicuti  cosi  est  cosinus  inclinationis  plani  or- 
bitae  versus  planum  tertium,  ita  siniV — ß)sin/,  cos  iV — ß  sin«  esse  resp.  co- 
sinus inclinationum  plani  orbitae  versus  planum  primum  et  secundum ;  nee 
non  exprimere  »-»-'sin  m' — u)  dujjlam  aream  trianguli  inter  duos  radios  vectores 
inclusi,  atque  zy' — yz',  xz  —  zx',  xy' — yx'  duplam  aream  proiectionum  eius- 
dem  trianguli  ad  singula  plana. 

Denique  patet,  planum  tcrtiuni  pro  ecliptica  quodvis  aliud  planum  esse 
posse,  si  modo  omnes  magnitudines  per  relationes  suas  ad  cclipticam  definitae 
pcrinde  ad  planum  tertium,  quidquid  sit,  refcrantui'. 
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112. 

Sint  x",  y",  z"  coordinatae  aliciiius  loci  tertii,    atque  u"  eius  argumentum 
latitudinis,  r"  radius  vector.     Designabimus  quantitates 

rV"sin(M"— j/),         »•r"sin  ((<"—«),  rr'sin  (?<'—«), 

quae  sunt  areae  duplae  triangulorum  inter  radium  vectorem  secundum  et  ter- 
tium,  primum  et  tertium,  primum  et  secundum,  resp.  per  n,  n\  n".  Habebun- 
tur  itaque  pro  x",  y'\  z"  expressiones  iis  similes,  quas  in  art.  praec.  pro  .r,  j/,  z 
et  x\y\z'  tradidimus,  unde  adiumento  lemmatis  I  art.  78  facile  deducuntiu- 
aequationes  sequentes : 

0  =  nx  —  n'x'^n"x" 

0  =  ny  —  iiy'-\-n"y" 

0  =  nz  — n'z'  -\-n"z" . 

Sint  iam  longitudines  geocentricae  corporis  coelestis  tribus  illis  locis  respon- 
dentes  a,  a,  ex";  latitudines  geocentricae  ß,  ß',  ß";  distantiae  a  teiTa  ad  eclipti- 
cam  proiectae  8,  o',  8";  porro  respondentes  longitudines  heliocentricae  terrae 
L,  L',  L" ;  latitudines  B,  B',  B",  quas  non  statuimus  =  0,  ut  liceat,  tum  pa- 
rallaxis  rationem  habere,  tum,  si  placet,  pro  eclijjtica  quodvis  aliud  planum 
adoptare;  denique  D,  D',  D"  distantiae  terrae  a  Sole  ad  eclipticam  proiectae. 
Quodsi  tunc  x,  y,  z  per  JD,  B,  D,  a,  [3,  8  exprimuntur,  similiterque  coordinatae 
ad  locum  secundum  et  tertium  spectantes,  aequationes  praecedentes  sequentem 
formam  induunt: 

1 )  0  =  w  (8  cos  a  -[-  -D  cos  Z/)  —  w'  (6'  cos  a'+  D'  cos  L')  +  n"  (3"  cos  a"-|-  D"  cos  L") 

2)  0  ^=n  (8  sin  a-\-  D  sin  L)  —  n  (8'sin  o!-\-  l>'sin  U)  -|- n  (6"sin  a"-|-  D"  sin  JJ') 

3)  0  =  re(8tangß+J>tang5)  — ?i'(8'tangß'+D'tang5')  +  ?t'\8"tangß"+Z>"tang5"). 

Si  hie  a,  ß,  D,  jL,  B^  quantitatesque  analogae  pro  duobus  reliquis  locis,  tam- 
quam  cognitae  sjaectantur,  aequationesque  per  ?«,  vel  per  «',  vel  per  n"  divi- 
duntur,  quinque  incognitae  remanent,  e  quibus  itaque  duas  eliminare,  sive  per 
duas  quascunque  tres  reliquas  determinare  licet.  Hoc  modo  illae  tres  aequa- 
tiones ad  conclusiones  plurimas  gravissimas  viam  sternunt,  e  quibus  quasdam 
imprimis  insignes  hie  evolvemus. 
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113. 

Ne  formulanim  prolixitate  nimis  obruamur,    sequcntibus  abbicviationibus 
xiti  placct.     Priino  dosignamus  quantitatem 

lang ,3  sin  a"— a'  -f  tangß'sin''a  — o")  +  tangi3"siu  a'— a) 

per  1^0. 1 .2' :  si  in  expressionc  illa  pro  longitudinc  et  latitudine  loco  cuivis  geo- 
centrico  respondentibus  substituuntur  longitudo  et  latitudo  cuilibet  trium  lo- 
conim  heliocentricorum  terrae  respondentes,  in  signo  (0.1.2)  numerum  illi 
respondentem  cum  numero  romano  eo  comrautamus,  qui  posteriori  respondet. 
Ita  e.  g.  charactcr  (ü .  1 . 1    expriniet  quantitatem 

tang  ß  sin  {LI—  a'}  -\-  tang  j3'sin  ^a  —  L'j  -f  tang  B'sin  a  —  a) 

iiec  non  cliaracter  (0  . 0 . 2)  hanc 

tang  [i  sin  a"—  L)  +  tang  B  sin  a  —  a"i  +  tang  j5"sin  [L  —  a). 

Simili  modo  cliaracterem  mutamus,  si  in  expressione  prima  pro  duahus  longi- 
tudinibiis  et  latitudinibus  geocentricis  duae  quaecunque  liclioccntricae  teiTae 
substituuntur.  Si  duae  longitudines  et  latitudines  in  eandem  exj)ressionem 
ingredientes  tantummodo  inter  se  permutantui",  etiam  in  charactere  numeros 
respondentes  permutare  oportet :  hinc  autem  valor  ipse  non  mutatur,  sed  tan- 
tummodo e  positivo  negativus,  e  negativo  positivus  evadit.  Ita  e.  g.  fit  ;ü .  1 . 2) 
=  —(0.2.1)  =  (1.2.0)  =  -(1.0.2)  =  (2.0.1)  =  -(2.1.0).  Omnes  itaque 
quantitates  hoc  modo  oriundae  ad  sequentes   19  reducuntur 

(0.1.2) 

(0.1. 0),   (0.1. 1),   (0.1. ir,    (O.G. 2),   (0.1.2\   (0.II.2),    (0.1.2),   (1. 1 .2\  (II.  1 .2) 

(O.O.I),  (O.O.II),  (O.I.TI,  (l.O.I),  (l.O.II),  (l.I.II),  (2.0.r,  (2.0.II,  (2.I.II), 

quibus  accedit  vigesima  (O.I.II). 

Ceterum  facile  demonstratur,  singulas  has  expressiones,  per  productum  e 
tribus  cosinibus  latitudinum  ipsas  ingi-edientium  multiplicatas ,  aequales  fieri 
volumini  sextuplo  pyramidis,  cuius  Vertex  est  in  Sole,  basis  vero  triangulum 
formatum  inter  tria  sphaerae  coelestis  puncta,  quae  locis  expressionem  illam 
ingredientibus  rcsi^ondent,  statuto  sphaerae  radio  =  1.     Quoties  itaque  hi  tres 
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loci  in  eodem  circulo  maximo  iacent,  valor  expressionis  fieri  debet  =  0 ;  quod. 
quum  in  tribus  locis  heliocentricis  terrae  semper  locum  habeat,  quoties  ad 
parallaxes  et  latitudines  terrae  a  perturbatio nibus  ortas  nou  respicimus,  i.  e. 
quoties  terram  in  ipso  eclipticae  piano  constituimus ,  semper,  hacce  supposi- 
tione  valente,  erit  (O.I.II)  =  0,  quae  quidem  aequatio  identica  est,  si  pro 
piano  tertio  ecliptica  ipsa  accepta  fuit.  Ceterum  quoties  tum  B,  tum  B',  tum 
B"=Q,  omnes  istae  expressiones ,  prima  excepta,  multo  simpliciores  fiunt ; 
singulae  scilicet  a  secunda  usque  ad  decimam  binis  partibus  confiatae  erunt, 
ab  undecima  autem  usque  ad  undevigesimam  unico  termino  constabunt. 

114. 

Multiplicando  aequationem  I  per  sina"tang5" — sinL"tangj3",  aequatio- 
nem  2  per  cosi"tang|3"— cosa"tangiJ",  aequationem  3  per  sm{L" — a"),  ad- 
dendoque  producta,  prodit 

4)  0  =n  |(0.2.II)o  +  (0.2.II)Dj-n'|(l.2.II^o'+(I.2.iriD'} 
similique  modo,  vel  commodius  per  solam  locorum  inter  se  permutationem 

5)  0  =71  {(0.1.I)8  +  (O.l.I)D}+w"|(2.1.I)8"+(II.l.r)D"| 

6)  0  =  w' |(  1 . 0 . 0)  o'+  (1 . 0 . 0) D' }  - 7i" { (2 . 0 . 0)  o"+  (II .  0 . 0)  D" j . 

Quodsi  itaque  ratio  quantitatum  ti,  n  data  est,  adiumento  aequationis  4  ex  ö 
determinare  licebit  ö',  vel  ö  ex  5';  similiterque  de  aequationibus  5,  6.  E  com- 
binatione  aequationum  4,  5,  6  oritur  haec 

-^  (0.2.IIi8  +  lO.2.ir,Z)  (1.0.0)o'+tI.O.O;D'  (2.1.Ii5"+(II.l.I).D" 

'■'  i0.1.I;8+iü.l.I;i»     -^  (1.2.n)5'+iI.2.II.D'  ^  .2.0.Ü  o"+  ii.o.o;d"  ~        '' 

per  quam  e  duabus  distantiis  corporis  coelestis  a  terra  determinare  licet  tertiam. 
Ostendi  potest  autem,  hanc  aequationem  7  fieri  identicam,  adeoque  ad  deter- 
minationem  unius  distantiae  e  duabus  reliquis  ineptam,  quoties  fuerit  B  =  B' 
=  B"  =  0  atque 

tang  ß'  tang  ß"sin  [L  —  a.)  sin  [L"—  L' )   \ 
4-tangß"tangß  sin(Z('  — o')sin(iy  —  iv")  1=0. 
+  tangß  tang ß' sin (Z/"— o") sin (Z/'—J/)   ) 
Ab  hoc  incommodo  libera   est  formula  sequens,    ex  aequationibus  1,  2,  3 
TU.  20 
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facile  demanans: 

^0.1. 2)  o8'8"+  (0.1.2)  D8'8"+  (0.1.2)  D'88"+  (0.1.  IT)  D"86' 
^^  +(0.I.II)D'D"8  +  (O.l.II)Z>D"8'+(O.I.2)Z)D'8"+(O.I.iri)D'D"=  o. 

Multiplicando  acquationem  1  per  sina'tangß" — sino"tangß',  aequationem  2 
per  cos  a"  taug  ß' — cosa'tangß",  acquationem  3  per  sin  (a" — 0%  addendoque  pro- 
ducta, prodit 

9)  0  =  n|(0.1.2)6  +  (O.1.2;D}-n'(I.1.2)D'+n"(II.1.2;D" 
et  perinde 

10)  0  =  ?i(0.O.2)D-n'|(0.1.2)8'+(0.I.2)D'j  +  n"(0.II.2)D" 

11)  0  =  7t(0.1.O)D  — n'(0.1.I)D'+n"}(0.1.2)o"+(0.1.II)D"i. 

Adiumento  hanim  acquationum  e  ratione  inter  quantitates  n,  «',  n"  cognita 
eruere  licebit  distantias  8,  8',  8".  Sed  haecce  conclusio  generaliter  tantum  lo- 
quendo  valet,  exceptionemque  patitur,  quoties  fit  (0 . 1 . 2)  =  0.  Ostendi  enim 
potest,  in  hocce  casu  ex  aequationibus  9,  10,  1 1  nihil  aliud  sequi,  nisi  relatio- 
nem  necessariam  inter  quantitates  n,  n,  «",  et  quidem  e  singulis  tribus  eandem. 
Kestrictiones  analogae  circa  aequationes  4,  5,  6  lectori  perito  sponte  se  Offerent. 
Ceterum  omnes  conclusiones  hie  evolutae  nullius  sunt  usus,  quoties  pla- 
num orbitae  cum  ecliptica  coincidit.  Si  enim  ß,  ß',  ß",  B,  B',  B"  omnes  sunt 
=  0,    aequatio  3  identica  est,  ac  proiu  omnes  quoque  sequentes. 


LIBER  SECUNDUS. 

INVESTIGATIO  ORBITARÜM  CORPORUM  COELESTIUM  EX 
OBSERVATIONIBUS  GEOCENTRICIS. 


SECTIO   PRIMA. 

Determinatio  orhitae  e  trihus  observationibus  completis. 

115. 

Ad  determinationem  completam  motus  corijoris  coelestis  in  orbita  sua  re- 
quiruntur  elementa  septem,  quorum  autem  numerus  uno  minor  evadit,  si  cor- 
poris massa  vel  cognita  est  vel  negligitur;  haec  licentia  vix  evitari  poterit  in 
determinatione  orbitae  penitus  adhuc  incognitae,  ubi  omnes  quantitates  ordinis 
perturbationum  tantisper  seponere  oportet,  donec  massae  a  quibus  pendent 
aliunde  innotuerint.  Quamobrem  in  disquisitione  praesente  massa  corporis 
neglecta  elementorum  numerum  ad  sex  reducimus,  patetque  adeo,  ad  determi- 
nationem orbitae  incognitae  totidem  quantitates  ab  elementis  pendentes  ab  in- 
vicem  vero  independentes  requiri.  Quae  quantitates  nequeunt  esse  nisi  loca 
corporis  coelestis  e  terra  observata,  quae  singula  quum  bina  data  subministrent, 
puta  longitudinem  et  latitudinem,  vel  ascensionem  rectam  et  declinationem, 
simplicissimum  utique  erit,  tria  loca  geocentrica  adoptare,  quae  generaliter  lo- 
quendo  sex  elementis  incognitis  determinandis  sufiicient.     Hoc  problema  tam- 

20* 
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quam  grftvissimum  huius  opcris  sjtectandum  erit,  summatiuc  idco  cura  in  hac 
Sectione  pertractabitur. 

Terum  enim  veio  in  casu  speciali,  ubi  planum  orbitae  cum  ecliptica 
coincidit  adcoque  omncs  latitxulincs  tum  heliocentricae  tum  gcocentricae  na- 
tura sua  evanescunt,  tres  latitudincs  geocentricas  evanescentes  haud  amplius 
considerare  licet  tamquam  tria  data  ab  invicem  independentia :  tunc  igitur 
problema  istud  indcterminatum  maueret,  tribusque  locis  geocentiicis  per  orbi- 
tas  infinite  multas  satisfieri  posset.  In  tali  itaque  casu  necessario  quatuor 
longitudines  geocentricas  datas  esse  oportet,  ut  quatuor  elementa  incognita 
reliqua  (excidcntibus  inclinatione  orbitae  et  longitudine  nodi)  determinarc  liccat. 
Etiamsi  vero  per  principium  indiscemibilium  haud  exspectandum  sit,  talem 
casum  in  rerum  natura  unquam  se  oblaturum  esse,  tarnen  facile  praesumitur, 
probloma.  quod  in  orbita  cum  piano  eclipticae  omnino  coincidente  absolute 
indcterminatum  fit,  in  orhitis  perpanmi  ad  eclipticam  indinatis  propter  observa- 
tionum  praecisionem  limitatam  tantum  non  indcterminatum  manere  debere,  ubi 
vel  le^ässimi  obsen'ationum  eiTores  incognitarum  determinationem  penitus  tur- 
bare  valent.  Quamobrem  ut  huic  quoque  casui  consulamus,  alia  sex  data 
eligere  oportebit:  ad  quem  finem  in  Sectione  secunda  orbitam  incognitam  e 
quatuor  observationibus  determinarc  doccbimus,  quarum  duae  quidem  com- 
pletae  sint,  duae  rcliquac  autcm  incompletac,  latitudinibus  vc4  dcclinationibus 
deficientibus. 

Denique  quum  omnes  observationes  nostrae  propter  instrumentorum  sen- 
suumque  imperfectionem  non  sint  nisi  approximationes  ad  veritatem,  orbita, 
sex  tantum  datis  absolute  necessariis  superstructa,  erroribus  considerabilibus 
adhuc  obnoxia  esse  poterit.  Quos  ut  quantum  quidem  licet  extenuemus,  sum- 
mamque  adeo  praecisionem  possibilem  attingamus,  via  alia  non  dabitur,  nisi 
ut  observationes  perfectissimas  quam  plurimas  congeramus,  elementaque  ita 
perpoliamus,  ut  non  quidem  bis  vel  Ulis  praecisione  absoluta  satisfaciant,  sed 
cum  cunctis  quam  optime  conspii-ent.  Quonam  pacto  talem  consensum,  si 
nullibi  absolutum  tarnen  ubique  quam  arctissimum,  secundum  principia  cal- 
culi  probabilitatis  obtinere  liceat,  in  Sectione  tertia  ostendemus. 

Hoc  itaque  modo  determinatio  orbitainim,  quatenus  corpora  coelestia  se- 
cundum leges  KeplerI  in  ipsis  moventur,  ad  omnem  quae  desiderari  potest 
perfectionem  evecta  erit.     Ultimam  quidem  expolitionem  tunc  demum  suscipere 
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licebit,  ubi  etiam  perturbationes,  quas  planetae  reliqui  motui  inducunt,  ad 
calculum  erunt  revocatae:  quarum  rationem  quomodo  habere  oporteat,  quan- 
tum  quidem  ad  institutum  nostrum  pertinere  videbitur,  in  Sectione  quarta  bre- 
viter  indicabimus. 

116. 

Antequam  determinatio  alicuius  orbitae  ex  observationibus  geocentricis 
suscipitur,  bis  quaedam  reductiones  applicandae  erunt,  propter  nutationem, 
praecessionem,  parallaxin  et  aberrationem,  siquidem  summa  praecisio  requiri- 
tur:  in  crassiori  enim  calculo  has  minutias  negligere  licebit. 

Planetarum  et  cometarum  obscrvationes  vulgo  expressae  proferuntur  per 
ascensiones  rectas  et  declinationes  apparentes,  i.  e.  ad  situm  aequatoris  appa- 
rentem  relatas.  Qui  situs  quum  propter  nutationem  et  praecessionem  varia- 
bilis  adeoque  pro  diversis  observationibus  diversus  sit,  ante  omnia  loco  plani 
variabilis  planum  aliquod  fixum  introducere  conveniet,  ad  quem  finem  vel 
aequator  situ  suo  medio  pro  aliqua  epocha,  vel  ecliptica  adoptari  poterit :  pla- 
num posterius  plerumque  adhiberi  solet,  sed  prius  quoque  commodis  peculia- 
ribus  haud  spernendis  se  commendat. 

Quoties  itaque  planum  aequatoris  eligere  placuit,  ante  omnia  observatio- 
nes  a  nutatione  pmgandae,  ac  dein  adhibita  praecessione  ad  epocham  quan- 
dam  arbitrariam  reducendae  sunt :  haec  operatio  prorsus  convenit  cum  ea,  per 
quam  e  loco  stellae  fixae  observato  eiusdem  positio  media  pro  epocha  ddta 
derivatur,  adeoque  explicatione  hie  non  indiget.  Sin  vero  planum  ecHpticae 
adoptare  constitutum  est,  duplex  methodus  patebit:  scilicet  vel  ex  ascensioni- 
bus  rectis  et  declinationibus  ob  nutationem  et  praecessionem  correctis  deduci 
poterunt  longitudines  et  latitudines  adiumento  obliquitatis  mediae,  unde  lon- 
gitudines  iam  ad  aequinoctium  medium  relatae  prodibunt;  vel  commodius  ex 
ascensionibus  rectis  et  declinationibus  apparentibus  adiumento  obliquitatis  ap- 
parentis  computabuntur  longitudines  et  latitudines,  ac  dein  illae  a  nutatione 
et  praecessione  purgabuntur. 

Loci  terrae  singulis  observationibus  respondentes  per  tabulas  Solares  com- 
putantur,  manifesto  autem  ad  idem  planum  referendi  erunt,  ad  quod  observa- 
tiones  corporis  coelestis  relatae  sunt.  Quamobrem  in  computo  longitudinis 
Solls  negligetur   nutatio;    dein  vero   haec   longitudo   adhibita  praecessione   ad 
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epocham  fixam  reducctur,  atque  180  gradibus  aiigcbitur;  latitudini  Solis,  si- 
quidem  oius  rationcm  habere  operae  pretium  videtur,  sigaum  oppositum  tri- 
buctur :  sie  positio  terrae  heliocentrica  habebitur,  quam,  si  aequator  pro  piano 
fundamentali  electus  est,  adiumcnto  obliquitatis  mediae  in  ascensioncm  rectam 
et  dcclinationera  transformare  licebit. 


117. 

Positio  terrae  hoc  modo  e  tabulis  comi)iitata  ad  terrae  centrum  referenda 
est,  locus  observatus  autem  corporis  coelestis  ad  punctum  in  terrae  superficie 
spectat :  huic  dissensui  tribus  modis  remedium  afferre  licet.  Potest  scilicet  vel 
observatio  ad  centrum  terrae  reduci,  sive  a  parallaxi  liberari ;  vel  locus  helio- 
centricus  terrae  ad  locum  ipsum  obserA'ationis  reduci,  quod  efiicitur,  si  loco 
Solis  e  tabulis  computato  parallaxis  rite  applicatur;  vel  dcnique  utraque  po- 
sitio ad  punctum  aliquod  tertium  transfeni,  quod  commodissime  in  intersec- 
tione  radii  visus  cum  piano  eclipticae  assumitvu":  observatio  ipsa  tunc  immu- 
tata  manet,  reductionemque  loci  terrae  ad  hoc  punctum  in  art.  72  docuimus. 
Methodus  prima  adhiberi  nequit.  nisi  corporis  coelestis  distantia  a  terra  pro- 
xime  saltcm  nota  fuerit:  tunc  autem  satis  commoda  est,  praesertim  quoties 
observatio  in  ipso  meridiano  instituta  est,  ubi  sola  declinatio  parallaxi  afficitur. 
Ceterum  praestabit,  hanc  reductionem  loco  observato  immediate  ajjplicare, 
antequam  transformationes  art.  praec.  adeantur.  Si  vero  distantia  a  terra  pe- 
nitus  adhuc  incognita  est,  ad  methodum  secundam  vel  tertiam  confugiendum 
est,  et  quidem  illa  in  usum  vocabitur,  quoties  aequator  pro  piano  fundamen- 
tali accipitur,  tertia  autem  praeferetur,  quoties  omnes  positiones  ad  eclipticam 
referre  placuit. 

118. 

Si  coi-poris  coelestis  distantia  a  terra  alicui  observationi  respondens  pro- 
xime  iam  nota  est,  hanc  ab  efFectu  aberrationis  liberare  licet  pluiibus  modis, 
qui  methodis  diversis  in  art.  71  traditis  innituntur.  Sit  t  tempus  verum  ob- 
servationis;  0  intervallum  temporis,  intra  quod  lumen  a  corpore  coelesti  ad 
terram  descendit,  quod  prodit  ducendo  4  93 '  in  distantiam;  /  locus  observatus, 
l'  idem  locus   adiumento   motus  geocentrici  diumi  ad   tempus  ^4-0  reductus; 
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l"  locus  l  ab  ea  aberrationis  parte  purgatus,  quae  planetis  cum  fixis  communis 
est;  L  locus  terrae  verus  tempori  t  respondens  (i.  e.  tabularis  20"25  auctus) : 
denique  'L  locus  terrae  verus  tempori  ^—0  respondens.     His  ita  factis  erit 
I.     /  locus  verus  corporis  coelestis  ex  'L  visus  tempore  t  —  % 
II.     l'  locus  verus  corporis  coelestis  ex  L  visus  tempore  t 
III.     /"locus  verus  corporis  coelestis  ex  L  visus  tempore  t—^. 

Per  methodum  I  itaque  locus  observatus  immutatus  retinetur,  pro  tempore  vero 
autem  fictum  f— 6  substituitur,  loco  terrae  pro  eodem  computato;  methodus  11 
soll  observationi  mutationem  applicat,  quae  autem  praeter  distantiam  insuper 
motum  diurnum  requirit;  in  methodo  III  observatio  con-ectionem  patitur  a 
distantia  non  pendentem,  pro  tempore  vero  fictum  ^—6  substituitur,  sed  re- 
tento  loco  terrae  tempori  vero  respondente.  Ex  his  methodis  prima  longe 
commodissima  est,  quoties  distantia  eatenus  iam  nota  est,  ut  reductio  tempo- 
xis  6  praecisione  sufficiente  computari  possit. 

Quodsi  autem  haec  distantia  penitus  adhuc  incognita  est,  nulla  harum 
methodorum  immediate  applicari  potest :  in  prima  scilicet  habetur  quidem  cor- 
poris coelestis  locus  geocentricus,  sed  desideratur  tempus  et  positio  terrae  a 
distantia  incognita  pendentia;  in  secunda  e  contrario  adsunt  haec,  deest  ille; 
denique  in  tertia  habetur  locus  geocentricus  corporis  coelestis  atque  positio 
terrae,  sed  tempus  deest  cum  illis  datis  iungendum. 

Quid  faciendum  est  itaque  in  problemate  nostro,  si  in  tali  casu  solutio 
respectu  aberrationis  quoque  exacta  postiilatur?  Simplicissimum  utique  est, 
orbitam  primo  neglecta  aberratione  determinare,  quae  quum  efFectum  conside- 
rabilem  nunquam  producere  possit,  distantiae  hinc  ea  certe  praecisione  dema- 
nabunt,  ut  iam  observationes  per  aliquam  methodorum  modo  expositarum 
ab  aberratione  puigare,  orbitaeque  determinationem  acciu-atius  iterare  liceat. 
Iam  in  hocce  negotio  methodus  tertia  ceteris  longe  praeferenda  erit:  in  me- 
thodo enim  prima  omnes  operationes  a  positione  terrae  pendentes  ab  ovo  rax- 
sus  inchoandae  sunt:  in  secunda  (quae  ne  applicabilis  quidem  est,  nisi  tanta 
observationum  copia  adsit,  ut  motus  diurnus  inde  elici  possit)  omnes  operatio- 
nes a  loco  geocentrico  corporis  coelestis  pendentes  denuo  instituere  oportet : 
contra  in  tertia  (siquidem  iam  calculus  primus  superstructus  fuerat  locis  geo- 
centricis   ab    aberratione   fixarum   purgatis)   omnes   operationes  praeliminares  a 
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positione  tenao  et  loco  geocentrico  corporis  coclestis  pendentes  in  computo 
uovo  invariatae  retineri  potciunt.  Quin  adeo  hoc  modo  primo  statim  calculo 
aberrationem  complecti  licebit,  si  methodus  ad  detcrminationem  orbitae  ad- 
hibita  ita  comparata  est,  ut  valores  distantiarum  prodeant  prius,  quam  tempora 
correcta  in  calculum  introducere  opus  fuciit.  Tunc  aberrationis  quidem  caussa 
calculus  duplex  haud  necessarius  erit,  uti  in  tractatione  ampliori  problematis 
nostri  clarius  apparebit. 

119. 

Haud  dijRicile  esset,  e  nexu  inter  problematis  nostri  data  atque  incogni- 
tas,  eius  statum  ad  sex  aequationes  reducere,  vel  adeo  ad  pauciores,  quam 
unam  alteramve  incognitam  satis  commode  eliminare  liceret ;  sed  quoniam  nexus 
ille  complicatissimus  est,  hae  aequationes  maxime  intractabiles  evaderent;  in- 
cognitarum  separatio  talis,  ut  tandem  aequatio  unicam  tantummodo  continens 
prodeat,  generaliter  loquendo*)  pro  impossibili  haben  potest,  multoque  adeo 
minus  problematis  solutionem  integram  per  solas  operationos  directas  absol- 
vere  licebit. 

Sed  ad  duarum  aequationum  solutionem  X  =  0,  F  =  0 ,  in  quibus  duae 
tantum  incognitae  x,  y  intermixtae  remanserunt,  utique  reducere  licet  problema 
nostrum,  et  quidem  variis  modis.  Haud  equidem  necesse  est,  ut  .r,  y  sint  duo 
ex  elementis  ipsis:  esse  poterunt  quantitates  qualicunque  modo  cum  elemen- 
tis  connexae,  si  modo  illis  inventis  elementa  inde  commode  derivare  licet. 
Praeterea  manifesto  haud  opus  est,  ut  X,  Y  per  functiones  explicitas  ipsarum 
x^y  exhibeantur:  sufficit,  si  cum  illis  per  systema  aequationum  ita  iunctae 
sunt,  ut  a  valoribus  datis  ipsarum  a?,  y  ad  valores  respondentes  ipsarum  X,  Y 
descendere  in  potestate  sit. 

liO. 

Quoniam  itaque  problematis  natura  reductionem  ulteriorcm  non  permittit, 
quam  ad  duas  aequationes,  duas  incognitas  mixtim  implicantes,  rei  summa 
primo    quidem   in   idonea   hanim   incognitarum  electione  acquationumque  ador- 


•)  Quoties  obsenationeB  ab  invicem  tarn  parum  remotae  sunt,  ut  temponim  intervalla  tamquam  quan- 
titates infinite  parvas  tractare  liceat,  huiusmodi  separatio  utique  succedit,  totumque  problema  ad  solutionem 
Mquationis  algebraicae  septimi  octavive  gradus  reducitur. 
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natione  versabitur,  ut  tum  X  et  F  quam  simijlicissime  ab  x,  y  pendeant,  tum  ex 
harum  valoribus  inventis  elementa  ipsa  quam  commodissime  demanent:  dein 
vero  circumspiciendum  erit,  quo  pacto  incognitarum  valores  aequationibus  sa- 
tisfacientes  per  operation.es  non  nimis  operosas  eruere  liceat.  Quod  si  coecis 
quasi  tentaminibus  tantum  efficiendum  esset,  ingens  sane  ac  vix  tolerandus 
labor  requireretur,  qualem  fere  nihilominus  saepius  susceperunt  astronomi, 
qui  cometarum  orbitas  per  methodum  quam  indirectam  vocant  determinaverunt : 
magnopere  utique  in  tali  negotio  labor  sublevatur  eo,  quod  in  tentaminibus 
primis  calculi  crassiores  sufficiunt,  donec  ad  valores  approximatos  incognitarum 
perventum  fuerit.  Quamprimum  vero  determinatio  approximata  iam  habetur, 
rem  tutis  semper  expeditisque  methodis  ad  finem  perducere  licebit,  quas  ante- 
quam  ulterius  progrediamiur  hie  explicavisse  iuvabit. 

Aequationibus  X  =  0 ,  F  =  0 ,  si  pro  x,  y  valores  veri  ipsi  accipiuntur, 
€x  asse  sponte  satisfiet:  contra  si  pro  x^y  valores  a  veris  diversi  substituun- 
tur,  X  et  F  inde  valores  a  0  diversos  nanciscentur.  Quo  propius  vero  illi 
ad  veros  accedunt,  eo  minores  quoque  valores  ipsarum  X,  F  emergere  debe- 
bunt,  quotiesque  illorum  differentiae  a  veris  perexiguae  sunt,  supponere  lice- 
bit, variationes  in  valoribus  ipsarum  X,  F  proxime  proportionales  esse  varia- 
tioni  ipsius  x,  si  y,  vel  Variation!  ipsius  y,  si  x  non  mutetur.  Quodsi  itaque 
valores  veri  ipsarum  x,  y  resp.  designantur  per  6,  tj,  valores  ipsarum  X,  F  sup- 
positioni  a?  =  S  +  X,  ^  =  7j-f-[jt  respondentes  per  formam  X  =  aX  +  ßji,  F  = 
yX  +  Sjx  exhibebuntur,  ita  ut  coefficientes  a,  ß,  y,  8  pro  constantibus  haberi 
queant,  dum  X  et  (x  perexiguae  manent.  Hinc  concluditvu*,  si  pro  tribus  sy- 
stematibus  valorum  ipsarum  x,y,  a  veris  parum  diversorum,  valores  respon- 
dentes ipsarum  X,  F  determinati  sint,  valores  veros  ipsarum  ,r,  y  inde  deri- 
vari  posse,    quatenus  quidem  suppositionem  istam  admittere  licet.     Statuamus 

pro     X  —  a  ^    y  =  b     fieri     X  =  -4  ,      Y  =  B 
x  =  a',     y  =  h'  X  =  A',      Y  ^  B' 


y 


b"  X  =  A'\     Y=B' 


liabebimusque 

4   =a(a  -£)  +  ß(6  -r]),  J5   =  f  (a  -S)  +  8(i  -y]) 

A'  =  a{a'-^)  +  ^{b'-ri\  B'  = -^  {a' -  i) -\- b  {b' -  ri) 

A"  =  a  [a"-  %)  +  ß  [b"-  r,),  B"  =  y  («""  £)  +  §  [h"-  yj). 
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Hinc  fit, 

climinatis  a,  ,3,  •(,  o 

r         o  AB'-A'B'+a'  A"B-AB"  +a"{AB'-AB) 

*                 A-B"-A'B+A"B-AB"-[-AB'-AB 

^  _  b;A'B"-A"B')  +  b':A"B-AB"]  +  b"{AB'-A-B] 

'B'  -A"B-\-  A'B  -  AB'+AB'-  AB 

sive  in  forma  ad  calculum  commodiori 

p  ,    [a'-  o'  A"B-AB")  +  (.a"-a)  AB'-  A'B) 

*  ~  "   '     A'B'-A"B'+A-B-AB"+AB'-A'B 

_  ,     .    ib'-b]{A"B-AB")  +  {b"-by,AB'-A'B) 

'^  —  ''-r  A'B"-A"B'+A"B-AB"+AB'-A'B  ' 

Manifeste  quoque  in  his  formulis  quantitates  a,  b,  A,  B  cum  a',  h',  A',  B',  vel 
cum  tis  a",  b",  A",  B"  permutare  licet. 

Cetcrum  denominator  communis  omnium  harum  expressionum,  quem  etiam 
sub  formam  ,.4'—  A  {B"—  B)  —  [A"—  A)  [B'—  B)  ponere  licet,  fit 

=  (a  0  -  ß  f )  {  a'-  a)  b"-  b)  -  (a"-  a)  (6-  b)  \ : 

\inde  patet,  a,  n,  a",  b,  b\  b"  ita  accipi  debere,  ut  non  fiat  ^„~^  =  rr^j,  ■< 
alioquin  enim  haec  methodus  haud  applicabilis  esset,  sed  pro  S  et  tj  valores 
fractos  suggercret,  quorum  numeratores  et  denominatores  simul  evanescerent. 
Simul  hinc  manifestum  est,  si  forte  fiat  a8  — ßY  =  0,  eundem  defectum  me- 
thodi  usum  omnino  destruere,  quomodocunque  a,  a',  a",  6,  6',  6"  accipiantur. 
In  tali  casu  pro  valoribus  ipsius  X  formam  talem  supponere  oporteret  a\-\- 
ßji-l-s^^  +  C^^[Jt  +  0[j.jjL,  similemque  pro  valoribus  ipsius  Y,  quo  facto  analysis 
niethodos  praecedenti  analogas  suppeditaret,  e  valoribus  ipsanim  X,  Y  pro 
quatuor  systematibus  valorum  ipsarum  x,  y  computatis  harum  valores  veros 
eraendi.  Hoc  vero  modo  calculus  permolcstus  evaderet,  praetereaque  ostendi 
potest,  in  tali  casu  orbitae  determinationem  praecisionem  necessariam  per 
ipsius  rei  naturam  non  admittere:  quod  incommodum  quum  aliter  e\itari  ne- 
queat,  nisi  novis  observationibus  magis  idoneis  adscitis,  huic  argumento  hie 
non  immoramur. 


121. 

Quoties   itaque   incognitarum  valores   approximati   iam    in  potestate  sunt, 
veri  indc  per  methodum  modo  explicatam  omni    quae   desideratur   praecisione 
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derivari  possunt.  Primo  scilicet  computabuntur  valores  ipsarum  X,  Y  istis 
valoribus  approximatis  a,  b  respondentes :  qui  nisi  sponte  iam  evanescunt, 
calculus  duobus  aliis  valoribus  ab  Ulis  parum  diversis  a,  b'  repetetur,  ac  dein 
tertio  systemate  a",  b",  nisi  fortuito  ex  secundo  X  et  F  evanuerunt.  Tunc 
per  formulas  art.  praec.  valores  veri  elicientur,  quatenus  suppositio,  cui  illae 
formulae  innituntur,  a  veri  täte  haud  sensibiliter  discrepat.  De  qua  re  quo 
melius  iudicium  ferri  possit,  calculus  valorum  ipsarum  X,  Y  cum  Ulis  valori- 
bus correctis  repetetur:  qui  si  aequationibus  X  =  0,  Y  =  Q  nondum  satisfieri 
monstrat,  certe  valores  multo  minores  ipsarum  X,  Y  inde  prodibunt,  quam 
per  tres  priores  hj^otheses,  adeoque  elementa  orbitae  hinc  resultantia  longo 
exactiora  erunt,  quam  ea,  quae  primis  hypothesibus  respondent.  Quibus  si 
acquiescere  nolumus,  consultissimum  erit,  omissa  ea  hyjiothesi  quae  maximas 
differentias  produxerat,  duas  reliquas  cum  quarta  denuo  lungere,  atque  sie  ad 
normam  art.  praec.  quintum  systema  valorum  ijjsarum  x,  y  formare:  eodem- 
que  modo,  ubi  operae  pretium  videbitur,  ad  hypothesin  sextam  etc.  progredi 
iicebit,  donec  aequationibus  X  =  0,  F  =  0  tarn  exacte  satisfactum  fuerit, 
quam  tabulae  logarithmicae  et  trigonometricae  permittunt.  Rarissime  tarnen 
opus  erit,  ultra  systema  quartum  progi-edi,  nisi  hypotheses  primae  nimis  ad- 
iiuc  a  veritate  aberrantes  suppositae  fuerint. 


122. 

Quum  incognitarum  valores  in  hj-pothesi  secunda  et  tertia  sujiponendi 
■quodammodo  arbitrarii  sint,  si  modo  ab  hypothesi  prima  non  nimis  differant, 
praetereaque  caveatur,  ne  ratio  («" —  a)  :  (6"—  6)  ad  aequalitatem  huius  [a  —  a)  : 
{b'—  b)  convergat,  plerumque  statui  solet  a'  =  a,  b"  =  b.  Duplex  hinc  lucrum 
derivatur:  namque  non  solum  formulae  pro  E,  '/j  pauUo  adhuc  simpliciores  eva- 
dunt,  sed  pars  quoque  calculi  primi  eadem  manebit  in  hypothesi  secunda, 
aliaque  pars  in  tertia. 

Est  tamen  casus,  ubi  aliae  rationes  ab  hac  consuetudine  discedere  sua- 
■dent:  fingamus  enim,  X  habere  formam  X'—x,  atque  Y  hanc  Y'—y,  func- 
tionesque  X',  Y'  per  problematis  naturam  ita  comparatas  esse,  ut  erroribus 
mediocribus  in  valoribus  ipsarum  x,  y  commissis  perparum  afiiciantur,  sive  ut 
\"d^)'    ("Tu")'    VKxV    (t~)    ^^^^  quantitates  perexiguae,  patetque,  differentias 

21* 
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inter  valoie3  istarum  functionum  systemati  x  =  ^,  t/  =  -q  rcspoudentcs,  cosque 
qui  ex  x  =  a,  y  ^=  b  prodcunt,  ad  ordinem  quasi  altiorem  refcrri  posso,  quam 
differentias  5  — «,  t]  — 6;  at  valores  illi  sunt  X'=£,  F'=irj,  hi  vero  X.' = 
a  +  A,  Y'  =  b-{-B,  unde  scquitur,  a-\-A,  h-\-B  esse  valores  multo  exactiores 
ipsarum  x,  y,  quam  a,  b.  Quibus  si  hypothesis  secunda  superstruitur,  persaepe 
acquationibus  X  =  0,  F  =  0  tam  exacte  iam  satisfit,  ut  ulterius  progiedi  haud 
opus  sit;  sin  secus,  eodem  modo  ex  hj^pothesi  secunda  tertia  formabitiu-  fa- 
ciendo  a"  =  a'^ A'  =  a-{- A-\- A',  b"  =  h'-\- B' =  b-\-B-\- B',  unde  tandem,  si 
nondum  satis  praecisa  reperitur,  quarta  ad  noiinam  art.  120  eliciotur. 


123. 

In  praec.  supposuimus,  valores  approximatos  incognitanim  x,y  alicunde 
iam  haberi.  Quoties  quidcm  totius  orbitae  dimensiones  approximatae  in  po- 
testate  sunt  {ex  aliis  forte  observationibus  per  calculos  anteriores  deductae 
iamque  per  novas  corrigendae' ,  conditioni  illi  absque  difficultate  satisfieri  po- 
terit,  quamcunquc  significationem  incognitis  tribuamus.  Contra  in  determina- 
tione  prima  orbitae  penitus  adhuc  ignotae  (quae  est  problema  longe  difticilli- 
mum'  neutiquam  indifferens  est,  quasnam  incognitas  adliibeamus;  arte  potius 
talique  modo  eligendae  sunt,  ut  valores  approximatos  ex  ipsius  problematis 
natura  haurire  liceat.  Quod  exoptatissime  succedit,  quoties  tres  obsenationes 
ad  orbitae  investigationem  adhibitae  motum  heliocentricum  corporis  coelestis 
non  nimis  magnum  complectuntui'.  Huiusmodi  itaque  obsci^s-ationes  ad  deter- 
minationem  primam  semper  adhibendae  sunt,  quam  dein  per  observationes 
magis  ab  invicem  remotas  ad  lubitum  coiTigere  conveniet.  Nullo  enim  ne- 
gotio  perspicitur,  observationum  eiTores  ine%'itabiles  calculum  eo  magis  tur- 
bare,  quo  propiores  observationes  adhibeantm-.  Hinc  colligitur,  observationes 
ad  determinationem  primam  haud  temere  eligendas,  sed  cavendum  esse,  primo 
ne  sint  nimis  sibi  imicem  vicinae,  dein  vero  etiam  ne  nimis  ab  invicem  distent : 
in  primo  enim  casu  calculus  elementorum  observationibus  satisfacientium  ex- 
peditissime  quidem  absolveretur,  sed  his  elementis  ipsis  paiiim  fidendum  foret, 
quinimo  erroribus  tam  enormiter  depravata  evadere  possent,  ut  ne  aj)proxima- 
tionis  quidem  vice  fimgi  valerent;  in  casu  altero  vero  artiliciis,  quibus  ad  de- 
terminationem approximatam  incognitarum  ixtendum  est,  destitueremur,  neque 
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inde  aliam  derivaremus,  nisi  vel  crassissimam  ubi  hypotheses  multo  plures,  vel 
omnino  ineptam,  ubi  tentamina  fastidiosissima  haud  evitare  liceret.  Sed  de 
hisce  metbodi  limitibus  scite  iudicare  melius  per  usum  frequentem  quam  per 
praecepta  ediscitm-:  exempla  infra  tradenda  ostendent,  ex  observationibus  lu- 
nonis  22  tantum  diebus  ab  invicem  dissitis  motumque  heliocentxicum  7" 35' 
complectentibus  elementa  miüta  iam  praecisione  gaudentia  derivari,  ac  vicis- 
sim,  methodum  nostram  optimo  etiamnum  successu  ad  observationes  Cereris 
applicari,  quae  260  diebus  ab  invicem  distant,  motumque  heliocentricum  6 2° 5 5' 
includunt,  quatuorque  hypothesibus  seu  potius  approximationibus  successivis 
adhibitis  elementa  optime  cum  observationibus  conspirantia  producere. 


124. 

Progredimur  iam  ad  enumerationem  methodorum  maxime  idonearum  prin- 
cipiis  praecedentibus  innixarum,  quarum  quidem  praecipua  momenta  in  Libro 
primo  exposita  sunt,  atque  hie  tantum  instituto  nostro  accomodari  debent. 

Methodus  simplicissima  esse  videtur,  si  pro  x,  y  distantiae  corporis  coe- 
lestis  a  terra  in  duabus  observationibus  accipiantm-,  aut  potius  vel  logaritbmi 
harum  distantiarum  vel  logaritbmi  distantiarum  ad  eclipticam  sive  aequatorem 
proiectarum.  Hinc  per  art.  64,  V  elicientur  loca  heliocentrica  et  distantiae  a 
Sole  ad  eadem  loca  pertinentia;  hinc  porro  per  art.  HO  situs  jjlani  orbitae 
atque  longitudines  heliocentricae  in  ea;  hinc  atque  ex  radiis  vectoribus  tem- 
poribusque  respondentibus  per  problema  in  artt.  85—105  copiose  pertracta- 
tum  cuncta  reliqua  elementa,  per  quae  illas  observationes  exacte  repraesentari 
manifestum  est,  quicunque  valores  ipsis  x,  y  tributi  fuerint.  Quodsi  iam  per 
haec  elementa  locus  geocentricus  pro  tempore  observationis  tertiae  computa- 
tur,  huius  consensus  cum  observato  vel  dissensus  decidet,  utrum  valores  sup- 
positi  veri  fuerint,  an  ab  iis  discrepent;  unde  quum  comparatio  duplex  deri- 
vetur,  differentia  altera  (in  longitudine  vel  ascensione  recta)  accipi  poterit  pro 
X,  alteraque  (in  latitudine  vel  declinatione)  pro  Y.  Nisi  igitur  valores  harum 
differentiarum  X,  Y  sponte  prodeunt  =  0,  valores  veros  ipsarum  x,  y  per  me- 
thodum in  artt.  120  sqq.  descriptam  eruere  Ucebit.  Cetervim  per  se  arbitrarium 
est,  a  quibusnam  trium  observationum  proficiscamur :  plerumque  tarnen  praestat, 
primam  et  postremam  adoptare,  casu  speciali  de  quo  statim  dicemus  excepto. 
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Haccce  methodus  plcrisque  post  explicandis  eo  nomine  praeferenda  est, 
quod  applicationem  maxime  gcneralem  patitur.  Excipere  oportet  casum,  ubi 
duae  observationes  cxtrcmae  motum  hclioccntricum  180  vel  360  vel  540  etc. 
gradiium  complectuutur ;  timc  enim  positio  plani  orbitae  e  duobus  locis  helio- 
centricis  detcrminari  nequit  (art.  HO.  Perinde  methodum  applicare  haud  con- 
venict,  quoties  motus  heliocentricus  inter  duas  observationes  extremas  per- 
panim  differt  ab  180"  vel  360"  etc.,  quoniam  in  hoc  casu  determinatio  positio- 
nis  orbitae  accurata  obtineri  nequit,  sive  potius,  quoniam  variationes  le\^ssi- 
mae  in  valoribus  suppositis  incognitarum  tantas  variationes  in  positione  or- 
bitae et  proin  etiam  in  valoribus  ipsarum  X,  Y  producerent,  ut  hae  illis  non 
ami)lius  proportionales  censeri  possent.  \'erumtamcn  remedium  hie  praesto 
est;  scilicet  in  tali  casu  non  proticiscemur  a  duabus  observationibus  extremis, 
sed  a  prima  et  media,  vel  a  media  et  ultima,  adeoque  pro  X,  Y  accipiemus 
difFerentias  inter  computum  et  observationem  in  loco  tertio  vel  primo.  Quodsi 
autem  tum  locus  secundus  a  primo  tum  tertius  a  secundo  propemodum  180 
gradibus  distarent,  incommodum  illud  hoc  modo  tollere  non  liceret;  sed  prae- 
stat,  huiusmodi  observationes,  e  quibus  per  rei  naturam  determinatio  accurata 
situs  orbitae  erui  omnino  nequit,  ad  calculum  elementorum  haud  adhibere. 

Praeterea  haec  methodus  eo  quoque  se  commendat,  quod  nuUo  negotio 
aestimari  potest,  quantas  variationes  elementa  patiantur,  si  manentibus  locis 
extremis  medius  pauUulum  mutctur:  hoc  itaque  modo  iudicium  fem  poterit 
qualecunque  de  gradu  ju-aecisionis  clemcntis  inventis  tribuendae. 


135. 

Levi  mutatione  applicata  e  methodo  praecedente  secundam  eliciemus.  A 
distantiis  in  duabus  observationibus  profecti,  perinde  ut  in  illa,  cuncta  ele- 
menta determinabimus ;  ex  his  vero  non  locum  geocentricum  pro  obsen^atione 
tertia  computabimus ,  sed  tantummodo  usque  ad  locum  heliocentricum  in  or- 
bita  progrediemur ;  ex  altera  parte  eimdem  locum  heliocentricum  per  problema 
in  artt.  74,  75  tractatum  e  loco  geocentrico  observato  atque  situ  plani  orbitae 
derivabimus ;  hae  duae  determinationes  inter  se  differentes  (nisi  forte  valores 
veri  ipsarum  x,  y  suppositi  fuerint)  ipsas  X,  Y  nobis  suppeditabunt,  accepta 
pro  X  differentia  inter  duos  valores  longitudinis  in  orbita,    atque  pro   Y  dif- 
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ferentia  inter  duos  valores  radii  vectoris,  aut  potius  logarithmi  eins.  Haecce 
methodus  iisdem  monitionibus  obnoxia  est,  quas  in  art.  praec.  attigimus :  ad- 
iungere  oportet  aliam,  scilicet,  quod  locus  heliocentricus  in  orbita  e  geocen- 
trico  deduci  nequit,  qiioties  locus  terrae  in  alterutrum  nodorum  orbitae  in- 
cidit;  tunc  itaque  hanc  methodum  applicare  non  licet.  Sed  in  eo  quoque 
casu,  ubi  locus  terrae  ab  alterutro  nodorum  perparum  distat,  hac  methodo  ab- 
stinere  conveniet,  quoniam  suppositio,  variationibus  parvis  ipsariim  x^y  res- 
pondere  variationes  proportionales  ipsarum  X,  F,  nimis  erronea  evaderet,  per 
rationem  ei  quam  in  art.  praec.  attigimus  similem.  Sed  hie  quoque  remedium 
e  permutatione  loci  medii  cum  aliquo  extremorum,  cui  locus  terrae  a  nodis 
magis  remotus  respondeat,  petere  licebit,  nisi  forte  in  omnibus  tribus  obser- 
vationibus  terra  in  nodorum  viciniis  versata  fuerit. 


126. 

Methodus  praecedens  ad  tertiam  illico  sternit  viam.  Determinentur,  per- 
inde  ut  ante,  e  distantiis  corporis  coelestis  a  terra  in  observationibus  extremis 
longitudines  respondentes  in  orbita  cum  radiis  vectoribus.  Adiumento  positio- 
nis  plani  orbitae,  quam  hie  calculus  suppeditaverit,  eruatur  ex  observatione 
media  longitudo  in  orbita  atque  radius  vector.  Tunc  autem  computentur  ex 
his  tribus  locis  heliocentricis  elementa  reliqua  per  problema  in  artt.  82,  83 
tractatum,  quae  operatio  ab  observationum  temporibus  independens  erit.  Hoc 
itaque  modo  innotescent  tres  anomaliae  mediae  atque  motus  diurnus,  unde 
ipsa  temporum  intervalla  inter  observationem  primam  et  secundam  atque  inter 
secundam  et  tertiam  computare  licebit.  Homm  difFercntiae  ab  intervallis  veris 
pro  X  et  F  accipientur. 

Haec  methodus  minus  idonea  esset,  quoties  motus  heliocentricus  arcum 
exiguum  tantum  complectitur.  In  tali  enim  casu  ista  orbitae  determinatio  (ut 
iam  in  art.  82  monuimus)  a  quantitatibus  tertii  ordinis  pendet,  adeoque  prae- 
cisionem  sufficientem  non  admittit.  Variationes  levissimae  in  valoribus  ipsa- 
rum X,  y  producere  possent  variationes  permagnas  in  elementis  adeoque  etiam 
in  valoribus  ipsarum  X,  F  neque  has  illis  proportionales  supponcre  liceret. 
Quoties  autem  tres  loci  motum  heliocentricum  considerabilem  subtendunt,  me- 
thodi  usus  utique  succedet  optime,  siquidem  exceptionibus  in  artt.  praec.  ex- 
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plicatis  liiiud  tiubftur,    ad   quas   manifcsto   in  liac  quoque  methodo  rospicien- 
duni  ciit. 

127. 

Postquam  tics  loci  heliocentrici  eo  quem  in  art.  praec.  descripsimus  modo 
cruti  sunt,  sequenti  quoque  modo  procedi  poterit.  Determinentur  elementa 
rcliqua  per  problcma  in  artt.  85  —  105  tractatum  primo  e  loco  primo  et  se- 
ciindo  cum  intervallo  temporis  respondente,  dein  vero  eodem  modo  e  loco  se- 
cundo  et  tertio  temporisque  inteiTallo  respondente:  ita  pro  singulis  elemen- 
tis  duo  valores  prodibunt,  e  quorum  differentiis  duas  ad  libitum  pro  X  et  F 
accipere  licebit.  Magnopere  hanc  methodum  commendat  commodum  haud 
spernendum,  quod  in  hypothesibus  primis  elementa  rcliqua,  praeter  duo  ea 
quae  ad  stabiliendum  X  et  Y  cligimtui",  omnino  negligere  licet,  quae  in  ultimo 
demum  calculo,  valoribus  coiTectis  ipsarum  x,  y  superstmcto,  determinabuntur 
sive  c  sola  combinatione  prima,  sive  e  sola  secunda,  sive  quod  plorumque 
pracferendum  est  e  combinatione  loci  primi  cum  tertio.  Ceterum  clectio  illo- 
rum  duorum  elementorum,  quae  generaliter  loquendo  arbitraria  est,  magnam 
solutionum  varietatem  suppcditat;  adoptari  jioterunt  e.  g.  logarithmus  semi- 
parametri  cum  logarithmo  semiaxis  maioris,  vel  prior  cum  excentricitate ,  vel 
cum  eadem  posterior,  vel  cum  aliquo  horum  elementorum  longitudo  perihelii  : 
combinari  quoque  poterit  aliquod  horum  quatuor  elementoram  cum  anomalia 
excentrica  loco  medio  in  utroque  calculo  respondente,  siquidem  orbita  ellip- 
tica  evaserit,  ubi  formulae  2  7 — 30  art.  96  calculum  maxime  ex^jeditiun  afferent. 
In  casibus  specialibus  autem  haec  elcctio  quadam  circumspectione  indiget; 
ita  e.  g.  in  orbitis  ad  parabolae  similitudinem  vcrgentibus  semiaxis  maior  a 
ipsiusve  logarithmus  minus  idonei  forent,  quijipe  quorum  variationes  immodi- 
cae  variationibus  ipsarum  x,  y  haud  proportionales  censeri  possent:  in  tali 
casu  magis  e  re  esset  eügere  —  •  Sed  his  cautelis  eo  minus  immoramur, 
quiun  methodus  quinta  in  art.  seq.  explicanda  quatuor  hactenus  expositis  in 
Omnibus  fere  casibus  palmam  praeripiat. 

128. 
Designemus   tres  radios  vectores  eodem  modo  erutos  ut  in  artt.  12  5,  126 
per  r,  r',  r";    motum  angvilarem  heliocentricum  in   orbita  a  loco   secundo   ad 
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tertium  per  2f,  a  primo  ad  tertium  per  2/",  a  primo  ad  secundum  per  2f', 
ita  ut  habeatur  f  =  f-{-f";  sit  porro 

rV"sm2/'=  n,  rr"siii2/"  =  n',  rr'sm2f"  =  n" ; 

denique  producta  quantitatis  constantis  k  (art.  2)  in  temporis  intervalla  ab 
observatione  secunda  ad  tertiam,  a  prima  ad  tertiana,  a  prima  ad  secundam 
resp.  8,  6',  6".  Incipiatur  computus  duplex  elementorum  (perinde  ut  in  art. 
praec.)  tum  ex  r,  r',  f"  et  0",  tum  ex  r',  r",  f,  b:  in  utroque  vero  calculo  non 
ad  elementa  ipsa  progredieris ,  sed  subsistes,  quamprimum  quantitas  ea,  quae 
rationem  sectoris  elliptici  ad  triangulum  exprimit,  supraque  (art.  9  ] )  per  y  vel 
—  Y  denotata  est,  eruta  fuerit.  Sit  valor  huius  quantitatis  in  calculo  primo 
7]",  in  secundo  t].  Habebimus  itaque  per  formulam  18  art.  95  pro  semipara- 
metro  p  valorem  duplicem  : 

Sed  per  art.  82  habemus  insuper  valorem  tertium 

4rr'r"sra/"sin/''sin/"" 
P  =  n-n'+n" 

qui  tres  valores  manifesto  identici  esse  deberent,  si  pro  x,  y  ab  initio  valores 
veri  accepti  fuissent.     Quamobrem  esse  deberet 

6"      T)"«" 

T  -  "^ 

«       .,'  I    ^"  _  4e9"rrV'Bin/-sinr8inr  «'66" 

'  rjfj'nn  2riTi  rrr"coBfco3fcoiif 

Nisi  itaque  his  aequationibus  iam  in  primo  calculo  sponte  satisfit,  statuere 
licebit  ^       ,      riMB" 

Y  =  n  —  «'+  n"— 


2riTi"rr'r"  coBfcoBf'coBf" 

Haec  methodus  applicationem  aeque  generalem  patitiu-,  ac  secunda  in 
art.  125  explicata,  magnum  vero  lucrum  est,  quod  in  hacce  quinta  lijqDOtheses 
primae  evolutionem  elementorum  ipsorum  non  requirunt,  sed  in  media  quasi 
Tia  subsistunt.  Ceterura  simulatque  in  hac  operatione  eo  perventum  est,  ut 
praevideri  possit,  hypothesin  novam  a  veritate  haud  sensibiliter  discrepaturam 
esse,  in  hac  elementa  ipsa  vel  duntaxat  ex  r,  r',  f",  6",  vel  ex  r',  r",  f,  6,  vel 
•quod  praestat  ex  r,  r",  f,  6'  determinare  sufficiet. 

vn.  22 
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129. 

Quinqiu-  nuthodi  liactemis  expositae  protiniis  ad  totidem  alias  viam  ster- 
nunt,  quac  ab  illis  co  tantum  diffenmt,  quod  ])ro  x  et  y  loco  distantiarum  a 
tcna,  inclinatio  orbitae  atque  longitudo  nodi  ascendentis  accipiuntur.  Hae 
igitiir  mcthodi  novac  ita  so  habont: 

I.  Dctcriiiiuiintur  e\  x  et  ij  duobusquc  locis  f^cocentricis  extremis  sccun- 
dum  artt.  74,  7  5  longitudincs  heliocentricac  in  orbita  radiique  vectores,  atque 
hinc  et  ex  temporibus  lespondcntibus  omnia  rcliqua  elementa ;  ex  bis  denique 
locus  geocentricus  pro  tempore  observationis  mediae,  cuius  differentiae  a  loco 
obsen'ato  in  lougitudine  et  latitudinc  ipsas  X  et   F  suppeditabunt. 

Quatuor  reliquae  mcthodi  in  eo  conveniunt,  quod  e  positione  plani  orbi- 
tae locisque  gcocentricis  omnes  tres  longitudines  heliocentricae  in  orbita  ra- 
diique vectores  respondentes  computantur.     Dein  autem 

II.  elementa  reliqua  determinantur  e  duobus  locis  extremis  tantum  atque 
temporibus  respondentibus ;  secundum  haec  elementa  calculantur  pro  tempore 
observationis  mediae  longitudo  in  orbita  atque  radius  vcctor,  quarum  quanti- 
tatum  differentiae  a  valoribus  prius  inventis,  i.  e.  c  loco  geocentiico  deductis, 
ipsas  X,  Y  exhibebunt. 

III.  Aut  derivantiu'  orbitae  dimcnsioncs  reliquae  ex  omnibus  tribus  locis 
heliocentricis  artt.  82,  83  ,  in  quem  calculum  tempora  non  ingrediuntur :  dein 
temporum  intervalla  eniuntiu',  quae  in  orbita  ita  inventa  inter  observationem 
primam  et  secundam,  atque  inter  hanc  et  tertiam  elapsa  esse  deberent,  et 
quorum  differentiae  a  veris  ipsas  X,  Y  nobis  suggerent. 

W.  Calculantur  elementa  reliqiia  duplici  modo,  puta  tum  e  combinatione 
loci  priuii  cum  secundo,  tum  e  combinatione  secundi  cum  tertio,  adhibitis 
temponim  intervallis  respondentibus.  Comparatis  hisce  duobus  elementorum 
systematibus  inter  se,  e  differentiis  duae  quaecunque  pro  X,  Y  accipi  poterunt. 

V.  Sivc  denique  idem  calculus  duplex  tantummodo  visque  ad  valores  quan- 
titatis  in  art.  91  per  i/  denotatae  producitiu",  ac  dein  ])ro  X,  Y  expressiones 
in  art.  praec.  traditae  adoptantur. 

Ut  quatuor  ultimis  hanim  methodorum  tuto  uti  liceat,  loci  ten-ae  pro 
omnibus   tribus    observationibus    orbitae  nodis  non   nimis    vicini   esse    debent : 
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contra  usus  methodi  primae  tamtummodo  requirit,  ut  eadem  conditio  in  dua- 
bus  observationibus  extremis  locum  habeat,  sive  potius  (quoniam  locum  me- 
dium pro  aliquo  extremorum  substituere  licet),  ut  e  tribus  locis  terrae  non. 
plurcs  quam  unus  in  nodorum  ricinus  versentur. 


130. 

Decem  methodi  inde  ab  art.  124  explicatae  innituntur  suiipositioni,  valo- 
res  approximatos  distantiarum  corporis  coelestis  a  tciTa,  aut  positionis  plani 
orbitae,  iam  in  potestate  esse.  Quoties  quidem  id  agitur,  ut  dimensiones  or- 
bitae,  quarum  valores  approximati  iam  alicunde  innotuerunt,  puta  per  calcu- 
lum  anteriorem  observationibus  aliis  innixum,  per  observationes  magis  ab  in- 
vicem  remotas  corrigantur,  postulatum  illud  nuUis  manifesto  difficultatibus  ob- 
noxium  erit.  Sed  hinc  nondum  liquet,  quonam  modo  calculum  primum  aggredi 
liceat,  ubi  omnes  orbitae  dimensiones  penitus  adhuc  incognitae  sunt :  hie  vero 
problematis  nostri  casus  longe  gravissimus  atque  difficillimus  est,  uti  iam  ex 
problemate  analogo  in  theoria  cometarum  praesumi  potest,  quod  quamdiu  geo- 
metras  torserit  quotque  tentaminibus  irritis  originem  dederit  satis  constat. 
Ut  problema  nostrum  recte  solutum  censeri  possit,  manifesto  conditionibus 
sequentibus  satisfieri  oportet,  siquidem  solutio  ad  instar  normae  inde  ab  art.  1 1 9 
«xplicatae  exhibetur :  Primo  quantitates  x,  y  tali  modo  sunt  eligendae,  ut  va- 
lores ipsarum  approximatos  ex  ipsa  problematis  natura  petere  liceat,  saltem, 
quamdiu  corporis  coelestis  motus  heliocentricus  intra  observationes  non  nimis 
magnus  est.  Secundo  autem  requiritur,  ut  variationibus  exiguis  quantitatum 
w,  y  variationes  non  nimis  magnae  in  quantitatibus  inde  derivandis  respondeant, 
ne  ertores  in  illarum  valoribus  suppositis  forte  commissi  impediant,  quominus 
has  quoque  pro  approximatis  habere  liceat.  Denique  tertio  postulamus,  ut 
■operationes,  per  quas  a  quantitatibiis  x,y  successive  usque  ad  X,  K  progi-e- 
■diendum  est,  non  nimis  jirolixae  evadant. 

Hae  conditiones  criteiium  subministrabunt,  secundum  quod  de  cuiusvis 
methodi  praestantia  iudicium  ferri  poterit:  adhuc  evidentius  quidem  ea  appli- 
•cationibus  frequentibus  se  manifestabit.  Methodus  ea,  quam  exponere  iam 
accingimur,  et  quae  quodammodo  tamquam  pars  gravissima  huius  operis  con- 
«ideranda  est,    illis  conditionibus  ita  satisfacit,  ut  nihil  amplius  desiderandum 

22* 
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relinqucre  videatur.  Quam  antequam  in  forma  ad  praxin  commodissima  ex- 
plicare  aggrcdiamur,  quasdam  considerationcs  pradiminarcs  praemittemus,  adi- 
tumquc  quasi  ad  illam,  qui  alias  forsan  obscurior  minusquc  obvius  videri  pos- 
sit,  illustrabimus  atque  apcriemus. 

131. 

In  nrt.  111  ostensum  est,  si  ratio  intcr  quantitates  illic  atqixe  in  art.  128 
per  )i.  n\  u"  denotatas  cognita  fuerit,  corporis  coclestis  distantias  a  terra  per 
formulas  persiraplices  determinari  posse.  Quodsi  itaque  pro  x,  y  assumeren- 
tur  quotientes  -^^  -^5  pro  bis  quantitatibus  in  eo  casu,  ubi  motus  heliocen- 
tricus  inter  obscrvationcs  liaud  ita  magnus  est,  statim  valorcs  approximati  -p»  -^7 
sc  Offerent  {accipiendo  characteres  6,  Ö',  0"  in  eadem  signiücatione  ut  in  art.  128): 
binc  itaque  solutio  obvia  problematis  nostri  demanare  videtur,  si  ex  a?  et  y 
distantiae  duae  a  tena  eliciantiu-,  ac  dein  ad  instar  alicuius  ex  quinque  me- 
thodis  artt.  124  —  128  proccdatiir.  Revera,  acceptis  quoque  characteribus  y;,  tj" 
in  significatione  art.  128,  designatoque  analogice  per  yj'  quotiente  orto  ex  di- 
visione  sectoris  intcr  duos  radios  vcctores  contenti  per  aream  trianguli  inter 
eosdcm,  erit 

_n_^_V  ^}1  —  ^    iL 

n'  6'  '    T|  '  n'  6'   "    tj"' 

patetque  facile,  si  n,  n,  n"  tamquam  quantitates  parvae  primi  ordinis  spec- 
tentur,  esse  generaliter  loquendo  r^  — 1,  ''j'— 1,  t]"—^  quantitates  secundi  ordi- 
nis, adeoque  valorcs  ipsarum  x,  y  approximatos  ^7,  p-  a  veris  diffcrre  tantum- 
modo  quantitatibus  secundi  ordinis.  Nihilominus  re  propius  considcrata  me- 
thodus  haecce  omnino  inepta  invenititr,  cuius  phaenomeni  rationem  paucis  ex- 
plicabimus.  Levi  scilicet  negotio  perspicitur,  quantitatem  (0.1. 2\  per  quam 
distantiae  in  formulis  9,10,11  art.  1 1 4  multiplicatae  sunt,  ad  minimum  tertii 
ordinis  iieri,  contra  e.  g.  in  aequ.  9  quantitates  (0 . 1  .  2\  (1. 1 .  2\  'II .  1 .  2*  primi 
ordinis ;  hinc  autem  facile  sequitur,  en'orem  secundi  ordinis  in  valoribus  quan- 
titatum  —  ?  —7  commissum  producere  in  valoribus  distantiarum  errorem  ordi- 
nis 0.  Quamobrem,  secundum  vulgarem  loquendi  usum,  distantiae  tunc  quo- 
que errore  finito  afFectae  prodirent,  quando  temporum  interA'alla  infinite  parva 
sunt,  adeoque  neque  has  distantias  ncque  reliquas  quantitates  inde  derivandas 
ne  pro  approximatis  quidcm  habere  liceret,  methodusque  conditioni  secundae 
art.  praec.  adversaretur. 
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132. 

Statuendo  brevitatis  gratia 

(0.1.2)  =  a,  (O.I.2)D'=  -6,  (0.O.2)D  =  f,  [0  .11.2)  D"  =  d, 

ita  ut  aequatio  1 0  art.  1 1 4  fiat 

•N/  7     1  n     ,      ,    n" 

ao  =  o-|-c«  —  -)-«•— 7' 

coefficientes  c  et  d  quidem  erunt  piimi  ordinis,  facile  vero  ostendi  potest,  dif- 
ferentiam  c  —  d  ad  secundum  ordinem  referendam  esse.  Hinc  vero  sequitur, 
valorem  quantitatis  ''"^  J'  ex  suppositione  approximata  n:n"  =  9:6"  prodeun- 
tem  errore  quarti  tantum  ordinis  affectum  esse,  quin  adeo  quinti  tantum,  quoties 
observatio  media  ab  extremis  aeqiialibus  intervallis  distat.     Fit  enim  iste  error 

c9  +  d8"       cn  +  dn"  69";d-c!  (in"- in) 


,6  +  6."  n  +  n"  (6  +  6")  (Ti"e  +  Tje") ' 

ubi  denominator  secundi  ordinis  est,  numeratorisque  factor  alter  66"(</  —  c) 
quarti,  alter  -/]" — 7]  secundi,  vel  in  casu  isto  speciali  tertii  ordinis.  Exhibita 
itaque  aequatione  illa  in  hacce  forma 

'      n  +  n"  n' 

manifestum  est,  vitium  methodi  in  art.  praec.  propositae  non  inde  oriri,  quod 
quantitates  n,  n"  hisce  6,  6"  proportionales  suppositae  sunt,  sed  inde,  quod 
insuper  n'  ipsi  6'  proportionalis  statuta  est.  Hoc  quippe  modo  loco  factoris 
^    ,       valor  minus  exactus      q,     =  1   introducitur,  a  quo  verus 

'^2T)V'»-r'r"cos/-cos/-'cos/-" 

quantitate  ordinis  secundi  discrepat  (art.  128). 


133. 

Quum  Cosinus  angulorum  f,  f ,  /"',  perinde  ut  quantitates  yj,  tj"  ab  unitate 
difFerentia  secundi  ordinis  discrepent,  patet,  si  pro  —^;r~  valor  approximatus 
1  +  - — r-r,  introducatur,  eiTorem  quarti  ordinis  committi.  Quodsi  itaque  loco 
aequationis  art.  114  haecce  adhibetur 

^,         ,    ,    c6  +  d8"/,     I       66"    \ 
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iu  vulorem  distautiuc  B'  rediuidabit  eiTor  sccundi  oidinis,  quando  obscrvationes 
extremae  a  media  aequidistaut,  vel  primi  oidinis  in  casibus  reliquis.  Sed 
haeccc  nova  aequationis  illius  forma  ad  dcterminationem  ipsius  8'  haud  idonea 
est,  quia  quantitates  adhuc  incognitas  r,  r',  r"  involvit. 

lam  geneialiter  loquendo  quantitates  ^,  -^  ab  unitate  differentia  primi 
ordiuis  distant,  et  perinde  etiani  produ^tum  ~ :  in  casu  speciali  saepius  com- 
memorato  facile  jierspicitiu-,  hoc  productum  differentia  secundi  ordinis  tantum 
ab  unitate  discrepare.  Quin  adeo  quoties  orbita  ellijjsis  parum  excentrica  est, 
ita  ut  excentricitatem  tamquam  quantitatem  primi  ordinis  spectare  liceat,  dif- 
ferentia ^  ad  ordinem  uno  gradu  adhuc  altiorem  referri  poterit.  ^Manifestum 
est  itaque,  errorem  illum  eiusdem  ordinis  ut  antea  manere,  si  in  aequatiom; 
nostrii  pro  ;/°,  „  substituatur  r,-??'   unde  nanciscitur  formam  sequentem 


Continet  quidem  haec  aequatio  etiamnum  quantitatem  incognitam  r',  quam 
tamen  eliminari  posse  patet,  quum  tantummodo  a  o'  atque  quantitatibus  cog- 
nitis  pendeat.  Quodsi  dein  aequatio  rite  ordinaretur,  ad  octavum  gradum  as- 
cenderet. 

134. 

Ex  praecedentibus  iam  ratio  percipietur,  cur  in  methodo  nostra  pro  x,  y 
resp.  quantitates 

~  =  P     atque      2(^^-l)r'3=Q 

acccpturi  simus.  Patet  enim  primo,  si  P  et  Q  tamquam  cognitae  spectentur, 
o'  inde  per  aequationem 

determinari  posse,  ac  dein  h  et  h"  per  aequationes  4,  G  art.  114,  quum  habeatur 

Secundo  manifestum  est,  in  hypothesi  prima  pro  quantitatibus  P,  Q.  quarum 
valores  cxacte  veri  sunt 
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G^      J5_  r'r'dQ" 

6       rj"  rr"r;  rj"cos/'cos/''cos/" 

statim  obvios  esse  valores  approximatos  -^?  00",  ex  qua  hypothesi  in  determi- 
nationem  ijjsius  8'  et  proin  etiam  ipsarum  ^,  h"  redundabunt  eiTores  primi 
ordinis,  vel  secundi  in  casu  speciali  jiluries  commemorato.  Ceterum  etiamsi 
his  conclusionibus,  generaliter  loquendo,  tutissime  fidendum  sit,  tarnen  in  casu 
quodam  speciali  vim  suam  perdere  possunt,  scilicet  quoties  quantitas  (0 . 1  . 2), 
quae  in  genere  est  ordinis  tertii,  fortuito  fit  =  0  vel  tarn  parva,  u.t  ad  altio- 
xem  ordinem  referri  debeat.  Hoc  evenit,  quoties  motus  geocentricus  in  sphaera 
coelesti  prope  locum  medium  punctum  inflexionis  sistit.  Denique  apparet,  ut 
methodus  nostra  in  usum  vocari  possit,  necessario  requiri,  ut  motus  heliocen- 
tricus  inter  tres  observationes  non  nimis  magnus  sit:  sed  haec  restrictio,  per 
problematis  complicatissimi  naturam,  nullo  modo  evitari  potest,  neque  etiam 
pro  incommodo  habenda  est,  quoniam  semper  in  votis  erit,  determinationem 
primam  orbitae  incognitae  corporis  coelestis  novi  quam  primum  licet  suscipere. 
Praeterea  restrictio  illa  sensu  satis  lato  accipi  potest,  uti  excmpla  infra  tra- 
denda  ostendent. 


135. 

Disquisitiones  praecedentes  eum  in  finem  allatae  sunt,  ut  principia,  quibus 
methodus  nostra  innititur,  verusque  eins  quasi  nervus  eo  clarius  perspiciantur : 
tractatio  ij^sa  autem  methodum  in  forma  prorsus  diversa  exhibcbit,  quam  post 
applicationes  frequentissimas  tamquam  commodissimam  inter  jilru-es  alias  a 
nobis  tentatas  commendare  possumus.  Quum  in  determinanda  orbita  incognita 
e  tribus  observationibus  totum  negotium  semper  ad  aliquot  hypotheses  aut 
potius  approximationes  successivas  reducatur,  pro  lucro  eximio  habendum  erit, 
si  calculum  ita  adornare  successerit,  ut  iam  ab  initio  operationes  quam  jjIu- 
rimas,  quae  non  a  P  et  Q  sed  unice  a  combinatione  quantitatum  cognitarum 
pendeant,  ab  ipsis  hypothesibus  separare  liceat.  Tunc  manifesto  has  opera- 
tiones praeliminares,  singulis  hypothesibus  communes,  semel  tantum  exsequi 
oportet,  hj-pothesesque  ipsae  ad  operationes  quam  paucissimas  reducuntiu-. 
Perinde  maximi  momenti  erit,  si  in  singulis  hypothesibus  usque  ad  ipsa  ele- 
menta  progredi  haud  opus  fuerit,    horumque   computum  usque   ad  hypothesin 
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postiemam  reservarc  liccat.     Utioque   rcspectu  methodus  nostra,    quam    expo- 
nere  iam  aggredimur,  nihil  desidcrandum  lelinquere  videtur. 


136. 

Ante  omnia  trcs  locos  licliocentricos  ten-ac  in  sphacra  coelesti  A,  A'  A" 
(lig.  4)  cum  tribus  locis  geocentricis  respondentibus  corporis  coelestis  B,  B',  B" 
per  circiilos  maximos  iungere,  atque  tum  positionem  horum  circuloiiim  maxi- 
morum  respectu  eclipticae  siquidem  eclipticam  pro  piano  fundamentali  adop- 
tamus),  tum  situm  punctorum  B,  B',  B"  in  ipsis  computare  oportet.  Sint  a, 
a',  a"  tres  corporis  coelestis  longitudines  geocentricae ;  ß,  ß',  |3"  latitudines ;  /,  /', 
l"  longitudines  helioccntricae  terrae,  cuius  latitudines  statuimus  =  0  (art.  1 1  7,  72). 
Sint  pono  ■(,  -(■',  '("  circulorum  maximoruin  al)  A,  A',  A"  resp.  ad  B,  B',  B"  duc- 
torum  inclinationes  ad  eclipticam:  quas  inclinationes,  ut  in  ipsarum  dctermi- 
natione  normam  fixam  sequamur,  perpetuo  respectu  eins  eclipticae  partis  men- 
surabimus,  quae  a  punctis  A,  A',  A"  secundum  ordinem  signorum  sita  est,  ita 
ut  ipsarum  magnitudo  a  0  usque  ad  360"  numeretm-,  sive  quod  eodem  redit, 
in  parte  boreali  a  0  usque  ad  180°,  in  australi  a  0  usque  ad  — 180".  Arcus 
AB,  A'B',  A"B",  quos  semper  intra  0  et  ISO"  statuere  licebit,  designamus  per 
B,  8',  8".     Ita  ])ro  dcterminatione  ipsanam  ■(,  S  habcmus  formulas 

..  \  ^  tang  9 


2)  tanga  =  ^^^^i^^, 

quibus  si  placet  ad  calculi  confirmationem  adiici  possunt  sequentes : 
sinS  =  ^^)  cos  8  =  cos  3  cos 'a  —  l). 

siny  1  >  , 

Pro  determinandis  7',  6',  -f",  6"  manifesto  formulae  prorsus  analogae  habentur. 
Quodsi  simul  fuerit  ß  =  0,  a  — /  =  0  vel  =  ISo",  i.  e.  si  corjius  coeleste  simul 
in  oppositione  vel  coniunctione  atque  in  ecliptica  fuerit,  -(  fieret  indeterminata : 
at  supponemus,  hunc  casum  in  nulla  trium  obsenationum  locum  habere. 

Si  loco  eclipticae  aequator  tamquam  planum  fundamentale  adoptatum  est, 
ad  positionem  trium  circuloiiim  maximomm  respectu  aequatoris  determinandam 
praeter    inclinationes    insuper   requirentur  rectascensioncs   intersectionum  cum 
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acquatore :  nee  non  praeter  distantias  piiuctorum  B,  B\  B"  ab  bis  intersectio- 
nibus  etiam  distantias  punctonim  A,  A',  A"  ab  iisdem  computare  oportebit. 
<^uae  quum  a  problemate  in  art.  110  tractato  pendeant,  formnlarum  evolutioni 
liie   non  immoramur. 

137. 

Negotium  secundum  erit  determinatio  situs  relativi  illorum  trium  circulo- 
rum  maximorum  inter  se,  qui  pendebit  a  situ  intersectionum  mutuarum  et  ab 
inclinationibus.  Quae  si  absque  ambiguitate  ad  notiones  ciaras  ac  generale« 
reducere  cupimus,  ita  ut  non  opus  sit  pro  singulis  casibus  diversis  ad  figuras 
peculiares  recurrere,  quasdam  dilucidationes  iiraeliminares  praemittere  oportebit. 
Primo  scilicet  in  quovis  circulo  niaximo  duae  directiones  opjjositae  aliqno  modo 
distinguendae  sunt,  quod  tiet.  dum  alteram  tamquam  progressivam  seu  positi- 
vam,  alteram  tamquam  retrogradam  seu  negativam  consideramus.  Quod  quum 
per  se  prorsus  arbitrarium  sit,  ut  normam  certam  stabiliamus,  semper  direc- 
tiones ab  A,  A',  A"  versus  B,  B',  B"  ceu  positivas  considerabimus ;  ita  e.  g.  si 
interscctio  circuli  primi  cum  secundo  per  distantiam  positivam  a  puncto  A 
exhibetur,  baec  capienda  subintelligetur  ab  A  versus  B  'ut  D"  in  figura  nostra; ; 
si  vero  negativa  esset,  ipsam  ab  altera  parte  ipsius  A  sumere  oporteret.  Se- 
cundu  vero  etiam  duo  haemisphaeria,  in  quae  omnis  ciiculus  maximus  sphae- 
ram  integram  dirimit,  denominationibus  idoneis  distinguenda  sunt :  et  quidem 
hemisphaerium  superius  vocabimus,  quod  in  superficie  interiori  sphaerae  circu- 
lum  maximum  directione  progressiva  permeanti  ad  dextram  est,  alterum  rn- 
ferius.  Plaga  itaque  superior  analoga  erit  hemisphaerio  boreali  respectu  eclip- 
ticae  vel  aequatoris,  inferior  axistrali. 

His  rite  intellectis,  ambas  duorum  circulorum  maximorum  intersectiones 
commode  ab  invicem  distinguere  licebit :  in  una  scilicet  circulus  primus  e  se- 
cundi  regione  inferiori  in  superiorem  tendit,  vel  quod  idem  est  secundus  e 
primi  regione  superiori  in  inferiorem ;  in  altera  intersectione  opposita  locum 
habent.  Per  se  quidem  prorsus  arbitrarium  est,  quasnam  intersectiones  in 
problemate  nostro  eligere  velimus :  sed  ut  hie  quoque  iuxta  normam  invaria- 
bilem  procedamus,  eas  semper  adoptabimus  [D,  D',  D"  in  tig.  4  ,  ubi  resp. 
circulus  tertius  A"B"  in  secundi  A'B\  tertius  in  primi  AB,  secundus  in  primi 
plagam  superiorem  transit.  Situs  harum  intersectionum  detcrminabitur  per 
vn.  23 
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ipsarum  distantias  ii  i)unctis  A'  ot  A",  A  et  A'\  A  et  A\  quas  simplicitei 
per  A'D,  A"D,  AD\  A"D\  AD".  A'D"  designabimus.  Quibus  ita  factis  cii- 
culorum  inclinationos  aiutuac  cnmt  anguli,  qui  resp.  in  bis  intersectionnin 
piinc-tis  D,  D\  D"  intor  ciiTulorum  se  secantium  partes  eas  continentur,  qua« 
in  diiTctionc  progi-essiva  iaccnt :  has  inclinationes,  semper  inter  (i  et  180°  u« 
oipii'ndas.  per  e,  s',  t"  denotabimus.  Determinatio  harum  novem  quantitatuiii 
incognitaruui  e  cognitis  manifesto  ab  eodem  ])roblcmate  pcndet,  quod  in  art.  'i.'i 
tractavimns :   habemiis  itaque  aequationes  sequentes : 

Z)  sin  I  e  sin  \  A'D  -j-  A"D  =  sin  +  7"—  /'  sin  ^  '{"-{-  ■{' ] 

4)  sin  ,>c(;os  i   i4'D-L-^"Z)  =  co?.  ^  l"  —  I'  •iva.  ^  ■{"—•{ ) 

5)  cos  I  e  sin  \  A'D  —  A"D  =  sin  .J  /"—  /'  cos  |  'i"-\-'{') 
6,  cos  ^  £  cos  I  A'D  —  A"D  =  cos  ^  /"—  /',  cos  |  ^f"—  7'. 

Ex  acqiiatiouibus  3  et   1  innotescent    ^  A'D-^A"D    et  sin  ^  e,   e  duabus  reliqiii- 
}^A'D  —  A"D    et  cos^s:  hinc  A'D,  A"D  et  z.     Ambiguitas  determinationi  ai 
ciium  ^  J.'D-^^'.D.   I  ^'Z)  — J"Z)     per    tangentes    adhaerens    conditione    <  i 
decidetur,    quod   sin  ^  s    et    cos.|£   positivi   evadere  debent,    consensusque  intt  1 
sin^^e  et  cos^e  toti  calculo  confirmando  inserviet. 

Determinatio  quantitatum  AD',  A"D',  s',  AD",  A'D",  e"  prorsus  simili 
modo  perfcietur,  neqiie  opus  erit  octo  aequationes  ad  himc  calculum  adhi- 
bendas  huc  transscribere,   quippe   quae  ex  aequ.  3 — li   sponte  prodeunt,   si 


AD 

cum   AD' 
vel  cum  AD" 


A"D 

£ 

/"-  /' 

t" 

A"D' 

£' 

r-i 

'{" 

AD" 

e" 

r-i 

'( 

resp.  commutantur. 

Nova  adbuc  totius  calculi  confirmatio  derivari  potest  e  relatione  mutun 
inter  latera  angulosque  trianguli  sphaerici  inter  puncta  D,  D',  D"  formati. 
unde  demanant  aequationes  generalissime  verae,  quamcunque  sitnm  haec  punct;i 
habeant : 

smAD'-AD"  smA'D-A'B"\  e,m  A"D-A"D' 


Denique  si  loco  eclipticae  aequator  tamquam  planum  fundamentale  electi 
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est,  calculus  mutationem  non  subit,  nlsi  quod  pro  terrae  locis  heliocentricis 
A,  A',  A"  substituere  ojiortet  ea  aequatoris  puncta,  ubi  a  chculis  AB,  A'B', 
A"B"  secatur;  accipiendae  sunt  itaque  pro  l,  l\  l"  ascensiones  rectae  harum 
intersectionum,  nee  non  pro  A'D  distantia  puncti  D  ab  intersectione  secunda  etc. 


138. 

Negotinm  tertium  iaiii  in  eo  consistit,  ut  duo  loci  geocentrici  extremi  cor- 
])oris  coelestis,  i.  e.  puncta  B,  B",  per  circulum  maximum  iungantm*,  huius- 
que  interSectio  cum  circulo  maximo  A'B'  determinetur.  Sit  B*  haec  inter- 
sectio,  atque  ß'— a  eins  distantia  a  puncto  A',  nee  non  a*  eins  longitudo,  ß* 
latitudo.  Habemus  itaque,  propterea  quod  i>,  B',  B"  in  eodem  circulo  maximo 
iacent,   aequationem  satis  notam 

0  =  tang ß  sin  ;«"—  a ' )  —  tang ß"  sin  [a"—  a ,  -(-  taug  ß" sin  <x '  —  a  , 

quae,  substituendo  tang-f'sin(a  ■— /'i  pro   tangß',   sequentem  formam   induit 

0  =       cos  fa*—  /')  j  tang  ß  sin  (et"—  l')  —  tang  ß"  sin  a  —  /') } 

—  sin  (a*—  l')  j  tang  ß  cos  (a"—  l')  +  tang f 'sin  i^a"—  a)  —  tang  ß"cos  a  —  /') } . 

Quare  quum   sit  tang:a*  — /'i  =  cos  y' tang  (^'— a',  habebimus 

,           /j/         1                                  tang  ß  sin  ia"— r>  —  taneß"  sin  ia  —  r 
tang^O  — C3)   = ^^ ^-^ 


cos  Y '  (tang  ß  cos,«"-  l'i  —  taug  ß  "  cos  ici  -V  )  +  sin  y'sin  ict"  — 


Hinc    derivantur  formulae    sequentes,    ad    calculum   numericum  magis  ac- 
eommodatae.     Statuatur 

7)  tang  ß  sin  i^a"—  l')  ■—  tang  ß"  sin  ^a  —  /';  =  »S 

8)  tang  ß  cos  {a"—  V)  —  tang  ß"  cos  ( a  —  l']  =  T  sin  t 

9)  sin(a"— a)  ==  Tcost 
(art.  14,  ir,  eritque 

Ambiguitas  in  determinatione  arcus  8'—  a  per  tangentem  inde  oritur,  quod  cir- 
culi  maximi  A'B',  BB"  in  duobun  punctis  se  intersecant :    nos  pro  B*  semper 

23* 
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a(loi)tnbinuis  intiTsectionem  puncto  B'  proximain,  ita  ut  a  semper  cadat  intcr 
limiti's  —  VMi"  et  +9(i",  undc  ambiguitas  illa  toUitur.  Plorumque  tunc  valni 
arcus  o  qui  i)endot  a  curvatnra  niotus  geocentrici  quantitas  satis  modica  crit. 
et  quidein  generalitcr  loquendo  secundi  ordinis,  si  temi)oriiin  intervalla  tarn 
quam   qiumtitates  priiiii  ovdinis  s])ectantur. 

Quaenam  moditic-ationes  calculo  a])i)licandae  sint.  si  pro  eclii)tica  acquatdv 
tamquani  planum  fundamentale  electum  est.  ex  annotatione  art.  praec.  sjionri 
patebit. 

C'eteium  manifestum  est,  situm  puncti  7>"   indeterminatum   manere,  si  cir- 
culi   BB".  A'B'  omnino  coinciderent :   huuc   casum,   ubi   quatuor  puncta  A\B. 
B\  B"  in  eodem  circulo  maximo  iacerent,    a  disquisitione    nostra  excludimus. 
Conveniet  autem  in  eligendis  obsenationibus  eum  quoque  casum  evitare,  ul>i 
Situs    horum    quatuor   punctorum  a  circulo   maximo    parum   distat:    tunc    eniiii 
Situs  puncti  B'\  qui  in  operationibus  sequentibus  magni  momenti  est,  per  It 
vissimos  observationum  errores  nimis  afticeretm-,  nee  praecisione  nccessaria  dt 
terminari   posset.    —   Periude  i)unctum  B'   indeterminatum  manere  patet,  quo 
ties  puncta  B,  B"  in   unum  coineidunt  '  ,    in   quo  casu  ipsius  circuli  BB"  \>i> 
sitio  indeterminata  tieret.      Quamobrem  hunc  quoque  casum  excludemus,   quem 
admodum,  per  rationes  praecedcntibus  similes,  talibus  quoque  observationibii> 
abstinendum  erit,  ubi  locus  geocentricus  primus  et  ultimus  in  jjuneta  sphaerae 
sibi  proxima  cadunt. 

139. 

Sint  in  sphaera  coelesti  C,  C,  C"  tria  corporis  coelestis  loca  heliocentricn. 
quae  resj).  in  circulis  maximis  AB,  A'B',  A"B",  et  quidem  inter  A  et  B,  A'  et 
B',  A"  et  B"  sita  erunt  art.  (>  t.  III  :  praeterea  puncta  C,  C,  C"  in  eodem  cir- 
culo maximo  iacebunt.  puta  in  (>o.  tiuem  planum  orbitae  in  sphaera  coelesti 
proiicit.  Designabimus  per  r,  r',  r"  tres  corporis  coelestis  distantias  a  Sole 
per  p.  p',  p"  eiusdem  distantias  a  terra:  \wx  R,  R\  R"  teiTae  distantias  a  Sole. 
Porvo  statuimus  arcus   C'C",  CC",  C  C  resp.   =  2/;   2/'.   2/".    atque 

r'?-"sin  2/' =  «.  rr"sin  2/' =  ?/,  rr'sin  2/"=  h". 


• )  Sive  etiam  q\ioties  sibi  opposita  sunt ,    sed  de  hoc  casu    non  lomiimur,    qiium  methodus  nostra  ad 
observationes  tantum  intervallum  complectentes  non  sit  extendenda. 
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Habemus  itaque 

f'=f+f" 

A"C"-^  C"B" 
nee  non 


f'=f+f" 

AC+CB  =  h, 

A'C 

+  C'B'  =  h\         A 

-r  _ 

sin  .4  0               sinCB 

sin  5'    _ 

sin^'C"             sin  C'B' 
p'                       R' 

sin  0  " 

s.\n  A"G"           smC'B" 

r  [j  it 

Hinc  i)atet,  simulac  situs  punctorum  C,  C,  C"  innotuerit,  quantitates  r, 
r',  r",  p,  p',  p"  determinabiles  fore.  lam  ostendemus,  quomodo  ille  e  quantita- 
tibus 

V  =  ^  2(^-1).-=  Q 

elici  possit,    a  quibus  methodiim  nostram   proficisci  iam  siipra  declaravimus. 

140. 

Primo  observamns,  si  iV  fuerit  punctum  quodcunque  circuli  maximi  CC'C", 
distantiaeque  punctorum  C,  C,  C"  a  puncto  N  secundum  directionem  eandem 
numerantur,  quae  tendit  a  C  ad  C",  ita  ut  generaliter  fiat 

NC"-  NC  =2  /;         NC"-  NC  =  2  f,         NC-  NC  =  2  /"', 

haberi  aequationem 

I.  (I  =  sm2/'siniVC— sin  2/' sin  iVC'+ sin  2/" sin iVC". 

Iam  supponemus,  N  accipi  in  intersectione  circulorum  maximorum  BB'B", 
CC'C",  quasi  in  nodo  ascendente  prioris  supra  posteriorem.  Designemus  per 
S,  ß',  S",  35,  2)',  2)"  resp.  distantias  punctorum  C,  C",  C",  D,  D',  D"  a  circulo 
maximo  BB*B",  ab  alterutra  ipsius  parte  positive,  ab  altera  opposita  negative 
acceptas.  Hinc  manifesto  sinS,  sinS',  sinS"  resp.  proportionales  erunt  ipsis 
sin  iVC,  sin  iVC,  sin  iVC",  unde  aequatio  I  sequentem  induit  formam 

0  =  sin  2  fsin  S  —  sin  2  /" sin  S'+  sin  2  /"  sin  S" 

sive  multiplicando  per  >•  r'r" 
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II.  (1  =  wrsin  (£  —  «'/-'.sinS'-l- «"r"sinß". 

Pono  j)atet,  cssi'  siuS  ad  sinÜD'  ut  sinuni  distantiae  puncti  C  a.  B  ad  sinum 
distantiae  i)uncti  D'  a  B,  utraque  distantia  secundiiin  eandcm  directionem  men- 
sniata.      Habi^tur  itaque 


piorsiisqiu'  siniili   modo  cruitiir 

sin  2)"  sin  CB 


sinS 
siu  ß' 


SsinC'/?- 


sin  AD-ö '+  z,  sin  .-1  'D '- ö '+  s) 

sinEsin  C'-B"  sinS:'sin  C"S" 


oiuv,    —     sin^"U-ö"       ~      sin  ^"2>'-?"; 
Divideudü  itaqiu'  ai-quationem   II   per  r'siuS",   prodit 

rsinC'B  sin  .4  "I> '  -  o  "  ,     r'imC'B'  am  [A"  D  —  h" 


"  ~  "■  ;-"sinC"B"         sinylK'-o  ("sin  C"2i"      sin  ;4'D  -  o'-f- 1)  ~ "  ' 

(iuodsi    hie    arcura   C'B'  per   z   designamus,    pro    r,  r',  r"   valores   suos   ex   art. 
praec.   substituiimis,  brcvitatisque  caussa  ponimus 

^  jKsinösin  ;.-i"i>'— o";       

'  ^'  ~lR"s\ni"Bm,AD'-o        ~  ^ 

,  B'sinö'sin  ;.i"Z)  —  5"i      ■ 

'^)  iJ"8ino"sin,.4'I>-S'+3;   ~  "' 

aequatiü   uostra  ita  so  habebit 

ml     '    sin  z  —  3     I       j/  _  I 

I)  =  an  —  bn-  — ■. h «  •  I 

sin^  ■ 

Coefficientem  b  ctiam  per  formulam  sequentem  comptitare  licet,  quae  ex  aequa- 
tionibus  modo  allatis  facile  deducitui': 

13  '"" "•"^""     ' 


J/sinosin  -l'i)"— 5'-|- 3 

Caiculi   conürmandi    caussa  haud    inutile    erit,     utraque    formula   12  et   13    uti. 


^Handschriftliche  Bemerkung:',     Ad  fig.  l:  Sit  P  pohis   circuli  maxinii  CC'C"  eritquc 
[tto  N,  N"  die  doppelten  Dreiecksflächen  zn-ischen  den  Radien  vectoren  der  Erde  sind.J 
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Quoties  sm{A'D" — ^'-f  a)  maior  est  quam  sin  A'D  —  8'-{-  a,,  formula  posterior 
a  tabularum  erroribus  inevitabilibiis  minus  afiicietur,  quam  prior,  adeoque  huic 
praeferenda  exit,  si  forte  parvula  discrepantia  illinc  explicanda  in  valoribus 
ipsius  b  se  prodiderit;  contra  formulae  priori  magis  iidendum  erit,  quoties 
sin  (J.'D"— ß'+ a)  minor  est  quam  sm{A'D —  B'-{- a):  si  magis  placet,  medium 
idoneum  inter  ambos  valores  adoptabitur. 

Calculo  examinando  sequentes  quoque  formulae  inservire  possunt,  quarum 
tamen  derivationem  non  ita  difticilem  brevitatis  caussa  supprimimus : 

asinl"—}'         ftsin'r'— Z;      ein  :o'— 5)    ,    ain'l'^l 


i/cosßcosß' 


B"sinö"      sin  AD' 


ubi   U  exprimit  quotientem  ^.^  ,,^-  =  ~^^^~p-y  (art.  138  aequ.  10). 


141. 

Ex    P  =  ^  atque   aequatione  III   art.  praec.    sequitt 

,       ,       „    P+a  j     ,  sin  z-r: 

(71  +  n  !  jr—  =  bn      ^.^^     : 


hinc  vero  et  ex  Q  =  2[-^^ l)r'^  atque  r'  =  — ^^^  elicitur 

I         Q  sin  ä"  ,  jP  +  1     .      ,  > 

sm z  -\-  -„%  ■  .,3  =  b  ■—!—  sm  [z  —  a) 
sive 

§  sin  s* 
2Jt;'»sin?"   ""   r-P  +  « 

Statuendo  itaque  brevitatis  caussa 

14) 


in     sin?     sin  -j 

introducendoque  angulum  auxiliarem  lo  talem  ut  üat 

sinxj 

tang  (ü  =  —p-jr\ ' 

b  -=;-, COS  CS 

prodit  aequatio 

IV.  f  Q  sin  10  sin  «*  =  sin  'z  —  u)  —  o) , 
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ex   qua  incognitam  z  ciui'ic  oportcbit.     Ut  angiüus  cu  commodius  computetur, 
loinmlam   ])iai'ii'(U'ntc'ni   jno  taugtu  ita  exhiberc  conveniet 

,F  +  a  lang  3 

tang  u)  —  — • 

(juaniobicm  statucudo 
15) 

16 


'i-i^-')+i 


am 


habcbimus  ad  dt'termiuaudum  w  fonnulani  simplicissini 
,  e  P+a 

Computum  quantitatum  a,  l>,  c\  ü.  e  per  formulas  II  —  Mi,    a  solis  quantitatibus 

datis  pendcntem,  tamquam  negotium  quaitum  consideramus.    Quantitates  b,  c,  c 

i])sae  non  erunt  necessariae,  verum  soli  ipsarum  logarithmi. 

Ceterum  datur  casus  specialis,    ubi    haec   praecepta    aliqua  mutatione  in- 

digent.     Quoties  scilicet  circulus  raaximus  BB"  cum  A"B"  coincidit,  adeoque 

puncta  B,  B'   res]),  cum  D',  D,  quantitates  a,  b  valores  infinitos  nancisceren- 

tur.      Statuendo  in  hoc  casu 

Bsinösm  A'L>"-r.'+-    ^ 
R' smZ' sini  AD"— 0  '"' 

unde   faciendo 

.  r  sin  3 

tangto  =  ^^^—, 

^  1'+  .1  — -COSO) 

cadeni   aequatio   I\"   elicitur. 

Perinde  in  casu  special!,  ubi  o  =  0,  fit  c  infinita  atque  cu  :=  o,  unde  fac- 
tor  csinu)  in  aequatione  l\  indeterminatus  esse  videtiu":  nihilominus  revera 
determinatus  est,  ipsiusque  valor 

_  i'  +  g 

~  2lJ"8mo"  b-l    P+di'' 
uti  levis  atteutio  docebit.      In  hoc  itaque  casu  fit 


D'    •     X'.V2,6-liiP4-d) 
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142. 

Aequatio  IV,  quae  evoluta  ad  ordinem  octavum  ascenderet,  in  forma  sua 
non  mutata  expeditissime  tentando  solvitur.  Ceterum  e  theoria  aequationum 
facile  ostendi  potest  (quod  tarnen  fusius  evolvere  brevitatis  caussa  hie  super- 
sedemus),  hanc  aequationem  vel  duas  vel  quatuor  solutiones  per  valores  reales 
admittereP)].  In  casu  j^riori  valor  alter  ipsius  sin«  positivus  erit,  alterum  nega- 
tivum  reiicere  oportebit,  quia  i)er  problematis  naturam  r'  negativus  cvadere 
nequit.  In  casu  posteriori  inter  valores  ipsius  sins  vel  unus  positivus  erit 
tresque  reliqui  negativi  —  ubi  igitur  haud  ambiguum  erit,  quemnam  adoptare 
oporteat  —  vel  tres  jjositivi  cum  uno  negativo ;  in  hoc  casu  e  valoribus  po- 
sitivis  ii  quoque  si  qui  adsunt  reiici  debent,  ubi  z  maior  evadit  quam  ^',  quo- 
niam  per  aliam  problematis  conditionem  essentialem  p'  adeoque  etiam  sin  ^'— 2;) 
quantitas  positiva  esse  debet. 

Quoties  observationes  mediocribus  temporum  intervallis  ab  invicem  distant, 
plerumque  casus  postremus  locum  habebit,  ut  tres  valores  isositivi  ipsius  sin  2 
aequationi  satisfaciant.  Inter  has  solutiones  praeter  veram  reperiri  solet  ali- 
qua,  ubi  z  parum  differt  a  ^',  modo  excessu,  modo  defectu:  hoc  phaenomenon 
sequenti  modo  explicandum  est.  Problematis  nostri  tractatio  analytica  ei  soli 
conditioni  superstructa  est,  quod  tres  corporis  coelestis  in  spatio  loci  iacere 
debent  in  rectis,  quarum  situs  per  locum  absolutum  ten-ae  positionemque  ob- 


[*j    Handschriftliche    Bemerkung  :J  z    saltem    duos    valores    reales    habet ,    quoniam    valores   ipsius 

G  sin  2*  —  sin  ,?  +  i?)  pro  ä^o  atque  pro  z^  iso"  signa  opposita  habent ;  z  non  habet  plures  valores  reales 


ac  perinde  inter  s  :=  180°  et  3fi(i°.    Scilicet  hoc  evenit,  quoties  2tangÄ=  —  3  cotang^  +  y/ i'.)cotang.4^— l«v 
=  8tang(2  -\-  A).  — 

Die  Auflösung  der  Gleichung  a  sin «'  =  sin  [z  —  A,  lässt  sich  auf  eine  zierliche  Construction  zurück- 
führen.    Man  setze  cotang  z  =  x,  also  sin  z  =     ,  ^   ,  •     Folglich  die  Gleich\ing 


Es  handelt  sich  also  nun   um  den  Schnitt  der  Curve  y  — 

(1  -\-xn 
BiNET,  Ecole  polyt.  Cah.  20.  p.  285. 


186  THEOUIA   MOTLS  CORPOKLM   COELESTU  M.        I.IHF.K   II.    SE(  TIO   I. 

servataiii  (Utirminatiir.  liiiii  i^r  ipsius  rc-i  naturam  loci  Uli  iaccre  quidem 
debcnt  in  iis  rcctarmn  partibiis,  unde  lumcu  ad  terram  descendit :  sed  aequa- 
tiones  analyticae  hanc  rcstrictionem  non  agnoscunt,  omniaque  locorum  syste- 
mata,  qui  quidem  cum  Kepleiü  legibus  consentiunt,  perinde  complecti  debent, 
sive  ab  hac  terrae  parte  in  illis  rectis  iaceant,  sive  ab  illa,  sive  denique  cum 
ipsa  terra  coincidant.  lani  liic  ultimus  casus  utique  probleraati  nosti'o  satis- 
faciet,  quum  terra  ipsa  ad  normam  illarum  legum  moveatur.  Hinc  patet, 
aequationes  compreliendere  debere  solutionem,  in  qua  jmncta  C,  C,  C"  cum 
punctis  A,  A'.  A"  coincidant  quatenus  variationes  minutissimas  locis  terrae 
ellipticis  a  perturbationibus  et  parallaxi  inductas  negligimus) :  aequatio  itaque 
IV  semper  admittere  deberet  solutionem  z  =  h',  si  pro  P  et  Q  valores  veri 
locis  terrae  respondentes  acciperentur.  Quatenus  antem  illis  quantitatibus  va- 
lores tribuuntiu'  ab  Ins  non  multum  discrepantcs  quod  semper  supponere  licet, 
quoties  temporum  intervalla  niodica  sunt ,  inter  solutiones  aequationis  IV  ne- 
cessario  aliqua  rej^eriri  debet,  quae  proxime  ad  valorem  z  =  h'  accedit. 

Plerumque  quidem  in  eo  casu,  ubi  aequatio  IV  tres  solutiones  per  valo- 
res positivus  ipsius  sin  2  admittit,  tertia  ex  his  (praeter  veram  eamque  de  qua 
modo  diximus  valorem  ipsius  z  maiorem  quam  8'  sistet,  adeoque  analytice 
tan  tum  possibilis,  physice  vero  impossibilis  erit:  tunc  itaque  quamnam  adop- 
tare  oporteat  ambiguum  esse  nequit.  Attamen  contingere  utique  potest,  ut 
aequatio  illa  duas  solutiones  idoneas  diversas  admittat,  adeoque  problemati 
nostro  per  duas  orbitas  prorsus  diversas  satisfacere  liceat.  Ceterum  in  tali 
casu  orbita  vera  a  falsa  facile  dignoscetur.  quami)rimum  obsenationes  alias 
magis  remotas  ad  examen  revocare  licuerit. 

1+3. 

Simulac  anguhis  z  enitus  est,  statim  habetm-  r'  per  aequationem 


Porro  ex  aequationibus  P  =  —  atque  III  elicimus 

n'r'  P+aB'sin«' 
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lam  ut  formulas,  secundum  quas  situs  punctonim  C,  C"  e  situ  puncti  C 
determinandus  est,  tali  modo  tractemus,  ut  ipsarum  veritas  generalis  pro  iis 
quoque  casibus,  quos  tigiu'a  4  non  monstrat,  statim  eluceat,  observamus,  sinum 
distantiae  puncti  C  a  circulo  maximo  CB  (positive  sumtae  in  regione  supe- 
riori,  negative  in  inferiori)  aequalem  fieri  producto  ex  sin  s"  in  sinum  distantiae 
puncti  C  a  D"  secundum  directionem  progressivam  mensuratae,  adeoque 
=  —sine" sin  CD"  =  —  sin£"sin(2  + ^'D"— ß') ;  perinde  fit  sinus  distantiae 
puncti  C"  ab  eodem  circulo  maximo  =  —  sin  e'sin  C"D'.  Mauifesto  autem 
iidem  sinus  sunt  ut  sin  CC  ad  sin  CC",  sive  ut  ~  ad  ^i  sive  ut  n"r"  ad 
?i'r'.      Statuendo  itaque   CD'  =  C",  habemus 

V.  r"sinC"=  ^'  •  ^^  sin{z -^  A'D"—  ^'). 
Prorsus  simili  modo  statuendo   CD'  =  C  eruitur 

VI.  r sin C  =  *^'  •  -£^,-  sin :>  +  AD  —  8') 

VII.  r  sin  (C  +  AD"-  AD' :  =  r"P  ■  ^,  sin  (C"+  A"D  -  A"D'\. 
Combinando  aequationes  V  et  VI  cum  sequentibus  ex  art.  139   transscriptis 

VIII.  r"sin  ;;C"-  A"D'+  8")  =  R'sin  6" 

IX.  r  sin  (C  -  AD'+  8;  =  E  sin  ß, 

quantitates  C,  C",  r,  r"  ad  normam  art.  78  inde  derivabuntur.  Qui  calculus 
quo  commodius  absolvatur,  formulas  ipsas  huc  attulisse  haud  ingratum  erit. 
Statuatur 


sin  MD' - 

ü"  sine' 
sin  :Ä"D' - 

C0&  [AD' - 

B  sin  8 

cos  {A"D'- 


=  r. 


Computus  harum  quantitatum,  aut  potius  logarithmorum  earum,  a  P  et  Q 
etiamnum  independens,  tamquam  negotium  quintum  et  ultimum  in  operationi- 
bus  quasi  praeliminaribus  spectandum  est,  commodeque  statim  cum  computo 
ipsarum  a,  b  sive  cum  negotio  quarto  absolvitur,  ubi  fit  a  =  ^,-   —  Faciendo 

24* 


nr       sine 
»1 "        sin  E ' 
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dein 

n'r'        sine         •  ,      ait\        ^" 

•   -: — 7  •%l\\Z-\-AD—h        =  p 

sin  (2-\-  Ä'D" —  6')  =  p" 

■^lp-\    =  q 

x"  \"p"—  1    =  q" 

eliciemus  C  et  r  ex  j-sinC  =  />,  rcosC  =  (?,  atque  C"  et  r"  ex  r"sinC"=/>". 
»•"cosC"=  </"■  Ambiguitas  in  determinandis  C  et  C"  hie  adessc  nequit,  quia  r 
et  r"  necessario  evadere  debent  quantitates  positivae.  Calculus  jjcrfectus  per 
aequationem  \'II  si  lubet  confirmari  potent. 

Sunt  tarnen  duo  casus,  ubi  aliam  methodum  sequi  oportet.  Quoties  sci- 
licet  punctum  D'  cum  B  vcl  coincidit  vel  ipsi  in  sphaera  oppositum  est, 
sive  quoties  AD' — 6  =  0  vel  =  ISo°,  aequationes  VI  et  IX  necessario  identi- 
cae  esse  debent,  fierctque  x  ^  oo,  X^j  — 1  =0,  adeoque  q  indcterminata.  In 
hoc  casu  C"  et  r"  quidem  eo  quo  docuimus  modo  determinabuntur,  dein  vero 
C  et  /•  e  combinatione  aequationis  VII  cum  VI  vel  IX  elicere  oportebit.  For- 
mulas  ipsas  ex  art.  78  desumendas  huc  transscribere  supersedemus ;  obsei"va- 
mus  tantummodo,  quod  in  eo  quoque  casu,  ubi  est  AD'—  8  non  quidem  ^  0 
neque  =  lS(i",  attamen  arcus  valde  parvus,  eandem  methodum  sequi  praestat, 
quoniam  tunc  methodus  prior  praecisionem  necessariam  non  admitteret.  Et 
quidem  adoptabitur  combinatio  aequationis  VII  cum  VI  vel  cum  IX,  prout 
sinylD"— ^D'    maior  vel  minor  est  quam  sin  AD"— B). 

Perinde  in  casu,  ubi  punctum  D',  vel  ipsi  oppositum,  cum  B"  vel  coin- 
cidit vel  parum  ab  eodem  distat,  dcterminatio  ipsarum  C",  '""  per  methodum 
praecedentem  vel  impossibilis  vel  parum  tuta  forct.  Tunc  itaque  C  i't  /■  qui- 
dem per  illam  methodum  determinabuntur,  dein  vero  C'  et  r"  e  combinatione 
aequationis  VII  vel  cum  V  vel  cum  VIII,  prout  sin  A"D  —  A"D'  maior  vel 
minor  est  quam  sin[A"D  —  ^"  .  Ceterum  haud  metuendum  est,  ne  simul  D' 
cum  punctis  B,  B"  vel  cum  ])unctis  oi)positis  coincidat,  vel  parum  ab  ipsis 
distet :  casum  enim  eiun,  ubi  B  cum  B"  coincidit,  vel  perparum  ab  eo  distat, 
iam  supra  art.  138  a  disquisitione  nostra  exclusimus. 
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144. 

Arcubus  C,  C"  inventis,  punctorum  C,  C"  positio  data  erit,  poteritque  di- 
stantia  CC"  =  2/"  ex  C,  C"  et  e'  determinari.  Sint  u,  u"  inclinationes  cixculo- 
rum  maximorum  AB,  A"B"  ad  circulum  maximum  CC"  (quae  in  figura  4  resp. 
erant  anguli  C'CD'  et  180°— CCD'),  habebimusque  aequationes  sequentes, 
aequationibus  3  —  6   art.  137   prorsus  analogas : 

sin  /"sin  {-  («"+  «)  =  sin  4  e' sin  ^  C  +  C") 
sin  /"cos  -^  ( m"+  u)  =  cos  4  s'  sin  ^  (C  —  C") 
cos /'sin  ^  [u"—  u)  =  sin  i  s'  cos  -^  (C  +  C") 
cos  /"  cos  i  (u"—  u)  =  cos  4  s'  cos  ^  (C  —  C")  • 

Duae  priores  dabunt  4(m"+m)  et  sin/",  dnae  posteriores  4^ : «"— «<}  et  cos/';  ex 
sin/"  et  cos/"'  habebitur  /".  Angulos  \{u"-\-u)  et  4-(m" — u),  qui  in  ultima  de- 
mum  hypothesi  ad  determinandum  situm  plani  orbitae  adhibebuntnr,  in  hypo- 
thesibns  primis  negligere  licebit. 

Prorsus  simili  modo  /'  ex  s,  CD  et  C"D,  nee  non  f"  ex  s",  CD",  CD" 
derivari  possent :  sed  multo  commodius  ad  hunc  iinem  formulae  sequentes  ad- 
hibentur 

sin  2 /  =  r  sin  2  /'  •  -^, 

sin  2  /'"  =  '/-"sin  2  f  ■  —rr, ' 

ubi  logarithmi  quantitatum  -4S'  A—,  iam  e  calculis  praecedentibus  adsunt. 
Totus  denique  calculus  confirmationem  novam  inde  nanciscetur,  quod  üeri 
debet  2/"-f  2/"'=  2/':  si  qua  forte  difFerentia  prodeat,  nullius  certe  momenti 
esse  poterit,  siquidem  omnes  operationes  quam  accuratissime  peractae  fiierint. 
Interdum  tamen,  calculo  ubique  septem  figuris  decimalibus  subducto,  ad  ali- 
quot minuti  secundi  partes  decimas  assurgere  poterit,  quam  si  operae  pretium 
videtur  facillimo  negotio  inter  2  /",  2  /"  ita  dispertiemur,  ut  logarithmi  sinuum 
aequaliter  vel  augeantur  vel  diminuantur,  quo  pacto  aequationi  P  —  ^»'^^„g/'  ~  ^ 
omni  quam  tabulae  permittunt  praecisione  satisfactum  erit.  Quoties  f  et 
f"  parum  diffenmt,  differentiam  illam  inter  2/"  et  2/"  aequaliter  distribuisse 
sufficiet. 
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145. 

rost(iuiiiii  hoc  modo  cori)oris  coclostis  ])üsitiones  in  orbita  determinatae 
sunt,  dui)lo.\  eli'un-ntorum  calculus  tum  e  combinatiouf  loci  secundi  cum  tertio, 
tum  V  combinationo  i)rimi  cum  secundo,  una  cum  temporum  inteiTallis  respon- 
dentibus,  inchoabitur.  Antequam  vero  haec  operatio  suscipiatiir,  ipsa  tempo- 
rum inteivalla  quadani  conrctionc  oinis  habcnt,  siquidem  constitutum  fuerit. 
seciuidum  mcthodum  tertiam  art.  1  1  S  aberrationis  lationem  habere.  In  hocce 
scilicet  casu  pro  tem])oribus  veris  ücta  substituenda  sunt,  illis  resp.  493  p,  493  p', 
4',);<p"  minutis  .secuiidis  antcriora.  Pro  com])utandis  distautiis  p,  p',  p"  habcmus 
formulas 

_    Rain  AD'—:.       _   re.m  AD'-  C 
P     "~  '&mX-AD'+h    ~~  sinö 

r   ii'sin  o' —  z    r'sin  ö'—z] 

r  sin«  sinö' 


P  sinfC"-^l"X>'+S"  sino" 

Cetenim  si  observationes  ab  initio  statim  per  methodum  primam  vel  se- 
cundam  art.  118  ab  abeiTatione  piugatae  fuissent,  hicce  calculus  omittendus, 
neque  adeo  necessarium  forct,  valores  distantiarum  p,  p',  p"  eruere,  nisi  forte 
ad  confirmandum,  an  ii,  quibus  calculus  aberrationum  superstructus  erat,  satis 
exacti  fuerint.  Denique  sponte  patet,  totum  istum  calculum  tunc  quoque  sup- 
primendum  esse,  quando  abcrrationem  omnino  negligere  placuerit. 


UO. 

Calculus  clonu-ntorum,  liinc  ex  ;•',  r".  2/'  atque  tem])oris  intervallo  correcto 
inter  obseiTationem  secundam  et  tertiam,  cuius  productum  in  quantitatem  k 
(art.  1;  per  6  dcnotamus,  illinc  ex  ;•,  /•',  2/"  atque  temporis  inteiTallo  inter  ob- 
sei"\-ationcm  primam  et  secundam,  cuius  productum  per  k  esto  =  0",  secimdum 
methodum  in  artt.  88  — 105  expositam  tantummodo  usque  ad  quantitatem  illic 
per  j/  denotatam  producendus  est,  cuius  valorem  in  combinatione  i)riori  per  r^, 
in  posteriori  per  r"  denotabimus.      Fiat  deinde 

^1^*  =  P'  r'r'QQ"  ^  Q. 

Btj"  '  rr"r)T)"coafcoef'coaf"  ' 
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patetque,  si  valores  qiiantitatum  P,  Q,  quibus  totus  hucusque  calculus  super- 
structus  erat,  ipsi  veri  fuerint,  evadeie  debcre  P'  =  P,  Q'  =  Q.  Vice  versa 
facile  perspicitur,  si  prodeat  P'  =  P,  Q'  =  Q,  duplicem  elementorum  calculum, 
si  utrimque  ad  finem  perducatur,  numeros  prorsus  aequales  suppeditaturum 
esse,  per  qiios  itaque  omnes  tres  observationes  exacte  repraesentabuntur,  adeo- 
que  problemati  ex  asse  satisfiet.  Quoties  autem  non  fit  P'  =  P,  Q'  =  Q,  ac- 
cipientur  P' — P,  Q'—  Q  pro  X  et  Y,  siquidem  P  et  Q  pro  x  et  y  acceptae  fue- 
rint: adhuc  magis  commodum  erit  statuere  log  P  =  a?,  log  Q  ^  _y,  log  P'— log  P 
=  X,  logQ' — logQ^  Y.  Dein  calcnlus  cum  aliis  valoribus  ipsarum  x,  j/  re- 
petendus  erit. 

U7. 

Proprie  quidem  etiani  hie,  sicuti  in  deccm  methodis  supra  traditis,  arbi- 
trarium  esset,  quosnam  valores  novos  pro  x  et  j/  in  hypothesi  secunda  suppo- 
namus,  si  modo  conditionibus  generalibus  supra  explicatis  non  adversentur: 
attamen  quum  manifesto  pro  lucro  magno  habendum  sit,  si  statim  a  valoribus 
magis  exactis  proficisci  liceat,  in  methodo  hacce  parum  prudenter  ageres,  si 
valores  secundos  temere  quasi  adoptares,  quum  ex  ipsa  rei  natura  facile  per- 
spiciatur,  si  valores  primi  ipsarum  P,  Q  levibus  erroribus  affecti  fuerint,  ipsas 
P',  Q'  valores  multo  exactiores  exhibituras  esse,  siquidem  motus  heliocentri- 
cus  fuerit  modicus.  Quamobrem  semper  ipsas  P',  Q'  pro  valoribus  secundis 
ipsarum  P,  Q  adoptabimus,  sive  logP',  log  Q'  jiro  valoribus  secundis  ii^sarum 
X,  y,  si  log  P,  log  Q  primos  designare  suppositi  sint. 

lam  in  hac  hypothesi  secunda,  ubi  omnes  operationes  praeliminares  per 
formulas  1 — 20  exhibitae  invariatae  retinendae  sunt,  calculus  prorsus  simili 
modo  repetetur.  Primo  scilicet  determinabitur  angulus  w ;  dein  c,  r\  ^^^ ,  '^~ 
C,  >•,  4",  »•",  /",  f,  f".  E  differentia  plus  minusve  considerabili  inter  valores  novos 
harum  quantitatum  atque  primos  facile  aestimabitur,  utrum  operae  pretium  sit, 
necne,  correctionem  quoque  temporum  propter  aberrationem  denuo  computare : 
in  casu  posteriori  temporum  intervalla,  adeoque  etiam  quantitates  H  et  6",  eae- 
dem  manebunt  ut  ante.  Denique  ex  /',  r\  r" ;  /",  i\  r'  temporumque  intervallis 
eruentiir  t],  yj"  atque  hinc  valores  novi  ipsarum  P',  Q\  qui  plerumque  ab  iis, 
quos  hypothesis  prima  suppeditaverat ,  multo  minus  difFerent,  quam  hi  ipsi  a 
valoribus  primis  ipsarum  P,  Q.     Valores  secundi  ipsarum  X,  Y  itaque  multo 
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niinon-s  erunt.  (juum  primi.  ^alol•c'sque  st-cundi  ipsariini  P',  Q'  tamquam  va- 
lovt's  tertii  i])saruia  P,  Q  aduptabimtur,  et  cum  his  calculus  denuo  rej)etetur. 
Hoc  igitur  modo  sicuti  ex  liypothosi  secunda  numeri  cxactiores  resultaverant, 
quam  ex  prima,  ita  e  tcrtia  iterum  cxactiores  rcsultabunt,  quam  e  secunda, 
possentque  valores  tertii  ipsarum  P',  Q'  tamquam  quarti  i])sarum  P,  Q  adoj)- 
tari,  atque  sie  calculos  toties  repeti,  usque  dum  ad  hy])othesin  perseniatur,  in 
qua  X  et  Y  pro  evanescentibus  habere  liccret :  sed  quoties  hypothesis  tertia 
nondum  sufficiens  videatur,  valores  ij)sarum  P,  Q  in  hypothesi  quarta  adoji- 
tandos  secundum  methodum  in  artt.  I2u,  121  explicatam  e  tribus  primis  dc- 
ducere  pracstabit,  quo  pacto  ap])roximatio  celerior  obtinebitur,  raroque  opus 
erit,  ad  hypothesin  quintam  progiedi. 


U8. 

Quoties  elementa  e  tribus  observationibus  derivanda  adhuc  penitus  inco- 
gnita  sunt  cni  cvasui  methodus  nostra  imprimis  accomodata  est;,  in  hypothesi 
prima  ut  iam  monnimus  pro  P  et  Q  valores  approximati  -g-  et  ftÖ"  accipientur, 
ubi  6  et  0"  aliquantisper  ex  intervallis  temporuiu  uou  correctis  derivandae  sunt. 
Quorum  ratione  ad  intervalla  coiTecta  per  (x :  I  et  [i" :  1  resp.  expressa,  ha- 
bcbimus  in  liy])0thcsi  })rima 

X   =  log  (1  -  log  [l"^  log  Yj  —  log  7j" 

Y  =  —  log[ji  —  logp."— logTQ  —  log T]"-f- Comp.  logcosf+Cornj).  logcos/" 

4- Comp.  logcosf"+  2logr'— logr  —  logr". 

Logarithmi  quantitatum  p.,  [t"  respectu  partium  reliquanim  nullius  sunt  mo- 
menti;  logTj  et  logYj",  qui  ambo  sunt  ])ositivi,  in  X  aliquatenus  se  invicem 
destruunt,  praesertim  quoties  temporum  intervalla  fere  aequalia  sunt,  unde  X 
A'alorem  exiguum  modo  positivum  modo  negatiATim  obtinet;  contra  in  F  e 
partibus  uegativis  logTj  et  logr,"  compensatio  quidem  aliqua  partium  positiva- 
rum  Comp,  log  cos/",  Comp,  log  cos/',  Comp,  log  cos/'"  oritm-,  sed  minus  perfecta, 
plerumque  enim  hae  illas  notabiliter  superant.  De  signo  ijjsiiis  log  —77  in  ge- 
nere  nihil  determinare  licet. 

Iam  quoties  motus  heliocentricus  inter  observationes  modicus  est,  raro 
opus  erit,    usque  ad  hypothesin  quartam  progredi:    plerumque  tertia,    saepius 
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iam  secunda  praecisionem  sufficientem  praestabit,  quin  adeo  interdum  numeris 
ex  ipsa  hypothesi  prima  resultantibus  acquiescere  licebit.  luvabit  semper,  ad 
maiorem  minoremve  praecisionis  gradum,  qua  observationes  gaudent,  respicere : 
ingratum  enim  foret  opus,  in  calculo  praecisionem  afFectare  centies  milliesve 
maiorem  ea  quam  observationes  permittunt.  In  bis  vero  rebus  iudicium  per 
exercitationem  frequentem  practicam  melius  quam  per  praecepta  acuitur,  per- 
itique  facile  acquirent  facultatem  quandam  ubi  consistere  conveniat  recte  di- 
iudicandi. 


U9. 

In  ultima  demum  hypothesi  elementa  ipsa  calculabuntur,  vel  ex  f\  r',  r", 
vel  ex  /■",  r,  r',  perducendo  scilicet  ad  finem  calculum  alterutrum,  quem  in  hy- 
pothesibus  antecedentibus  tantummodo  usque  ad  y]  vel  y]"  prosequi  oportuerat: 
si  utrumque  perficere  placuerit,  harmonia  numerorum  resultantium  novam  to- 
tius  laboris  confirmationem  suppeditabit.  Attamen  praestat,  quam  primum  f, 
f,  f"  erutae  sunt,  elementa  e  sola  combinatione  loci  jwimi  cum  tertio  deri- 
vare,  puta  ex  f,  r,  r"  atque  temporis  intervallo,  tandemque  ad  maiorem  cal- 
culi  certitudinem  locum  medium  in  orbita  secundum  elementa  inventa  deter- 
minare. 

Hoc  itaque  modo  sectionis  conicae  dimensiones  innotescent,  puta  excen- 
tricitas,  semiaxis  maior  sive  semiparameter,  positio  perihelii  respectu  locorum 
heliocentricorum  C,  C,  C",  motus  medius,  atque  anomalia  media  pro  epocha 
arbitraria,  siquidem  orbita  elliptica  est,  vel  tempus  transitus  per  perihelium, 
si  orbita  fit  hyperbolica  vel  parabolica.  Superest  itaque  tantummodo,  ut  po- 
sitio locorum  heliocentricorum  in  orbita  respectu  nodi  ascendentis,  positio  huius 
nodi  respectu  puncti  aequinoctialis,  atque  inclinatio  orbitae  ad  eclipticam  (vel 
aequatorem)  determinentur.  Haec  omnia  per  solutionem  unius  trianguli  sphae- 
rici  efficere  licet.  Sit  ft  longitudo  nodi  ascendentis;  i  inclinatio  orbitae;  _</  et 
ff"  argumenta  latitudinis  in  observatione  prima  et  tertia;  denique  l—Sl  =  h, 
l"—  ß  =  K'.  Exprimente  iam  in  fig.  quarta  ft  nodum  ascendentem,  trianguli 
9,AC  latera  erunt  AD'—(,,g,h,  angulique  his  resp.  oppositi  /,  180° — '\,  u. 
Habebimus  itaque 

VII.  25 
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sin  4^  i  sin  4  //  -J-  //  =  sin  \  AD'—  4  sin  i'f-\-u) 
sin  i  i  cos  J  <;  -\-  h)  =  cos  4^  AD'—  C  sin  4^  ^f  —  m) 
cos  i  i  sin  I  '_<7  —  Ä I  =  sin  4-  AD'—  Q  cos  i  !|"if  +  m) 
cos  i  /'cos i  ^  —  A   =  cos  4  ^D'—  C  cos 4-  (1  —  m). 

Duae  primae  aequationes  dabunt  i'ff-\- /i>  et  sin | /,  duae  reliquae  4^  ff  —  h) 
et  cos 4«;  ex  ,9  innotescet  situs  pcrihelii  respectu  nodi  ascendentis,  ex  h  situs 
nodi  in  ecliptica;  denique  innotescet  i,  sinu  et  cosinu  se  mutuo  confirmanti- 
bus.  Ad  eundem  scopum  pervenire  possumus  adiumento  trianguli  R  A"C", 
ubi  tantummodo  in  formulis  praecedentibus  characteres  ff,  h,  A,  C,  "(,  u  in  ff", 
h",  A",  C",  f ",  M "  mutare  oportet.  Ut  toti  labori  adhuc  alia  confirmatio  con- 
cilietur,  haud  abs  re  erit,  calculum  utroque  modo  perficere:  unde  si  quae  le- 
viusculac  differentiae  inter  valores  ipsius  t,  ß  atque  longitudinis  perihelii  in 
orbita  inodcimt,  valores  medios  ado])tarc  conveniet.  Raro  tamcn  hae  diffe- 
rentiae ad  0,1  vel  o','2  ascendent,  siquidcm  omnes  calculi  Septem  figuris  deci- 
malibiis  accurate  elaborati  fiierant. 

Ceterum  quoties  loco  eclipticae  aeqiiator  tamquam  planum  fundamentale 
adoptatum  est,  nulla  hinc  in  calculo  differentia  orietur,  nisi  quod  loco  punc- 
torum  A,  A"  intersectiones  acquatoris  cum  circulis  maximis  AB,  A"B"  acci- 
piendae  sunt. 


150. 

Progredimur  iara  ad  illustrationem  huius  methodi  per  aliquot  exempla 
copiose  explicanda,  quae  simul  evidentissime  ostendent,  quam  late  pateat,  et 
quam  commode  et  expedite  semper  ad  finem  exoptatum  perducat*. 

Exemplum  primum  planeta  novus  luno  nobis  suppeditabit,  ad  quem  finem 
obsei-vationes  sequentes  Grenovici  factas  et  a  cel.  Maskelyne  nobiscum  com- 
municatas  eligimus. 


•  Male  loquuntiir,  qui  methodum  aliquam  alia  inagis  minusve  exactam  pronunciant.  Ea  enim  sola 
methodus  problema  solvisse  censeri  potest ,  per  quam  quemvis  praecisionis  gradum  attingere  saltem  in  po- 
testate  est.  Quamobrem  methodus  alia  alii  eo  tantum  nomine  palmam  praeripit ,  quod  eundem  praecisionis 
gradum  per  aliam  celerius  minorique  labore,  per  aliam  tardius  graviorique  opera  assequi  licet. 
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Temp.  med.  Grenov. 

Ascens.  recta  app. 

Decl.  austr.  app. 

1804    Oct.  5.    10^  öl'"  6' 
17.     9    58   10 
27.      9    16  41 

357''10'22;'35 
355    43  45,30 
355    11    10,95 

6"  40 

8    47 

1 0       2 

8" 
25 

28 

E   tabulis  Solaribus  pi 

0  üsdem  temporibus  invenitur 

Longit.  Solls  ab 
aequin.  appar. 

Nutati  0 

Distantia  a 
terra 

Latitudo 
Solis 

Obliquitas  appar. 
eclipticae 

Oct.   5 
17 
2  7 

192"28'53','71 
204    20  21,54 
214    16  52,21 

+  15','4  3 
+  15,51 
+  15,60 

0,998  8839 
0,995  3968 
0,992  8340 

-0','49 
+  0,79 
—  0,15 

23''2  7'59;'48 
59,26 
59,06 

Calculum  ita  adstruemus,  ac  si  orbita  adhuc  penitus  incognita  esset: 
quamobrem  loca  lunonis  a  parallaxi  liberare  non  licebit,  sed  hanc  ad  loca 
terrae  transferre  oportebit.  Primo  itaque  ipsa  loca  observata  ab  aequatore  ad 
eclipticam  reducimus,  adhibita  obliquitate  apparente,  unde  prodit: 


Longit.  appar. 
lunonis 

Latit.  appar. 
lunonis 

Oct.   5 
17 
27 

354"44'54','28 
352    34  44,51 
351    34   51,57 

—  4'*  59' 31 ','59 

—  6    21  56,2  5 

—  7    17  52,70 

Cum  hoc  calculo  statim  iungimus  determinationem  longitudinis  et  latitu- 
dinis  ipsius  zenith  loci  observationis  in  tribus  observationibus :  rectascensio  qui- 
dem  cum  rectascensione  lunonis  convenit  (quod  observationes  in  ipso  meri- 
diano  sunt  factae),  declinatio  autem  aequalis  est  altitudiui  poli  =  5l"28'39". 
Ita  obtinemus 


Long,  ipsius  zenith 

Latitudo 

Oct.   5 

24"  29' 

46"  53' 

17 

23    25 

47    24 

27 

23       1 

47    36 

196 


THEOKIA   MOTIS  CORl'OKLM   COELESTUM.        T.IBEK  II.    SECTIO   I. 


Inm  ad  iKjrniain  i)int«ceptoriun  in  art.  7  2  traditorum  determinabuntur  teiTac 
loci  ticti  in  ipso  piano  eclipticae,  in  quibus  corpus  coeleste  perindc  apparuissct 
atqiie  in  locis  veris  observationum.  Hoc  modo  prodit,  statuendo  parallaxin 
Solis  mediam   =  S','0 


Ueductio  longit. 

Rediictio  distantiae 

Ueductio  temporis 

Oct.    5 
2  7 

—  22','39            -1-0,000  3856 

—  27,21            +0,000  2329 

—  35,82            +0,000  2085 

—  05 1  9 

—  0,  1  2 

—  0,12 

Reductio  temporis  ideo  tantum  adiecta  est,  ut  appareat,  eam  omnino  insensi- 
bilem  esse. 

Deinde  omnes  longitudines  tum  planetac  tum  terrae  reducendae  sunt  ad 
aequinoctium  vemale  medium  pro  aliqua  epocha,  pro  qua  adoptabimus  initium 
anni  1805;  subducta  itaque  nutatione  adhuc  adiicienda  est  praecessio,  quae 
pro  tribus  obsersationibus  resp.  est  11 ','87,  lo"23,  8','86,  ita  ut  pro  observatione 
prima  adderc  oporteat  —  3','5fi,  pro  secunda  —  5','28,  pro  tertia  —  6','74. 

Deniquc  longitudines  et  latitudines  lunonis  ab  aberratione  fixarum  pur- 
gandae  sunt;  sie  per  regulas  notas  invenitur,  a  longitudinibus  resp.  subtrahi 
debere  19',' 12,  17','ll,  14','82,  latitudinibus  vero  addi  o"53,  r,'l8,  r,'7  5,  per  quam 
additionem  valores  absoluti  diminutionem  patientur,  quoniam  latitudines  austra- 
les  tamquam  negativae  spectantm-. 


151. 

Omnibus  hisce  rediictionibus  rite  applicatis,    vera  problematis  data  ita  se 
habcnt : 


Observationum  tempora  ad  meri- 

dianum  Parisinum  reducta 
lunonis  longitudines  a,  a',  a" 
latitudines  ^,  [5',  p" 
longitudines  teiTae  /,  /',  /" 
ogarithmi  distantiarum  R,  R\  R" 


Oct.  5,4  58  64  4 

354"44'3r,'60 

—  4    59  31,06 

12    28  27,76 

9,999  6826 


17,421  885 
352''34'22','12 
—  6    21   55,07 

24    19  49,05 


27,393  (177 

35l"34'30','0l 

—  7    17  50,95 

34    16     9,65 

9,996  9678 


DETERMINATIO  ORBITAE  E  TRIBUS  OBSERVATIONIBUS  COJIPLETIS. 


197 


Hinc  calculi  artt.  136,  137   numeros  sequentes  pi'oducuntg^^l 


T'  Y''  T" 

196"    0'    8','36 

191"  58'    0','33 

190''41'40;'17 

g,  Z\  h" 

18    23  59,20 

32    19  24,93 

43    11  42,05 

logarithmi  sinuum 

9,499  1995 

9,728  1105 

9,835  3631 

A'D,  AD',  AD" 

232°    6'26','44 

213*'12'29','82 

209"  43'     7;'47 

A"D,  A"D',  AD" 

241    51    15,22 

234    2  7      0,90 

221     13   57,87 

£,  e',  e" 

2    19  34,00 

7    13  37,70 

4    55  46,19 

logarithmi  sinuum 

8,608  3885 

9,099  6915 

8,934  1440 

log  sin  4- e' 

8,799  5259 

logcos  ^s' 

9,999  1357 

Porro 

seciindum  art.  138  habemus 

loo"  t,ati2"  3  . 

8,941  2494„           logtangß"    

.  .  9,107  4080« 

log  sin  ( Qt"  — 

/')    9,7332391„            In.o-sin   rt  — r^ 

.  .  9,693  5181« 
.  .  9,939  3180 

log  cos  <'(x"  — 

-  T) 9,92^ 

7904             logcosia  — /'] 

Hinc 

log (tang  ß  cos  fa"  —  l')  —  tang  ß"  cos  (a  —  /'))  =  log  Tsin  t 

.  .  8,578  6513 

log  sin  (a"— 

a)  =  log  T  cos  t 

.  .  8,742  3191,. 

Hinc  t  =  1 

4  5'*32'57','78                                         log  T 

.  .  8,826  0683 

^-{-^'=337    30  58,11                                          logsii 

i.tA-y") 

.  .  9,582  5441« 

■^1^1, 

Denique 

log(tangßsin(a"— 0  — tang  ß"  sin:  a  —  0)  =  logS 

.  .  8,203  3319« 

log- Tsin  f^-i- v"i                                                                      

.  .  8.408  6124« 

i-^g   J-  Olli  yt  ^^ 

1  ' 

nnrlp    Incr  tantr '^' — rs\                                                                              

.  .  9,794  7  1  9  5 

g'-a  =  31 

"se'U^Sl,  adeoque  a  =  0''23' 1  3','l2. 

Secundum  art.  140  fit 

A'D'-  ^" 

=  1  9 1  °  1  5'  1  S','8  5 

log  sin  ...  9,290  4352„;    log  cos 

.  .  9,991  5661« 

AD- -8 

=  194    48  30,62 

—      ...9,407  5427«;        —      . 

.  .  9,985  3301« 

A"D  -  h" 

=  198    39  33,17 

—      ...  9,5050667„ 

AD  -g'+a  =  200    10  14,63 

—      ...9,537  5909« 

AD"-h 

=  191    19     8,27 

—      ...9,292  8554« 

A'D"—8'-\-Q  =  189    17  46,06 

—      ...9,208  2723«. 
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?Iiiu-  st-quitur 

log«  ...  .  !i.r)49  4137,  a  =  +0,354  3592 

legi  ...  .  9,S(;i  3533. 

Formula  13  produceiet  logt  =  9,801  3531,  sed  valorem  illum  i»iaeferimus,  quo- 
niam  sin (.A'D  —  8'-}- "    maior  est  quam  &va.(A'D" — 6'-|-o). 

PoiTo  tit   per  art.   I  1  I 

3logie'siiio' 9,178  6252 

log  2 0,301  03(»0 

logsina 7,829  5ß0  1 

7,309  2153      adeoque  logt- =  2,690  7847. 

logt 9,861  3533 

logcosa 9,999  9901 

9,801  3032       uiide      --  =  0,720  7135. 

'  cos  3  ' 

Hinc  eruitur  </=  —  1,362  50  52.  löge  =  8,392  931  8„. 

Denique  per  formulas  art.  143  eruitur 

logx 0,091  3394„ 

logx" 0,541  8957.. 

logX 0,486  4480,, 

logX" 0,159  2352,.. 


152. 

C'alculis  praeliminaribus  hoe  modo  absolutis,  ad  hypothosiu  primam  tran- 
simus.  Intervallum  temporis  uon  coiToctum)  inter  observationem  secundam 
et  tertiam  est  dierum  9,971  192,  inter  primam  et  secundam  11,963  241.  Lo- 
garithmi  horum  numerorum  sunt  0,998  7471  et  1,077  8489,  unde  logO  = 
9,234  3285,  logO"  =  9,313  4303.     Statuemus  itaque  ad  hypothesin  primam 

X  =  logP  =  0,079  1018 
1/  =  logQ  =  8,547  7588. 

Hinc  tit  P  =  1,199  7804,   P+a  =  1,554  1396,    P-\-d  =  —0,162  7248; 
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löge 8,392  95t8„ 

log(P  +  a) 0,191  4900 

CAog{P-\-d)  .  .  .  0,788  5463„ 

logtangw    9,372  9881     iinde  (o  =  +  1  3"  1  6' 5i;'89,  ü)  + a  = -)- 13''40' 5','01. 

logQ 8,547  7588 

logc 2,690  7847 

logsinu) 9,361  2147 

logQfsinu)  ....0,599  7582 

Aequationi  Qrsinwsinc'' =  sin(2— 13°  40'5','01)  pavicis  tentaminibus  factis  sa- 
tisfieri  invenitur  per  valorem  z  —  14"35'4','90,  imde  fit  logsinz  —  9,401  0744, 
logr' =  0,32  5  1340.  Aequatio  illa  praeter  hanc  solutionem  tres  alias  admittit, 
puta 

z  =     32"    2' 28" 

z  =  137    27   59 

2  =  193      4   18. 

Tertiam  reiicere  oportet,  quod  s'inz  negativiis  evadit;  secundam,  quod  z  maior 
fit  quam  8';  prima  respondet  approximationi  ad  orbitam  terrae,  de  qua  in 
axt.  142  loquuti  sumus. 

Porro  habemus  secundum  art.  143 

log--^' 9,864  8551 

log(P+a) 0,191  4900 

C.  logsin(z— o) 0,610  3578 


log^    0,666  7029 

logP 0,079  1018 

log^    0,587  6011 

»+^'-0  —3'  =  2+ 199"  47'    i;'51  =  214"22'    6','41;  logsin  ....  9,751  6736,, 

z  +  A'D"—8'=z+18S    54  32,94  =  203    29  37,84;  logsin  ....  9,600  5923„. 

Hinc  fit  logp  =  9,927  0735,,,  log;>"  =  0,022  6459„,   ac  dein  log «7  =  0,293  0977,,, 
logq"  =  0,258  0086,,,  unde  prodit 
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c  = 

:  203"  17' 3  1:22 
210    10  58,88 

logr    =  0,330  Ol  78 
logr"=  0,321  2819. 

inique   per  art.   144 

obtinemus 

'}  («"-  Ml   = 

/•'  = 

20  5"  1S'10;'53 

—  3    14     2,02 

3    4  8   14,66 

log  sin  2/'.  .  . 
logr.  ...... 

(;  loo-  "'''   . 

.  .  .  9.121  8  791 
.  .  .  0,3  30  0178 
.  .  .  9,333  2971 

logsin2/' 9,121  8791 

logr" 0,321  2819 

C.log-^    9,412  3989 

logsin2/" 8,785  194  0  log  sin  2/" 8,855  5599 

2/'  =  3"  29'  4  6','0  3  2/"  =  4"  6'  4  3','28 

Aggi-egatum   2/'-|-2/"  hie   a   2/'  tantummodo   0"oi    (liffert. 

lam  ut  tempoia  propter  abeirationem  conigantur,  distantias  p,  p',  p"  per 
formulas  art.  145  computare,  ac  dein  per  ipsas  tempus  493^  vel  0^005  706  mul- 
tiplicare  oportet.     Ecce  (•alculum 

logr 0,33002      logr' 0,32513      logr" 0,32128 

logsinf^D'— C)  •  ■  9,23606  logsini^'— z;  . .  9,48384  logsin;A''Z)'— C")  •  9,61384 

C. logsing 0,50080      C.logsing' 0,27189     Clogsin^" 0,16464 

logp 0,06688      logp' 0,08086      logp" 0,09976 

logconst 7,75633  7,75633  7,75633 

log reductionis   ..  7,82321  7,83719  7,85609 

reductio   =           0,006  656  0,006  874  0,007  179 

Obsen atioiuim  tempora  correcta  inter\alla  logarithmi 

I.  Oct.  5,451  985 


IL  17,415  011 

m.  27,385  898 


11^963  023  1,077  8409 

9,970  887  0,998  7339 


Fiunt  itaque  logarithmi  quantitatum  Ö,  6"  correcti  9,234  3153  et  9,313  4223. 
Incipiendo  iam  determinationcm  elementorum  ex  /",  r',  r",  0  prodit  logYj  = 
0,000  2285,  perinde  ex  /",  r,  r',  6"  fit  log7j"=  0,000  3191.  Hunc  calculum  in 
Libri  primi  Sect.  III  copiose  explicatum  hie  apponere  supersedemus. 
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rändern  habemns  per  art.  1  4  6 

logO" 9,313  422:^ 

C.  logO 0,765  ÜS47 

log-/] 0,00(1  2285 

Clogr/' 9,999  6809 

logP' 0,079  0164 


2  logr' 0,650  2680 

C.logrr" 9,348  7003 

logÖO" 8,547  7376 

Clogr^r/' 9,999  4524 

C.  log  cos/' 0,000  2022 

C.  log  cos/' 0,000  9579 

C.  log  cos/"' 0,000  2  79  7 


log  Q' 8,547  5981 

E  prima  itaque  hyiiotliesi  resultat   X  =— 0,000  0854,    I'=  —  0,000  1607. 


153. 

In  hypothesi  secunda   ipsis  P,  Q  eos   ipsos   valores  tribnemus.    quos  in 
prima  pro  P',  Q'  invenimus.     Statuemus  itaque 

0,'  =  logP  =  0,079  0164 
y  =  logQ  =  8,547  5981. 

Quum   calculus   hie   prorsus   eodem  modo  tractandus  sit.   ut  in  hypothesi 
prima,  praecipua  eins  momenta  hie  apposuisse  sufficiet: 


lü   = 

13''15'38','I3 

C" 

= 

210"    8'24','98 

ü)-f-a  = 

13  38  51,25 

log  r 

= 

0,330  7676 

c  sin  tu  = 

0,5989389 

logr" 

= 

0,322  2280 

z  = 

14"  3  3'  19','00 

i 

(t«"+M) 

= 

205*'22'15','5S 

logr'  = 

0,325  9918 

i 

'«"—  m) 

= 

-3   14     4,79 

0S^  = 

0,667  5193 

V" 

- 

7  34  53,32 

og5^  = 

0,588  5029 

n 

= 

3  29     0,18 

c  = 

203"16'38','16 

2f" 

= 

4     5  53,12 

Reductiones  temporum  propter  aberrationem  denuo  computare  operae  haud 
pretium  esset,   vix  enim  2'  ab  iis  quas  in  hypothesi  prima  eruimus  differunt. 

Calculi  ulteriores  praebent  logTj  =  0,000  2270,  logY)"^  0.000  3173,  unde 
deducitur 

VII.  26 
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log  P'  =  (1,070  (( I  (57,         X  =  -f  0,001)  ooo:$ 

logQ'=  8,547  «110,  Y=  +0,000  0129. 

Hiiu-  patet,  qixanto  adhuc  magis  exacta  sit  hypothesis  secunda  quam  i)rinia. 


154. 

Ne  quidquain  dcsideiandum  relhiquatur,  adluic  tertiam  hypothesiu  ex- 
truemus,  iibi  nusus  valores  ipsarum  P',  Q'  in  hypothesi  secunda  crutos  tam- 
quam  valores  ipsarum  P,  Q  adoptabimus.      Statuondo  itaque 

X  =  logP=  0,0 7 U  ()l(i7 
^  =  logQ  =  8,-)17()110, 
praecipua  calculi  momenta  liacc  inveniuntur; 


U)   = 

i:4"l.V3S;'3!) 

f" 

= 

210"    8'25';65 

U)  +  0    = 

13  38  51,51 

logr 

= 

0,330  7040 

log  Qc  sin  <u  = 

0,5i)S9542 

logr" 

= 

0,322  2239 

z  = 

I.1»33'1C)','50 

J-  m"+  u 

= 

205*'22'14','57 

logr'  = 

0,325  9878 

i[u"-ui 

- 

—  3  14     4,78 

log^'  = 

0,G(37  5154 

2/' 

= 

7  34   53,73 

l«g^'  = 

0,588  4987 

2/- 

= 

3  29     0,39 

c  = 

203"l6'38;'41 

2/' 

= 

4      5  53,34 

Omnes  lii  numeri  ab  iis  quos  hypothesis  secunda  suppeditaverat  tarn  j)a- 
rum  (lifferunt,  ut  certo  concludere  liceat,  hypothesin  tertiam  nuUa  amplius  cor- 
rectione  indigere  ").  Progredi  itaque  licet  ad  ipsam  elementorum  deterrainatio- 
nem  ex  2/',  r,  r",  6',  quam  huc  transscribere  supersedemus ,  quum  iam  supra 
art.  97  cxempli  loco  in  extenso  allata  sit.  Nihil  itaque  superest,  nisi  ut  po- 
sitionem  plani  orbitae  ad  normam  art.  149  computemus,  epochamque  ad  initium 
anni   1805  transferamus.     Calculus  ille  superstniendus  est  numeris  sequentibus : 


•)  Si  calcuhis  pcrinde  iit  in  hypothesibus  antecedentibus  ad  fincm  perduceretur,  prodiret  X  =  », 
Y  =  —0,000  0(103,  qiii  valor  tamquam  evanescens  considerandus  est,  et  vis  supra  incertitiidinem  figurae 
decimali  «Itimae  semper  inhaerentem  exsurgit. 


DETERMINATIO 

OKBITAE  E 

IRIBIS 

OBSERVATION 

^D'-C 

=        9 

^55 

5r,'4i 

i'j  +  w 

=  202 

IS 

13,855 

i  (T  —  " 

=  —  6 

IS 

5,495, 

unde 

der 

ivamus 
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J^IgJ^h   =   196"43'14;'62 

ii(/  —  /i    =  —  4  37  24,41 

^i=        (j  33  22,05. 

Fit  igitur  h  =  20  l"  20' 39','03,  adeoqiie  Q,  =  l—h=  l  71°  7'48','73  ;  porro  (/  = 
192"5'50','21,  et  proin,  quum  anomalia  vera  pro  observatione  prima  in  art.  9  7 
inventa  sit  =  3J  0°  55'29"64,  distantia  perihelii  a  nodo  ascendente  in  orbita 
=  241°  10'20"57,  longitudoque  perihelii  =  52"  18'9','30;  denique  inclinatio  or- 
bitae  =  13''ü'44','10.  —  Si  ad  eundem  calcnhim  a  loco  tertio  proficisci  malu- 
mi;R,  habemus 

A"D'-C  =     24"]S'35','25 
i{f-\-u")   =  196  24  54,98 
iif—u")   =  —  5  43   14,S1. 
Hinc  elicitur 

^iy'^h")=     21  l''24'32','44 

^{(f"—h")  =  —  ]  1   43  48,49 

4-/  =  (3  33  22,0  5, 

atque  hinc  longitudo  nodi  ascendentis  =  T' — h"  ^  1  7  l"  7'4S','72,  longitudo  peri- 
helii =  52"  1  8'9','30,  inclinatio  orbitae  =  1  3" 6' 4 4"  10,  prorsus  eaedem  ut  ante. 
Intervallum  temporis  ab  observatione  ultima  usque  ad  initium  anni  1805 
est  dierum  64,614  102;  cui  respondet  motus  heliocentricus  medius  53293','65 
=  14''48' 13"65;  hinc  fit  epocha  anomaliae  mediae  pro  initio  anni  1805  in  meri- 
diano  Parisino  =  349''34'12','38,  atque  epocha  longitudinis  mediae  —  41°52'2r,'6S. 


155. 

Quo  clarius  clucescat,  quanta  praecisione  elementa  inventa  gaudeant,  lo- 
cum  medium  ex  ipsis  computabimus.  Pro  Oct.  17,415011  anomalia  media  in- 
venitur  =  332"28'54;'76,  hinc  vera  315"  l'23;'02  atque  logr' =  0,325  9877  (vid. 

26* 
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cxcmpla  artt.  13,  14);  illa  aequalis  esse  deberet  anomaliae  verae  in  observa- 
tione  prima  auctae  angulo  >/",  vel  anomaliae  verae  in  obsenatione  tertia  di- 
minutae  angulo  2/"  i.e.  =  31 5"  l'22','0S :  logarithmus  radii  vectoris  vero  = 
0,325  9878:  differentiae  pro  nihilo  habendae  sunt.  Si  calculus  pro  observa- 
tione  media  usque  ad  locum  gepcentricum  continuatur,  numeri  resultant  ab 
observationc  paucis  tantum  minuti  secundi  partibus  centesimis  deviantes  art.  63  , 
quales  differentiae  <ab  erroribus  inevitabilibus  c  tabularum  jn'aecisione  limitata 
oriundis  quasi  absorbentur. 

Exemplum  praccedens  summa  praecisione  ideo  tractavimus,  ut  api>areat. 
quam  facile  per  methodum  nostram  solutio  quam  accuratissima  obtineri  possit. 
In  ipsa  praxi  rai-o  opus  erit,  liunc  typum  aeque  anxie  imitari:  plerumque 
sufüciet,  sex  figui'as  decimales  ubique  adhibere,  et  in  exemplo  nostro  secunda 
iam  hypothesis  praecisioncm  haud  minorem,  primaque  praecisionem  abunde 
sufficientem  suppeditavissot.  Haud  ingi'atam  fore  lectoribus  censemus  compa- 
rationem  elementorum  ex  hypothcsi  tertia  erutorum  cum  iis,  quae  prodeunt, 
si  hypothesis  secunda  vel  adeo  prima  perinde  ad  eundem  scopum  adhibitae 
fuisscnt.     Haec  tria  elementorum  systemata  in  schemate  sequente  cxhibemus: 


ex  h>-pothesi  III 

ex  hypothesi  II 

ex  hj-pothesi  I 

Epocha  longit.  med.  180  5 

4l"52'2l','GS 

4l''52'lS','40 

42"r2'37','83 

motus  inedius  diurnus 

S  2  1';  7  990 

S24;'79  78 

823','502G         1 

pcrihelium 

52"  IS'    9;'3n 

52"  18'    6','66 

52"  41'    9','81 

? 

14    12     1,87 

14    11   59,94 

14    24  27,49 

logar.  semiaxis  maioris 

0,422  4389 

0,422  4394 

0,422  8944 

nodus  ascendens 

171"    7'48','73 

171°    7'49','15 

171"    5'48;'86 

inclinatio  orbitae 

13      6  44,10 

13      6  45,12 

13      2  37,50 

Computando  locum  heliocentricum  in  orbita  pro  observationc  media  per 
sccundum  elementorum  systema,  invenitur  error  logarithmi  radii  vectoris  =  0, 
error  longitudinis  in  orbita  ^0','03;  comimtando  vero  istum  locum  per  sy- 
stema ßx  hypothesi  prima  derivatum  prodit  eiTor  logarithmi  radii  vectoris  = 
0,000  0002,  error  longitudinis  in  orbita  =  r,'3 1 .  Continuando  vero  calculuin 
usque  ad  locum  geocentricum  invenitur 
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ex  hj-pothesi  11 

ex  hypothesi  I 

Longitudo  geocentiica 

error 

latitudo  geocentrica 

error 

352"  34'  22','26 
0,14 

—  6  21  55,06 
0,01 

352»  34'  19;'97 
2,15 

-6  2  1  54,4  7 
0,60 

156. 

Exemplum  secuiidum  a  Pallade  sumemus,  ciiius  observationes  seqiientes 
Mediolani  factas  e  C'ommercio  litterario  dar.  de  Zach.  Vol.  XIV.  pag.  90  ex- 
cerpimiis. 


Tempus  medium  Mediol. 

Asc.  recta  app. 

Declin.  app. 

1805   Nov.     5.     14''  14"'  4' 

78"  20'  3  7','8 

2  7"  16'  5  6'; 7  Austr. 

Dec.     6.     11    51    27 

73      8    48,8 

32    52    44,3 

1806   lan.    15.       8    50    36 

67    14     11,1 

28    38      8,1 

Logo  eclipticae  hie  aequatorem  tamquam  planum  fundamentale  accipiemus, 
calculoque  ita  defungemur,  ac  si  orbita  penitus  adhuc  incognita  esset.  Primo 
e  tabulis  Solls  pro  temporibus  propositis  sequentia  petimus : 


Longitudo  Solis  ab 
aequin.  med. 

Distantia  a  ten-a 

Latitudo 

Nov.   5 
Dec.    6 
lan.  15 

223"  14'     7;'61 
254    28    42,59 
295      5    47,62 

0,990  4311 
0,984  6753 
0,983  8153 

+  o;'59 

+  0,12 
-  0,19 

Longitudines  Solis,  adiectis  praecessionibus  +7"59,  +3','36,  —  2','1  1  ad 
initium  anni  1806  reducimus,  ac  dein,  adhibita  obliquitate  media  23"2  7' 53','53 
latitudinumque  ratione  rite  habita,  ascensiones  rectas  et  declinationes  inde  de- 
ducimus.     Ita  invenimus 
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Asccnsio  recta  Solis 

Declinatio  Solls 

Nov.    5 
Dec.    6 
lan.  15 

220''46'44','65 
253      9    23,26 
297      2    51,11 

15"  49'  43','94  Austr. 
22    33    39,45 

21      S    12,98 

Ilae  positiones  ad  centnmi  tmac  rcforuntiir,  adeoqnc  paiallaxi  adiecta 
ad  locum  observatiouis  rcducondac  sunt,  quam  positiones  planetae  a  paiallaxi 
puigare  non  liceat.  Rectascensiones  ipsius  zenith  in  hoc  calculo  adhibendae 
cum  rectasccusionibus  planetae  conveniunt  quoniam  obscivationes  in  ipso  me- 
ridiano  sunt  institutae,  declinatio  vero  nbicjuc  ciit  altitudo  i)oli  =  4.")"  28'. 
Hinc  eruuntur  numeri  sequentes: 


Asc.  recta  terrae 

Declinatio  terrae 

Log.  dist.  a  Sole 

Nov.    5 
Dec.    6 
lan.  15 

40"  46' 48','51     1     15"  49' 48','59   Bor. 
73      9    23,26         22    33    42,83 
117      2    4  6,09         2)       8    17,29 

9,9958375 
9,993  3099 
9,992  9259 

Loca  observ'ata  Palladis  a  nutatione  et  abenatione  fixanim  liberanda,  ;i« 
dein  adiecta  praecessione  ad  initium  anni  1806  reducenda  sunt.  Hisce  titulis 
sequentes  correctiones  positionibus  obser^•atis  applicare  oportebit: 


Observatio  I          11        Observation 

Observatio  III 

Asc.  r. 

Decl.       1      Asc.  r.       |        Decl. 

Asc.  r. 

Decl. 

Nutatio 

aberratio 

praecessio 

-]2','S6 
-18,13 
+    ■>,4  3 

—  3','08 

—  9,89 
+  0,62 

-  12','21 

-  22,68 
+    2,25 

—  3';  4  2 

-  1,63 
+  0,39 

—  13','06 
-15,60 

—  1,51 

—  3';  7  5 
+  9,76 
-0,33 

summa 

—  25,56 

—  12,35 

—  32,64 

—  4,66 

—  30,17 

+  5,68 

inodeunt  positiones  sequentes  Palladis,  calculo  substruends 


T.  m.  Parisinum 


Nov.  5,574  074  ,  78»  20'  I2','24  i  -27"  17'  9','05 
36,475  035  |  73  8  16,16  |  —32  52  48,96 
76,349  444  i  67  13  40,93  :  —28  38   2,42 
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157. 

Primo  nunc  situm  circulorum  maximorum  a  locis  heliocentricis  terrae  ad 
locos  geocentricos  planetae  ductorum  determinabimus.  Intersectionibus  honim 
circulorum  cum  aequatore,  aut  si  mavis  illorum  nodis  ascendentibus,  charac- 
teres  21,  21',  21"  adscriptos  concipimus,  distantiasque  punctorum  B,  B\  B"  ab 
bis  punctis  per  A,  A',  A"  designamus.  In  maiori  operationum  ])arte  pro  A, 
Ä,  A"  iam  21,  21',  21",  et  pro  o,  c',  ö"  iam  A,  A',  A"  substituere  oportebit;  ubi 
vero  A,  A',  A",  o,  o',  ö"  retinere  oj)orteat,  lector  attentus  vel  nobis  non  monen- 
tibus  facile  intelliget. 

Calculo  facto  iam  invenimus 


Ascens.  recta  punctorum 
21,  31',  21" 

T'  'h  f 

A,  A',  A" 

ö,  o',  o" 

21' A  '^D',  21  X>" 

21  "D,  2( 'D',  WD" 

e,  t\  c" 

logarithmi  sinuum 

log  sin  4  s' 

log  cos  l£' 


2;?  3"  .')('  57','iO 

51    17  15,74 

215    58  4  9,27 

5t)    26  34,19 

23    54  52,13 

33      3  26,35 

47      1  54,69 

9,864  3525 


2  53°  S'5  7','0  1 
90   1   3,19 

212  52  48,96 
55  26  31,79 

30  18      3,25 

31  59    21,14 
89    34    57,07 

9,999  9885 
9,847  8971 
9,S5I  0614 


2  76"  40'  25;'87 

131    59    58,03 

220      9    12,96 

69    10    5  7,84 

29      S    43,32 

22    20      6,91 

42    33    41,17 

9,830  1910 


In  calculo  art.  138   pro  /'  ascensio   recta   puncti   2('  adhibebitur.      Sic    in- 
venitur 

logTsin^ 8,4S6  8236„ 

log  Tcos^ 9,284  8  162„. 

Hinc   t=  189''2'48','83,  log  T  =  9,2902527;   porro   ^  +  7'=  2  79"  3'52','0  2, 

log^' 9,01  1  0566„ 

log  2'sin  t -{--(']  .  ■  .  9,284  7950,,, 

unde   A'— 0=  208"  1' 55','64,   atquc   a=  4"  5o' 53','32. 

In  formulis  art.  140  ])ro  a,  b  et    '^    ipsos  sinö,  sinö',  sin  0"  retinere  oportet, 
et  perinde  in  formulis  art.  142.     Ad  hos  calculos  habemus 
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2l"X)' 

-A" 

=   171 

»r.o'   s';is; 

logsin  ...  9,152  330(5;      logcos  .  . 

.  9,995  5759, 

2ID' 

-A 

=   17  1 

19    i:5,<)S; 

—      ...8,995  4722;           —     .. 

.  9,997  8629, 

WD 

-A" 

=  172 

51    13,3V); 

—      ...  9,091  7972 

WD 

_A'-i 

-0  =   17r. 

52    56,49; 

—      ...8,856  1520 

%D' 

-A 

=   17:i 

9    54,05; 

—      ...9,075  5844 

WD" 

-A'-J- 

-a  =   17-1 

IS    11,2  7; 

—      ...8,996  7978. 

Hinc 

elicimus 

logz 

=  (1,92  1  1  S5(l 

log).    =  0.0  S  1  2057,, 

logx" 

=  (l,SM  27(52 

logX"=  0,031  9691„ 

loga 

=  0,1(19  9(lSS, 

a=     -f  1,287  9  790 

logi 

=  o.lSl  0101 

log' 

=  0.07  1  13  14 

luule  fit  \o"h  =  0,181  (»4  02. 

optabimus.     Dcnique  prodit 

logf=        1,045  0295 
d=  +(»,4489906 
loge=       9,210  2894, 
quo  pacto  calculi  praeliminares  absoluti  sunt. 

Temporis  intervallum  inter  observationem  secundam  et  tertiam  est  dierura 
39,874  409,    inter   primani    et   secundam    dierum   30.900  961:    hinc   lit    logO  = 
9,836  2757,  logÖ"=  9,725  5533.     Statuimus  itaque  ad  hypothesin  j)rima}n 
a- =  log  P=  9,889  2770 
y  =  logQ  =  9,561  8290. 
Praecipua  dein  calculi  monicnta  haec  ])rodeunt : 
tu-f  o  =  20"8'46"72 
logQcsinto  =  0,028  2028. 

Hinc  tit  valor  verus  ipsius  z=  21°  1 1' 24"3o.    atquc  logr'=  0,350  9379.     Trea 
rcliqui  valores  ipsius  z  aequationi  IV  art.  1  4  1    satisfacicntcs    in  hoc  casu  fiunt 

-=     (53"  40'  50" 

2=101     12    5S 

z  =  199    24       7, 


i 
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e  quibus  primus  tamquain  approximatio  ad  orbitam  terrestrem  spectandus  est, 
cuius  quidem  aberratio,  propter  nimium  temporis  intervallum,  longe  hie  maior 
est,  quam  in  exemplo  praecedente.  —  E  calculo  ulteriori  sequentes  numeri 
resultant : 

C  =  1  9  5"  1  2'     2','4  8  C"  =      1 9  6"  &  7'  ö o',' 7  8 

logr  =  0,364  7022  logr"  =  0,335  5758 

^(m"+m)  =  266"  4  7'  50^4  7  ^  ;?<"— i«)  =  —  43"  39'     Ö^SS 

2/"  =  22"  32'  40','86 

2/"   =  13      5    41,17 

2/"'=     9    27      0,05. 

Differentiam  inter  2/"  et  2f+2/"',  quae  hie  est  o','36,  inter  2/"  et  2/"  ita  dis- 
pertiemur,  ut  statuamus   2/'=  13"  5'40','96,   2/"'=  9"26'59';90. 

Corrigenda  iam  sunt  tempora  jiropter  aberrationem,  ubi  in  formulis  art.  1 4  5 


statuendum    est    ÄD' —  C  = 
Habemus  itaque 

logr 0,36470 

logsin(^D'-C).  .  .  9,76462 

C.logsino 0,07918 

logconst 7,75633 

7,96483 
reductio  temporis  =  0,009222 
Hinc  prodeunt 

Tempora  correcta 
Nov.      5,564  852 
36,466  286 
76,340  252 


21D'-A  +  S-C,    A"D'-C" 


WD' 


logr' 0,35094 

log  sin  (o'— 5:)  9,75038 

C.logsino'    .  0,08431 

7,75633 


logr" 0,33558 

\ogsm{A"D'—C)  9,84220 

C.logsino" 0,02932 

7,75633 


7,94196 
0,008749 


7,96343 
0,009192 


30,901  434 
39,873966 


logarithmi 
1,4899785 
1,6006894 


unde  derivantur  logarithmi  correcti  quantitatum  6,6"  resji.  9,836  2708  atque 
9,725  5599.  Incipiendo  dein  calculum  elementorum  ex  r',  r",  2f,  6,  prodit 
logYj  =  0,003  1921,  sicuti  ex  ?•,  r',  2/"',  Ö"  obtinemus  logT]"  =  O.OOl  7300. 
Hinc  colligitur  logP'  =  9,890  7512,  log  Q'  =  9,571  2864,   adeoque 

X  =  +0,001  4  736,  Y=  +0,009  45  74. 

Praccipua  momenta  hypothesis  secundae,  in  qua  statuimus 
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jr  =  log  P  = 

--  9,890  7512 

^  =  log  Q  = 

=  9,571  2864, 

}ia«'( 

sunt  : 

tu  -f-  0  = 

20°    S'     ();'87 

log/"  = 

1,336  9708 

lof?  Q  c  sin  u)  = 

(1,(137  H(»71 

\  «"4- M,  = 

267"    6'  I0','75 

z  = 

•21"  12'     ü','(lO 

i  >"-")  =  - 

-43    39      4,00 

log;-'  = 

(i,:$5(l  7110 

2/'  = 

22    32      8,69 

c  = 

ia5"lti'  Ö9','90 

2/-    = 

13       1    54,65 

C"  = 

196    52    40,63 

2r  = 

9    30    14,38 

logr  = 

0,363  0642 

Difteroutia  o','34   iutcr   'if  et   -If^-lf"    ita  distribuenda   est,    ut  statuatur   if  = 
13''1'54','45,   1f"  =  9"3ü'l4','24. 

Si  operae  pretium  videtur  coirectiones  temponim  hie  denuo  computare, 
invenietur  pro  observatione  prima  0,009  169,  pro  secunda  0,008  742,  pro  tertia 
0,009  236,  adeoquc  temi)ora  correcta  Nov.  5,564  905,  Nov.  36,466  293, 
Nov.   76,340  208.     Hinc  fit 

logÖ     =9,836  2703,  logö"   =  9,725  5594 

logTj    =  0,003  1790,  logr/'  =  0,001  7413 

logF  =  9,890  7268,  log  Q'  =  9,571  0593. 

Hoc  itaqiie  modo  ex  hypothesi  secunda  resultat 

X  =  —0,000  0244,  Y  =  —0,000  227  1. 

Denique  in  hypothesi  tertia,  in  qua  statuimus 
er  =  logP=  9,890  7268 
j/  =  logQ  =  9,571  0593, 
praecipua  calculi  momenta  ita  sc  habent: 


u)-fo=    20"    8'     1,-62 
logQcsinu)  =  0,037  0857 

z=     21  "12'     4','60 
logr'  =  0,350  7  191 
C  =  195"  16'  54','OS 
C"  =  196    52    44,45 
logr  =  0,363  0960 


logr"  =  0,336  9536 

\  u+ii    =     267"     5'  53','09 

\lu—u]  =  —  43    39      4,19 

2f'  =        22    32      7,67 

2/'    =         13       1    57,42 

•2/""  =  9    30    10,55 
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Differentia    0','30    hie    ita    distribuetur,    ut    statiiatur    2/' =  1 :5"r  r)7;'2  5 ,    2/"'  = 
9°30'10','42*). 

Quum  differentiae  omnium  lioruin  numerorum  ab  iis,  quos  liypothesis 
secunda  suppeditaverat,  levissimae  sint,  tuto  iam  concludere  licebit,  hypothesin 
tertiam  nulla  amplius  correctione  oi)us  habituram,  adeoque  hypothesin  novam 
superflviam  esse.  Quocirca  nunc  ad  calculum  elementorum  ex  2/"',  Ö',  r,  r" 
progredi  licebit :  qui  quum  operationibus  supra  amplissime  iam  explicatis  con- 
tineatur,  elementa  ipsa  inde  resultantia  in  eorum  gratiam,  qui  proprio  marte 
eum  exsequi  cupient,  hie  apposuisse  sufliciet: 

Ascensio  recta  nodi  ascendentis  in  aequatore löS"  lo'  3S','93 

Inclinatio  orbitae  ad  aequatorem 11    42   49,13 

Distantia  perihelii  a  nodo  illo  ascendente 323    14    50,92 

Anomalia  media  pro  epocha   1806 335     4    1  3,05 

Motus  medius  (sidereus)   divirnus 7  7  0','26G3 

Angulus  cp 14"    9'     3','9 1 

Logarithmus  semiaxis  maioris 0,442  243S. 


158. 

Duo  exempla  praecedentia  occasionem  nondum  suppeditaverunt ,  metho- 
dum  art.  120  in  usum  vocandi :  hypotheses  enim  successivae  tarn  rapide  con- 
vergebant,  ut  iam  in  secunda  subsistere  licuisset,  tertiaque  a  veritate  vix 
sensibiliter  aberraret.  Revera  hocce  commodo  semper  fruemur,  quartaque 
hypothesi  supersedere  poterimus,  quoties  motus  heliocentricus  modicus  est, 
tresque  radii  vectores  non  nimis  inaequales  sunt,  praesertim  si  insuper  tem- 
porum  intervalla  parum  inter  se  discrepant.  Quanto  magis  autem  problematis 
conditiones  hinc  recedunt,  tanto  fortius  valores  primi  sujipositi  quantitatum 
P,  Q  a  veris  difFerent,  tantoque  lentius  valores  sequentes  ad  veros  convergent. 
In  tali  itaque  casu  tres  quidem  primae  hypotheses  ita  absolvendae  sunt,  uti 
duo  exempla  praecedentia  monstrant  (ea  sola  differentia,  quod  in  hypothesi 
tertia   non    elementa    ipsa,    sed,    perinde    ut    in   hypothesi    prima    et    secunda, 


*)  Haecce  differentia  maiuscula,  in  omuibusqiie  hypothesibus  taiitum  non  aequalis,  ad  maximam  par- 
tem  inde  orta  est,  quod  o  duabus  fere  partibus  centesimis  minnti  secundi  iusto  minor,  logarithmusque  ipsins 
fc  aliquot  unitatibus  iusto  maior  erutus  erat. 

27* 
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qunntitatcs  vj,  rj",  P',  Q',  X,  Y  coraputare  oportet) :  dein  vcro  haud  aniplius 
valores  postremi  ipsaium  P',  Q'  tamquam  valores  novi  quantitatum  P,  Q  in 
hypothesi  quarta  accipientur,  sed  hi  ])er  mothodnm  art.  120  e  combinatione 
trium  primarum  liypothesium  eiuentur.  Rarissime  tunc  opus  erit,  ad  hypo- 
thesin quintam  secundum  jiraecepta  art.  1 2 1  progredi.  —  lam  hos  quoque 
calculos  exemplo  illustrabimiis ,  ex  quo  simul  ehicebit,  quam  late  mctliochis 
nostra  ])atrat. 


159. 

Ad  cxcMiiplum  tertiuvt  obsei-vationcs  sequentcs  Cereris  eligimus,  quarum 
prima  Brt'uuK-  a  c  lar.  Oi.heks,  secunda  Gottingae  a  dar.  Harding,  tertia  Lilien- 
thalii  a  dar.   Bessel  instituta  est: 


Tempus  medium  loci 
observationis 

Abc.  recta 

Declin.  boreal. 

1805  Sept.      5.    13^     S°"  54" 

1806  lan.     17.    10     58     51 
1806   Maii   23.    10     23     53 

95"  59'  25" 
101    18   40,6 
121    56      7 

22"  21'  25" 
30    21    22,3 
28      2    45 

Quam  metliodi,  per  quas  parallaxis  et  aberrationis  rationem  habere  licet, 
si  distantiae  a  terra  tamquam  omnino  incognitae  spectantui",  per  duo  exempla 
praecedcntia  abunde  iam  illustratae  sint:  superfluae  laboris  augmentationi  in 
hoc  tertio  exemplo  renunciabimus ,  distantiasque  approximatas  e  Commercio 
litterario  dar.  de  Zach  Vol.  XI  p.  284)  eum  in  finem  excerpemus,  ut  obser- 
vationes  ab  effectu  parallaxis  et  aberrationis  purgentur.  Has  distantias  una 
cum  reductionibus  inde  derivatis  tabula  sequens  exhibet : 


Distantia  Cereris  a  teiTa 

tempus,  intra  quod  lumen  ad  terram  descendit 

tempus  observationis  reductum 

tempus  sidcreum  in  gradibus 

parallaxis  ascensionis  rectae 

parallaxis  declinationis 


2,899 

23'"49'' 

2*' 45"  5" 

355"55' 

+  i;'90 

—  2,08 

1,638 
13°'28' 
)'^45'"23 
97"  59' 
+  0';22 
—  1,90 


2,964 
24'"21' 
)''59'°32' 
2  1  O"  4  1 ' 

—  i;'97 

—  2,04 
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Problematis    itaque    data,    postquam    a   parallaxi    et   aberratione  liberata. 
temporaqiie  ad  meridianum  Parisinum  reducta  sunt,  ita  se  habent: 


Asc.  recta 

Declinatio 

1805   Sept.      5. 

12^     igtn   j^s 

95»  59'  23;'10 

22°  21'  27;'08 

1806   lan.      17. 

10      15        2 

101    18    40,38 

30    21    24,20 

1806  Mail    23. 

9      33      18 

121    56      8,97 

28      2    47.04 

Ex  his  ascensionibus  rectis  et  declinationibus  deductae  sunt  longitudines 
et  latitudines  adhibita  obliquitate  eclipticae  23"  27' 55'.'9n,  23''2  7' 54','59, 
23"27'53','27;  dein  longitudines  a  nutatione  purgatae  sunt,  quae  resp.  fuit 
+  17','31,  -1-17"88,  +18"00,  posteaque  ad  initium  anni  1806  reductae,  appli- 
cata  praecessione  -|-15','9S,  —  2','39,  — 19','68.  Denique  pro  temporibus  reductis 
e  tabulis  excerpta  sunt  loca  Solis,  ubi  in  longitudinibus  nutatio  praetermissa, 
contra  praecessio  perinde  ut  longitudinibus  Cereris  adiecta  est.  Latitudo  Solis 
omnino  neglecta.  Hoc  modo  numeri  sequentes  in  calculo  adhibendi  resulta- 
verunt : 


Tempus  1  805  Sept. 

a,  a,  a" 

,3.  ß',  [i" 

l.   /',   l" 

logR,  logE',  logJR" 


5 

51336 

95' 

32' 

18':56 

—  0 

59 

34.06 

342 

54 

56,00 

0,003  1 

514 

139,42711 

99"  49'     5','87 

+  7    16    36,80 

117    12    43,25 

9,992  9861 


265,39813 
118"    5'  28','85 
+  7    38   49,39 
241    58    50,71 

0,005  6974 


lam    calculi   praeliminares    in   artt.  136  — 143    explicati    sequentia    suppe- 
ditant : 


g,  g',  g" 

A'D,  AD\  AD" 

A"D,  A"D\  AD' 

e,  e',  e" 


358' 

55' 

2S';09 

112 

37 

9,66 

15 

32 

41,40 

138 

45 

4,60 

29 

18 

8,21 

156"  52' 

ll';49 

18    48 

39,81 

252    42 

19,14 

6    26 

41,10 

170    32 

59,08 

170"  48'  44','79 
123  32  52,13 
136  2  22,38 
358  5  57,00 
156      6    25,25 
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0=     8''52'4"i».'.  löge    =  -i.oiXJ  ti7:^ö 

loga  =  0,184  Ol  9;}„,  a  =  — 1,5270310                 d  =  \\l,->*)>>T.i 

\ogb    =0,004  0987  löge    =0,856  8244 

logx    =0,1611012  logx"=  9.977  081<t„ 

logX    =9,91640(l(l„  logX"=  9. 7:^2  012  7„. 

Intervallum  tempoiis  inter  Observationen!  primam  et  secundam  est  dierum 
1:5:5. II  i:W5,  inter  secundam  et  tertiam  125.97102:  hinc  fit  logfJ  =  0,335  8520. 
logö"  =  0.362  4066,  log^'  =  0.026  5546,  logÖO"  =  0,698  25S6.  lam  praecipua 
momenta  hypothesium  ti'ium  primarum  deinceps  formatarum  in  conspectu  se- 
quenti   oxhibenuis : 


I 

II 

III 

logP  =  .r 

0.026  5546 

0.025  6968 

0,025  6275 

log  Q  =  .y 

0,698  2586 

0,739  0190 

0.748  1055 

(o-f  a 

7°  15'  13':523 

7»  14'  47':i99 

7°  14'  4  5','071 

log  Qc  sin  o) 

1,154  6650„ 

1,197  38S0„ 

1,206 6327„ 

z 

7"  3'  59','018 

7°    2'  32','938 

7"     2'  16','900 

logr' 

0,411  4726 

0,4129371 

0,413  2107 

r 

160°  10'  4  6','74 

160°  20'     7':82 

160"  22'     9','4  2 

C" 

262      6       1.(13 

262    12    18,26 

262    14    19,49 

logr 

(1.4  32  3934 

0.4  29  1773 

0,428  4841 

logr" 

0.409  4712 

0.4  0  7  1975 

0,406  4697 

i '«"+«) 

262"  55'  23','22 

262°  57'     6','83 

262°  57'  31 ','17 

i{u"-u) 

273    28    50,95 

273    29    15,06 

273    29    19,56 

2f' 

62    34    28,4  0 

62    49    56,50 

62    53    57,06 

n 

31      8    30,03 

31    15    59,09 

31    18    13,83 

■If" 

31    25    58.45 

31    33    57,32 

31    35   43,32 

log-fj 

0.020  2496 

0.020  3158 

0,020  3494 

logr/' 

(1.021  107  1 

0,021  24  29 

0,021  2751 

logP' 

0,0  2  5  696b 

0.025  6275 

0,025  6289 

logQ' 

0.739  0190 

0.748  1055 

0,750  2337 

X 

—  0,000  8578 

—  0,000  0693 

+  0,000  0014 

Y 

-|- 0,040  76(»4 

+  0,009  0865 

+  0,002  1282 
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lam  designando  tres  valores  ipsius  X  per  A,  A'.  A" \  tres  valores  ipsius  Y 
per  B.  B'.  B";  qiiotientes  e  divisione  quantitatum  A'B"  —  A"B',  A"B  —  AB", 
AB'  —  A'B  per  eanmdem  aggregatum  ortos  resp.  per  k,  k',  k",  ita  iit  ha- 
beatur  k^k'^k"  =  1;  denique  valores  ipsorum  logP'  et  log  Q'  in  hyi:)otliesi 
tertia  per  M  et  N  (qui  forent  valores  novi  ipsarum  x,  i/.  si  hypothesin 
quartam  perinde  e  tertia  derivare  conveniret,  ut  tertia  e  secunda  derivata 
fuerat;:  e  formulis  art.  120  facile  coUigitur,  valorem  correctum  ipsius  x  fieri 
=  M—k{A'-\-A")—k'A",  valoremque  correctum  ipsius  _y  =  N—k(B'-\-B"—k'B". 
Calculo  facto  prior  eruitnr  =  0,025  6331,  posterior  ==  0,750  9143.  Hisce  va- 
loribus  correctis  iam  hyputhesin  quartam  superstruimus,  cuius  praecipua  mo- 
menta  haec  sunt: 


u)-|-a=     7"  14'  45','24  7 

logr"  =       0,406  2033 

ogQcsin(j)=       1.209  42S4„ 

1 

u"-\-u   =  262"  57'  38',' 7  8 

z  =     7"    2'  12','736 

i 

u"—u   =  273    29    20,73 

logr'  =       0.41  3  28 17 

2f'  =     62    55    16,64 

C    =  160"  22'  45','38 

2f    =     31    19      1,49 

C"=  262    J5      3.90 

•2f"  =     31    36    15,20 

logr  =       0,428  2792 

Inter  2/''  et  2/'-|-2/"  differentia  0','05  emergit,  quam  ita  distribuemus,  ut 
statuamus  2/"=  3l"  19' l','47,  2/"  =  31°  36' 1  5','l  7.  Quodsi  iam  e  duobus  locis 
extremis  elementa  ipsa  determinantur,  sequentes  numeri  resultant: 

Anomalia  vera  pro  loco  primo 289°    7'  39','75 

Anomalia  vera  pro  loco  tertio 352      2   56,39 

Anomalia  media  pro  loco  primo 297   41    35,65 

Anomalia  media  pro  loco  tertio 353    15   22,49 

Motus  medius  diurnus  sidereus 769','6750 

Anomalia  media  pro  initio  anni   J  806 322°  35'  52','51 

Angulus  cp 4    37    57,78 

Logarithmus  semiaxis  maioris 0,442  4661. 

Computando  ex  hisce  elementis  locum  heliocentricum  pro  tempore  ob- 
servationis  mediae,  invenitur  anomalia  media  326°  19'25','7  2,  logarithmus  radii 
vectoris  0,4132825,   anomalia   vera  320°43'54','87 :   haecce   distare    deberet    ab 
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anomalia  vera  pro  loro  i)iiiiio  difirvciitia  2/",  sivc  ab  anomalia  vi>ra  ja-o  loco 
tcrtio  difierentia  2f,  adeoqvie  tieri  dcberet  =  :}2()''43' 54',''J2,  sicuti  logarithmus 
radii  vectoris  =0,413  2817:  difforentia  0','05  in  anomalia  vera,  octoque  uni- 
tatum  in  isto  logaiithmo  nullius  momcnti  censenda  est. 

Si  hypothesis  quarta  eodem  modo  ad  finem  perduceretur,  ut  ties  praece- 
dentes,  prodiiet  X  =  0,  F  =  —  ü,(MtO  oiiiS,  unde  valorcs  conocti  ijjsarum  x, 
y  hi  coUigerentur 

jr  =  log P  =  0,02.")  033]     idom  ut  in  hyjjotlu-si  qnaita 
^  =  logQ  =  0,7.-)0  S973. 

Quibus  valoribus  si  hypothesis  quinta  supcrstrueretur,  solutio  ultimaiu  quam 
tabulae  permittunt  prarcisioneni  nancisceretur :  scd  elementa  hinc  resultantia 
vix   sensibiliter  ab   iis  discreparent,   quao  h}-pothesis  quarta  suggessit. 

Ut  elementa  completa  habeantur,  nihil  iam  superest,  nisi  ut  situs  plani 
orbitae  (•omi)atetur.     Ad  normam  praecejitorum  art.  1  19   liic   pvodit 

e  loco  primo 

g 3.^4"     9'  44/22 

h 2()1    .00       0,94 

/ 10    37    33,02 

ft SO    5S    49,00 

Distantia  perihelii  a  nodo  ascendente     «5      2      4,47 
Longitudo  perihelii 146      0    ö3,53 


Sumto  itaque  medio   statuetiu-   i=  lo"37'33"oi,    ß  = 
perihelii  =  1  40"  ()'.'>  3','")  7.      Denique  longitudo  media   ]u- 
=  ]08"36'46','0S. 


160. 


e 

loco  tertio 

/■ r,7" 

ö'      0';9 1 

h" 101 

0        1,0  1 

10 

37    33,00 

SO 

58    49,1(1 

O.T 

2      4,52 

146 

0    53,62. 

SO''.")S'49','OS, 

longitudo 

•o  initio   anni 

180  6  erit 

In  expositione  methodi,  cui  disquisitiones  praecedentes  dicatae  fuerunt, 
in  quosdam  casus  speciales  incidimus,  uln  applicationem  non  patitur,  saltem 
non  in  forma  ea,  in  qua  a  nobis  exhibita  est.  Ilunc  defi-ctum  locum  habere 
vidimus : 
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primo,  quoties  aliquis  tiium  locorum  geocentricorum  vel  cum  loco  res])ondeiite 
heliocentrico  terrae,  vel  cum  puncto  opposito  coincidit  casus  posterior 
manifesto  timc  tantum  occurrere  potest,  ubi  corpus  coeleste  inter  Solem 
et  terram  transiit), 

secundo,  quoties  locus  geocentricus  primus  corporis  coelestis  cum  tertio  coin- 
cidit, 

tertio,  quoties  omnes  tres  loci  geocentrici  una  cum  loco  heliocentrico  terrae 
secundo  in  eodem  circulo  maximo   siti  sunt. 

In  casu  primo  situs  alicuius  circulorum  maximorum  AB,  A'B',  A"B"  in- 
determinatus  manebit,  in  secundo  atque  tertio  situs  puncti  B*.  In  hisce  ita- 
que  casibus  methodi  supra  expositae,  per  quas,  si  quantitates  P,  Q  tamquam 
cognitae  spectantur,  e  locis  geocentricis  heliocentricos  determinare  docuimus, 
vim  suam  perdunt:  attamen  discrimen  essentiale  hie  notandum  est,  scilicet  in 
casu  primo  hie  defectus  soli  methodo  attribuendus  erit,  in  casu  secundo  et 
tertio  autem  ipsius  problematis  naturae;  in  casu  primo  itaque  ista  determi- 
natio  utique  effici  poterit,  si  modo  methodus  apte  varietur,  in  secundo  et 
tertio  autem  absolute  impossibilis  erit,  locique  heliocentrici  indeterminati  mane- 
bunt.  Haud  pigebit,  hasce  relationes  paucis  evolvere:  omnia  vero,  quae  ad 
hoc  argumentum  pertinent,  exhaurire  eo  minus  e  re  esset,  quod  in  omnibus 
his  casibus  specialibus  orbitae  determinatio  exacta  impossibilis  est,  ubi  a  le- 
vissimis  observationum  erroribus  enormiter  aÖiceretur.  Idem  defectus  etiam- 
num  valebit,  quoties  observationes  haud  quidem  exacte,  attamen  proxime  ad 
aliquem  horum  casuum  referuntur:  quamobrem  in  eligendis  observationibus 
huc  respiciendum,  probeque  cavendum  est,  ne  adhibeatur  ullus  locus,  ubi 
corpus  coeleste  simul  in  viciniis  nodi  atque  oppösitionis  vel  coniunctionis  ver- 
satur,  neque  observationes  tales,  ubi  corpus  coeleste  in  ultima  ad  eundem 
locum  geocentricum  proxime  rediit,  quem  in  prima  occupaverat,  neque  demum 
tales,  ubi  circulus  maximus  a  loco  heliocentrico  terrae  medio  ad  locum 
geocentricum  medium  corporis  coelestis  ductus  angulum  acutissimum  cum 
directione  motus  geocentrici  format,  atque  locum  primum  et  tertium  (piasi 
stringit. 
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Cdsiis  primi  tros  sub(li\  isioncs  facicmus  : 

I.  8i   punctum  li  cum  A  vel  cum  puncto  opposito  coincidit,    crit  o  =  n 

vel  =  ISO";    f,  s',  e"  atque  puncta  D',  D"  indctciminata  cmut;    contra  7',  f",  s 

atque    ])uncta    D,  B'    dcterrainata;    i)unctum    C    nccessario    coincidet    cum  A. 

Per   ratiocinia,    iis,    quac    in    art.   1  Ki    tradita    sunt,    analoga,    facile    clicictur 

aequatio  hacccc : 

„   ,sin;r  — 3       ij'sinö'        sm  A"D—  f>"]  „ 

"  ~  "       sin^       ■  5" sm?"  ■  sinU'Z)— ö'+ö;  ~"  "  ' 

Omnia  itaque,  quae  in  artt.  141,  142  exposita  sunt,  etiam  huc  transferre  lice- 
bit,  si  modo  statuatur  «  =  0,  atque  h  per  ipsam  aequationem  12  art.  140 
determinetur,  quantitatesque  z.  >•',  ^^5  ^^^  perinde  ut  supra  computabuntuv. 
lam  simulac  s  adeoque  situs  puncti  C  innotuit,  assignare  liccbit  situm  cir- 
culi  maximi  CC,  huius  intersectionem  cum  circulo  maximo  A"B"  i.  e.  punc- 
tum C",  et  proin  arcus  CC,  CC",  CC"  sive  2f",  2/",  2f:  hinc  denique  ha- 
bebitur 

n'r'       sin 2/"  _„  n'r'      sin 2f" 

^  ~  ~  >r   '    sin  2/'  ■  ''     ~  "n^  '    sin 2/''  " 

II.  Ad  casum  eum,  ubi  punctum  B"  cum  A"  vel  cum  puncto  opposito 
coincidit,  omnia  quae  modo  tradidimus  transferre  licet,  si  modo  omnia,  quae 
ad  locum  primum  spectant.  cum  iis,  quae  ad  tertium  referuntur.  permutantiu-. 

III.  PauUo  aliter  vero  casum  eum  tractare  oportet,  ubi  B'  vel  cum  A' 
vel  cum  puncto  opposito  coincidit.  Hie  punctum  C  cum  A'  coincidet;  7',  s, 
e"  punctaque  D,  D".  B'  indeterminata  erunt:  contra  assignari  poterit  inter- 
sectio  circuli  maximi  BB"  cum  ecliptica  '  ,  cuius  longitudo  ponatiu"  =  1'-\-t:. 
Per  ratiocinia.  iis,  quae  in  art.  140  evoluta  sunt,  similia,  eruetur  aequatio 

,,  E»\nosinA"D'—ö"     ,       ,   t  sins  ,       „ 

^     =^    II    ,y„-^-„-  ~-r.^f^^  -\-n    r     r—r—. jy-, j-, \-  H    . 

K" Bin o"em [AD'— l]    '  i{"sin  l"—l'  —  r.     ' 

Designemus  coefficientem  ijisius  ?i,   qui  convenit  cum  a  art.  140.    ])er  eimdeni 


*;  Gener.ilius,  cum  circulo  maximo  AA" :  sed  brevitatis   caussa    eum  tantummodo   casum    hie   consi- 
deramus,  ubi  ecliptica  tamqxiam  planum  fundamentale  accipitur. 
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characterem  a.  coefficientemque  ipsius  n'r'  per  ß :  ipsum  a  hie  etiam  j^er  for- 
mulam 

_  Bsm{r+r.-l) 

B"  sin  il"  —  l' —  TZ} 

determinare  licet.     Habemus  itaque  (l  =  a/; -(-ß»''''  +  w",    qua   aequatione  cum 
his  combinata 

fn  +  n" 


Q  =  2  r^^ \\r" 


emergit 


g^/^  +  r'^  +  iQ 


unde  distantiam  r'  clicere  poterimus,  siquidem  non  fuerit  ß  =  (»,  in  quo  casu 
nihil  aliud  illinc  sequeretur,  nisi  P  =  —  a.  Ceterum  etiamsi  non  fuerit  ß  =  0 
(ubi  ad  casum  tertium  in  art.  sequ.  considerandum  delaberemur ,  tamen  semper 
ß  quantitas  perexigua  erit,  adeoque  P  parum  a  —  o  difFerre  debebit:  hinc 
vero  manifestum  est,  determinationem  coefficientis  -p-^—  valde  lubricam  fieri, 
neque  adeo  r'  ulla  praecisione  determinabilem  esse. 

Porro  habebimus  '^  = —^ ,  '^  = ~^ :    dein   simili   modo    ut    in 

art.  143  facile  evolventur  aequationes 

•     r  n'r'       sinv" 

rsmC  == ■  -^ 

n         sin 

/'sinC"  =  --'r  ■  ^^  sin  (l'-l) 

n  sm  e  ^  ' 

rsin(C-^i)'j  =  r"P^^sin(C"-^"-D'), 

e  quarum  combinatione  cum  aequatt.  VIII  et  IX  art.  14:^  quantitates  r,  ^, 
?•",  ^"  determinare  licebit.  Calculi  operationes  reliquae  cum  supra  descriptis 
convenient. 


162. 

In  casu  secundo,  ubi  B"  cum  B  coincidit,  etiam  D'  cum  iisdem  vel  cum 
puncto  opposito  coincidet.  Erunt  itaque  AD'—o  et  A"D'—o"  vel  =  0  vel 
=  180":  unde  ex  aequationibus  art.  143   derivamus 


28' 


220 


M   (  Ol- I.ESTIl  M.        I 

IHI'.U   II. 

SECTIO   I. 

sine' 

üsinS 

"sine 

iiniz  +  A'D- 

"5^ 

sine' 

ü"8mö' 

sine" 

sin  ^  +  ^'D" 

-«') 

5^;  = 

Pi?"sino"sinesiIl 

z  +  A'D 

R  sin  0  sin  t"  sin  z  -f  A'D"- 

ITinc  inanifcstuin  est.  z,  independenter  a  Q,  per  solam  P  determinabilem  esse 
nisi  foitf  fviciit  A' D"  =  A'D  vcl  =  J.'Z)  ±  lS(i",  ubi  ad  casum  tertium  dela- 
bc'ic'iuur  :  invcnta  autem  z,  iunoteseet  etiam  ?•',  et  proin  adiumento  valonun 
quantitatum  "  -  ,  '-^  etiam  ^  et  '^  ;  hinc  denique  etiam  Q  =  2  (^,  +  ^  —  1  j  r'^. 
Manifeste  igitur  P  et  Q  taraquam  data  ab  invicem  independentia  considerari 
nequevmt,  sed  vel  unicuni  tantummodo  datura  exhibebunt,  vel  data  incongrua. 
Situs  i)unctorum  C,  C"  in  hoc  casu  arbitrarius  manobit,  si  modo  in  eodem 
circulo  inaxiino   cum  C  ca])iantur. 

In  casu  tertio,  ubi  A',  B,  B',  B"  in  eodem  circulo  maximo  iacent,  D  et 
D"  rcsp.  cum  punctis  B',B,  vel  cum  punctis  oppositis  coincident;  hinc  e 
combinatioue  aoquationuiii  A'TT,   VIII,  IX  art.  14;^   coUi-jitur 

r,         JJ  sin  5  sine"  Reml'—l 


iJ"8in5"8inE  B"a'm  l"—l'i 

In  hoc    itaquc   casu   valor  ipsius  P,   per   ipsa  problematis   data   iam   habetur, 
adeoque  ])ositio  i)unctorum   C,  C,  C"  indcterminata  manebit. 

1G3. 

Mcthodus,  quam  indc  ab  art.  I3()  exposuimus,  praecipue  (juidem  dctormi- 
nationi  primae  orbitae  penitus  adhuc  incognitae  accomodata  est:  attamen 
successu  aeque  felici  tunc  quoque  in  usum  vocatur,  ubi  de  correctionc  orbitae 
proxime  iam  cognitae  per  tres  observationes  quantumvis  ab  invicem  distantes 
agitur.  In  tali  autem  casu  quaedam  immutare  conveniet.  Scilicet  quoties  ob- 
sen-ationes  motum  heliocentricum  permagniim  complectuntui",  haud  amplius 
licebit,  atque  00"  tamquam  valores  approximatos  quantitatum  P,  Q  con- 
siderare:  quin  potius  ex  elementis  proxime  cognitis  valores  multo  magis  ex- 
acti  elici  poterunt.  Calculabuntur  itaque  levi  calamo  per  ista  elementa  pro 
tribus  observationum  temporibus  loca  heliocentrica  in  orbita,  unde  designando 
anomalias  veras  per  v,  v',  v",  radios  vectores  per  r,  r',  r",  semiparametrum  per 


DETERMINATIO  ORBITAE  E  TRIBL'S  OBSERVATIOMBUS  COMPLETIS.  221 

j),  prodibunt  valores  approximati  sequentes : 

p r&mv'—v'.  ^  ir'  Bmtiv'—v'Bml'v"—v'^ 

r"sin 'i)"— «'; '  pcosJ'i)"— i;, 

His  itaqiie  hypothesis  pxima  superstruetur,  pauUuliimque  ad  libitum  immutatis 
secunda  et  tertia:  haud  enim  e  re  esset,  P'  et  Q'  hie  pro  novis  valoribus 
adoptare  (uti  supra  fecimus),  quum  hos  valores  magis  exactos  evadere  haud 
amplius  supponere  liceat.  Hac  ratione  omnes  tres  hypotheses  commodissime 
simul  absolvi  poterunt:  quarta  dein  secundum  praecepta  art.  120  formabitur. 
Ceterum  haud  abnuemus,  si  quis  unam  alteramve  decem  methodorum  in  artt. 
124  — 129  expositarum  in  tali  casu  si  non  magis  tarnen  aeque  fere  expeditam 
existimet,  ideoqne  in  usum  vocare  malit. 


SECTIO  SECUNDA. 

Determinatio  urbitae  e  quatuor  ohsi'rratioiithus,  quanim  daae  taiitum 
completae  sunt. 

164. 

Tarn  in  ipso  limine  Libri  secundi  art.  115  declaravimus ,  usum  proble- 
niatis  in  Scct.  piaec.  pertractati  ad  eas  orbitas  limitaii,  quaruin  inclinatio  nee 
evanescit,  nee  nimis  cxiguii  ist,  dcterminationemquc  orbitarum  parum  incli- 
natarum  neeessario  quatuor  observationibus  superstrui  debere.  Quatuor  autem 
observationes  eompletae,  quum  oeto  aequationibus  aequivaleant,  incognitarum- 
que  numerus  ad  sex  tantum  ascendat,  problema  plus  quam  doterminatum 
redderent:  qua])roptcr  a  duabus  observationibus  latitudines  sive  declinationes; 
seponere  oportebit,  ut  datis  reliquis  cxacte  satislieri  possit.  Sic  oritur  pro- 
blema, cui  haec  Sectio  dicata  erit:  solutio  autem,  quam  hie  trademus,  non 
solum  ad  orbitas  pamm  inclinatas  patebit,  sed  etiam  ad  orbitas  inclinationis 
quantuniAis  magnae  pari  sueeessu  applicari  poterit.  Etiam  hie,  perinde  ut  in 
problemate  Sect.  praec.,  casum  eum,  ubi  orbitae  dimensiones  apjiroximatae 
iam  in  potestate  sunt,  segregare  oportet  a  determinatione  prima  orbitae  penitus 
adhuc  incognitac:   ab  illo  initiuin  facicmus. 


165. 

Methodus  simplicissima,  orbitam  proxime  iam  eognitam  quatuor  observa- 
tionibus adaptandi,  haec  esse  videtur.     Sint  x,  y  distantiae   approxiniatae  cor- 
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poris  coelestis  a  terra  in  duabus  observationibus  completis:  harum  adiumento 
computentur  loci  respondentes  heliocentrici,  atque  hinc  ipsa  elementa:  ex  bis 
dein  elementis  longitudines  vel  ascensiones  rectae  geocentiicae  pro  duabus 
reliquis  observationibus.  Quae  si  forte  cum  observatis  conveniunt,  elementa 
nuUa  amplius  correctione  egebunt:  sin  minus,  difFerentiae  X,  Y  notabuntur, 
idemque  calculus  iterum  bis  repetetur,  valoribus  ipsarum  x,  y  paullulum  mu- 
tatis.  Ita  prodibunt  tria  systemata  valorum  quantitatum  x,  y  atque  difFeren- 
tiarum  X,  F,  iinde  per  praecepta  art.  120  valores  correcti  quantitatum  x^  y 
eruentur,  quibus  valores  X  =  0,  K  ^  0  respondebunt.  Calculo  itaque  simili 
huic  quarto  systemati  superstructo  elementa  emergent,  per  quae  omnes  qua- 
tuor  observationes  rite  repraesentabuntur. 

Ceterum,  siquidem  eligendi  potestas  datur,  eas  observationes  completas 
retinere  praestabit,  e  quibus  situm  orbitae  maxima  praecisione  determinare 
licet,  proin  duas  observationes  extremas,  quoties  motum  heliocentricum  90 
graduum  minoremve  complectuntur.  Sin  vero  praecisione  aequali  non  gau- 
dent,  eaiTim  latitudines  vel  declinationes  sepones,  quas  minus  exactas  esse 
suspicaberis. 


166. 

Ad  determinationem  primam  orbitae  penitus  adhuc  incognitae  e  quatuor 
observationibus  necessario  eiusmodi  positiones  adhibendae  erunt,  quae  motum 
heliocentricum  non  nimis  magnum  complectuntur :  alioquin  enim  careremus 
subsidiis  ad  approximationem  primam  commode  formandam.  Methodus  tamen 
ea  quam  statim  trademus  extensione  tam  lata  gaudet,  ut  absque  haesitatione 
observationes  motum  heliocentricum  30  vel  40  graduum  complectentes  in  usum 
vocare  liceat,  si  modo  distantiae  a  Sole  non  nimis  inaequales  fuerint:  quoties 
eligendi  copia  datur,  temporum  intervalla  inter  jsrimam  et  secundam,  secun- 
dam  et  tertiam,  tertiam  et  quartam  ab  aequalitate  parum  recedentia  accipere 
iuvabit.  Sed  hoc  quoque  respectu  anxietate  nimia  haud  opus  erit,  uti  exem- 
plum  subnexum  monstrabit,  ubi  temporum  intervalla  sunt  48,  5  5  et  59  die- 
rum,  motusque  heliocentricus  ultra  50". 

Porro  solutio  nostra  requirit,  ut  completae  sint  observatio  secunda  et 
tertia,  adeoque  latitudines  vel  declinationes  in  obsei-vationibus  extremis  negli- 
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^aiitur.  Siipiii  (juitU-m  inomiimus.  pmct-isionis  inaioris  gratia  plcrumqiK'  prae- 
starc.  si  elcmouta  duabus  obsenationibus  extremis  completis,  atque  inter- 
niediarum  longitudinibus  vel  ascensionibus  rectis  accomodcntur :  attamen  iu 
prima  orbitae  determinatione  huic  liicro  renuntiavisse  haud  poenitebit,  quum 
api)ro.\imatio  expeditissima  longe  maioris  momenti  sit,  iacturamqiie  illam,  quae 
praecipue  tantum  in  longitudinem  nodi  atque  inclinationem  orbitae  eadit, 
elementaqiie  rcliqua  rix   sensibiliter  afficiat,  postea  facile  explere  liceat. 

Brcvitatis  caussa  methodi  expositionem  ita  adornabimus,  ut  omncs  locos 
ad  eclipticam  referamus,  adeoque  quatuor  longitudines  cum  duabus  latitudini- 
bus  datas  esse  supponemus:  attamen  quoniam  in  formulis  nostris  ad  terrae 
latitudinera  quoque  respicietur,  sponte  ad  eum  casum  trausfem  poterunt,  ubi 
aequator  tamquam  planum  fundamentale  accipitur,  si  modo  ascensiones  rectae 
ac  declinationes  in  locum  lougitudinum  et  latitudinum  substituuntiu*. 

Ceterum  res])ectu  nutationis,  ]n"aecessionis  et  parallaxis,  nee  non  aberra- 
tiouis,  omnia  quae  in  Sectione  praec.  exposuimus  etiam  hie  valent:  nisi  ita- 
que  distantiae  approximatae  a  terra  alinud(>  iaiii  innotuerunt,  ut  respectu  ab- 
errationis  methodum  I  art.  118  in  usum  vocare  liceat,  loca  obseiTata  initio 
tantum  ab  abenatione  fixarum  purgabuntur,  temporaque  coiTigentur,  quam- 
primum  inter  calculi  deciirsum  distantiarum  determinatio  approximata  in  potes- 
tatem  venit,  ut   infra  clarius  elucebit. 


1Ö7. 

Solutionis  cxpositioui  signorum  praecipuorum  indicem  praemittimus.    Erunt 
nobis 

quatuor  observatiouum  tempora 
corporis  coelestis  longitudines  geocentricae 
eiusdem  latitudines 
distantiae  a  Sole 
distantiae  a  terra 
tenae  longitudines  heliocentricae 
teiaae  latitudines  heliocentricae 
R.  R\  R",  R'"  terrae  distantiae  a  Sole 


^  f\ 

t'\ 

t'" 

a.    a. 

a". 

a" 

?,    ?} 

r, 

r 

r,    r', 

r". 

)■'" 

P.    ?\ 

P"' 

P'" 

l,    l\ 

/", 

/'" 

B,  B' 

B" 

B" 
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wOl),  w  ]  2),  (/i23),  (w02),  i«13  areae  duplicatae  triangulorum,  quae  resji. 
inter  Solem  atque  corporis  coelestis  locum  primum  et  secundum, 
secundum  et  tertium,  tertium  et  quartum,  primum  et  tertium,  se- 
cundum et  quartum  continentiu" 

—Qyi  ■r-j2^'  T-^  quotientes  e  divisione  arearum  |  wOlj,  4-;>i12i,  4-(n23) 
per  areas  sectorum  respondentium  oriundi 

p,  _    nl2l  p„  ^    n  12 i 

■^  '«Ol   '  «23 

Q'  =  (^^°w^  -  > )  '•'^      Q"  =  (^3^  - 1 )  '■"^' 

tJ,  v',  v",  v'"  corporis  coelestis  longitudines  in  orbita  a  puncto  arbitrario 
numeratae. 

Denique  pro  observatione  secunda  et  tertia  locos  heliocentricos  terrae  in 
sphaera  coelesti  per  A',  A"  denotabimus,  locos  geocentricos  coii^oris  coelestis 
per  B',  B",  eiusdemque  locos  heliocentricos  per  C,  C". 

His  ita  intellectis  negotium  primum  perinde  ut  in  problemate  Sect.  praec. 
(art.  136)  consistet  in  determinatione  situs  circulorum  maximorum  A'C'B', 
A"C"B",  quorum  inclinationes  ad  eclipticam  per  y'?  y"  designamus :  cum  hoc 
calculo  simiil  iungetur  determinatio  arcuum  AB'  =  ^',  A"B"  =  6".  Hinc 
manifeste  erit 

r'  =  \/(p'p'  +  2p'iJ'cos6'  +  i2'-R'j 
r"  =  v/(p"p"-f  2p"i?"cos8"+i2"Ä''), 

sive  statuendo  [/-\-  R'  cos^'  ^  ^'',  p" -{- R"  cofi  8"  =^  x" ,  R'sin8'=a',  R"smS"=a": 

r'  =  ^  {x'  .r'  +  rt'  a') 
r"  =  \J{x'\v"-\-a"a"). 


168. 

Combinando  aequationes  1    et  2   art.  1  1 2,  prodeunt  in  signis  disquisitionis 
praesentis  aequationes  sequentes: 

0  =  n'i  2ji?cos£sin(/  — a  —  fw02)(p'cosß'  sin  a' —  a) 4- -R'  cosB'  sin(/'  — a  ) 
+  (w  0 1 )  (p  "  cos  ß  "  sin  (a"—  o)  ■-(-  -R"  cos  B"  sin  (/"—  a : ) 
VII.  29 
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0  :=   h23  (p' cos  ,3 'sin  a'"— a'  -\- R' cos  B' s\n  a'" — /' ) 

—  «  1  ;i)  (p"  cos  ,3"  sin  o"'—  a"  +  JR"  cos  B"  sin  a'" —  /"] ) 
+  H  1 2) i?'" cos B" sin  a"'—  /'"). 

Ilac  ac(juationes,  statuendo 

ü'cosB'sin  /'— a  „,  j'  t'  JRcosÄsin  i  — o 


r>(  s'  L'  jcvcosaain  i  —  o  ^ 

o,  ■      ,  R   t'OSö  =0  o,r^=—   » =  ^ 

cosfisina'— a  cos  ji  "sin  a"  — a; 

iJ"cosB"sin  «'"  — r'  ry"    „    S"  »."  iJ"'cos  JS"'sin  a'"— T";  •.  , 

7-n-- m ;; R      COS  ß  =    0  -,    ■      -^ ; ■    =    k 

cos  1^" sin  a"—  a"  cos  ß' sin  [o     —  a  ) 

JJ'cos  JJ'sin  a'"— r          r»'  „„„  ;j'  '  co8ß'8in(a'— a) 


—  jR'  cos  6'  =  x' 


cosB  sm  a     —  a;  cos  p    sin 


l =  I* 

l{"cosJ3"8in  i"— a;  t>"  ^"  "  co8  3"sin  fa'"— a")  „ 

57,^ „ R    COS  6     =  z  'a/  ■     -w — r —  =  {*■ 

cosß'sina"— a  cos  ß'sin  a'"— a')  ~ 

omnibusque  rite  rcductis,   transeunt  in  soqucntcs 


1  + 


ix'x'+a'a')' 


x'  X   -\-a    a  \^ 

sive,  statuendo  insuper 

=  d' 

=  <f" 
in  hasce 

I. 


"„"S 


'x"+a"a 


Adiumento  harum  duanim  aequationum  j;'  et  x"  ex  a',  b',  c,  d',  Q\  a",  b",  c", 
d",  Q"  determinari  j)otcrunt.  Quodsi  quidem  .r'  vel  x"  inde  elirainanda  esset, 
ad  aequationem  ordinis  permagni  " "  delaberemur :  attamen  per  methodos  in- 
directas  incognitarum  x',  x"  valores   ex   illis   aequationibus   forma   non   mutata 


[*;  Handschriftliche  Bemerkung:    ordii 


I 
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satis    expedite    elicientur.      Plerumqiie    valores    incognitarum    approximati   iam 
prodeunt,  si  primo    Q'  atque    Q"  negliguntur ;    scilicet 

,  _  c"-\-d"¥'+c'  +d'd"h' 
'^    —  1-d'd" 

e'+d'  b'+c"  +d'd"b" 


Quamprimum  aiitem  valor  approximatus  alterutrius  incognitae  habetur,  valores 
aequationibus  exacte  satisfacientes  facillime  elicientur.  Sit  scilicet  i'  valor 
approximatus  ipsius  a:',  quo  in  aequatione  I  substituto  prodeat  x"  =  c";  per- 
inde  substituto  x"  =  'z"  in  aequatione  TI  prodeat  inde  x'  ^=  X';  repetantur 
eaedem  operationes,  substituendo  pro  x'  in  I  valorem  alium  ?'+'/,  unde  pro- 
deat x"  =  E"-!-v",  quo  valore  in  II  substituto  jnodeat  inde  x'  =  X'  +  i\^'.  Tum 
valor  correctus  ipsius  x'  erit 

valorque  correctus  ipsius  x" 


Si  o^jerae  pretium  videtur,  cum  valore  correcto  ipsius  x'  alioque  levius  mutato 

eaedem  operationes  repetentur,    donec  valores  ipsarum  x',  x"  aequationibus  I, 

II  exacte  satisfacientes  prodierint.     Ceterum  analystae  vel  mediocriter  tantum 

exercitato  subsidia  calculum  contrahendi  band  deerunt. 

In    bis    operationibus    quantitates    irrationales    \x' x' -\- a' a  ^ ,  [x" x" -^  a" a"  "^ 

commode  calculantur  per  introductionem  arcuum  z\  z",  quorum  tangentes  resp. 

sunt  %■>  -r,i    unde  üt 
X       x" 

\l  ix'  x'  +  a'  a     =  r'  =  -A-^  =  -^ 

V   .  '  s,mz  cosz 

\l  (x" x"  -\-a" a")  =  r"  =  -ß—y.  =  -^—y.  ■ 

Hi  arcus  auxiliares,  quos  inter  0  et  180**  accipere  oportet,  ut  r\  r"  positivi 
evadant,  manifesto  cum  arcubus  C'B',  C"B"  identici  erunt,  imdc  patet,  hacce 
ratione  non  modo  r'  et  r",  sed  etiam  situm  punctorum  C",  C"  innotescere. 

Haecce  determinatio  quantitatum  x',  x"  requirit,  ut  a',  a",  b\  b",  <:',  c",  d', 
d",  Q',  Q"  cognitae  sint,  quarum  quantitatum  quatuor  primae  quideni  per 
problematis  data  habentur,    quatuor  sequentes  autem  a  P',  P"  pendent.     Iam 

29* 
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qiiantitatos  P\  P",  Q',  Q"  exacte  quidem  nondura  dcterminari  possunt;    attamcn 
qiuiin  liabcatur 


III.    P  =  ^^ 


7112) 
/t231 

r,  12 


r'r' 


IV.    P"=^~ 

\.     Q-  =  .1  kk  t'  -t   t"-  t' 

^  -  TT 

VI.    Q"=  \kk[t"—t  t"'~-t"]  ■  ^ 
statin!   adsunt  valorcs   api)roximati 


■jOi;  ■r^\2'  cosi  »'  — t))co8  J  ,v   —V}COi\  V 

1 


{r^  12  ;tj23;  cobJ  ;»"—!;',  cos  J 


P  "  = 


-»    cos I  »  "  — t 


Q'  =  ^  ÄÄ-  ?'—  ?   t"—  t' ,  Q"  =  l  kk  t"—  t')  t'"—  t" 

quibus  calculus  ])rimus  superstructur. 


169. 

Absoluto  calculo  art.  praec.  ante  omnia  arcum  C'C"  determinare  oportebit. 
Quod  fiet  commodissime,  si  antea  perinde  ut  in  art.  137  intersectio  D  ciicu- 
lorum  maximoruiii  A'C'B',  A"C"B"  mutuaque  inclinatio  e  eruta  fuerit:  in- 
venietur  dein  ex  z,  CD  =  z'-]-B'D  atque  CD  =  z"-\- B"D,  per  formulas 
easdem  quas  in  art.  144  tradidimus,  non  modo  C'C  =  v"—v',  sed  etiam  an- 
"uli  m',  m"  ,  sab  qnibus  circuli  maximi  A'B',  A"B"  circulum  maximum  CC" 
secant. 

Postquam  arcus  v" — v'  inventus  est,  v' — i;  et  r  eruentnr  e  combinatione 
aequationnm 

,  r"sin  v"  —  v'] 

)•  sm  V  —  V   =  p7 

.     ,   ,  .      „         ,  l  +  P'      r' sin  »"-»'! 


^+% 


et  perinde  r"'  atque  v'" — v"  e  combinatione  liarum 
,„    .        ,„        n         r'sin:»"— »' 


V  +« 


+  P" 


«" 
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Omnes  numcri  hoc  modo  inventi  exacti  forent,  si  ab  initio  a  valoribus  veris 
ipsanim  P',  P",  Q',  Q"  proficisci  licuisset:  tumque  situm  plani  orbitae  perinde 
ut  in  art.  149  vel  ex  A'C,  u'  et  f'  vel  ex  A"C",  u"  et  ■(■"  determinare  con- 
veniret,  ipsasque  orbitae  dimensiones  vel  ex  r\  r'\  t',  t"  et  v"—v'  vel,  quod 
cxactius  est,  ex  r,  r'",  t,  t'"  et  v'" — v.  Sed  in  calculo  primo  haec  omnia  praeter- 
ibimus,  atque  in  id  potissimum  incumbenius,  ut  valores  magis  approximatos 
jiro  quantitatibus  P,  P",  Q\  Q"  obtineamus.  Hunc  finem  assequemur,  si  per 
methodum  inde  ab  art.  88   exi)0sitani 

ex  r,    r',    v' —  v,    t' —  t    eliciamns  (tjOI) 

»•',  y",  v"—  v\   t"  —  t'    17]  12) 

r",  r'",  v"'—v",  t'"—  t" (t)  23". 

Has  quantitates,  nee  uon  valores  ijjsarum  v,  /•',  r",  r'",  cos^^iü' — v)  etc.  in  for- 
mulis  III — VI  substituemus,  unde  valores  ipsarum  P',  Q',  P",  Q"  resultabunt 
multo  magis  exacti  quam  ii,  quibus  hypothesis  prima  superstructa  erat.  Cum 
illis  itaque  hypothesis  secunda  formabitur.  quae  si  prorsus  eodem  modo  ut 
prima  ad  finem  perducitur,  valores  ipsarum  P,  Q',  P",  Q"  multo  adhuc  ex- 
actiores  suppeditabit,  atque  sie  ad  hypothesin  tertiam  deducet.  Hae  opera- 
tiones  tam  diu  iterabuntur,  donec  valores  ipsarum  P',  Q,',  P",  Q"  nulla  amplius 
correctione  opus  habere  videantvir,  quod  recte  iudicare  exercitatio  frequens 
mox  docebit.  Quoties  motus  heliocentricus  parvus  est,  plerumque  prima  hypo- 
thesis illos  valores  iam  satis  exacte  subministrat :  si  vero  ille  arcum  maiorem 
complectitur ,  si  insuper  temporum  intervalla  ab  aequalitate  notabiliter  rece- 
dunt,  hypothesibus  pluries  repetitis  opus  erit;  in  tali  vero  casu  hypotheses 
primae  magnam  calculi  praecisionem  haud  postulant.  In  ultima  denique  hypo- 
thesi  elementa  ipsa  ita  ut  modo  indicavimus  determinabuntur. 

170. 

In  hypothesi  prima  quidem  temporibus  non  correctis  t,  t\  t",  t'"  uti  oporte- 
bit,  quum  distantias  a  terra  computare  nondum  liceat:  simulac  vero  valores 
approximati  quantitatum  x',  x"  innotuerunt,  illas  distantias  quoque  proxime 
determinare  poterimus.  Attamen  quum  formulae  pro  p  et  p'"  hie  pauUo  com- 
plicatiores  evadant,  computum  con-ectionis  temporum  eousque  differre  conve- 
niet,  ubi  distantiarum  valores  satis  praecisi  evaserunt,  ne  calculo  repetito  opus 
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sit.  Qiium()l)rfm  c  lo  ciit.  lianc  opcratioucin  iis  viiloiihus  quiintitatuin  a;\  x" 
sunorstnuTL',  ad  quas  hyputliesis  pcuultima  ja-odiixit,  ita  vit  ultima  di-muin 
hyixjtlu'sis  a  valoribus  correctis  temi)Oium  atque  quantitatum  P'.  F .  Q'.  Q" 
pioticiscatur.      Ecco  fornmlas.   ad  liunc  finoni   in  usum  vocandas: 

\  II.  r/  =  >j'-ir  cos^' 
\  III.  p"  ^  x'-R"cosb" 
IX.  pcos3  =  —  licosßcos.a— /H -r- — ^pT(p'cosj3'cos  o'— a  4--R'cosB'cos  l'—a  ) 

—  j„  (p"  cos  |3"  cos  a"—  o  +  R"  cos  B"  cos  7"—  a  ) 
X.  f,  sin  ■i  =  -R  sin  B  ^  —j'^^^r^  (p'  sin  ß'-f  R'  sin  B'  -  j,,  p"  sin  f("+  R"  sin  ß' 

XI.  p"'cos,3"'  = 
—  ii"'cosß"'cos  a" 


XII.  p"'sint3"'  = 

-R"'smB" 


Foimulae  IX — XII  nuUo  negotio  ex  aequationibus  1,  2,  H  art.  112  derivantur, 
si  modo  charactcres  illic  adhibiti  in  eos  quibus  liic  utimur  rite  convertuntur. 
Manifesto  formulac  multo  simiiliciores  cvadunt,  si  B,  B',  B"  evanescuut.  E 
combinatione  formularum  IX  et  X  non  modo  p  sed  etiam  |3,  et  perinde  ex 
XI  et  XII  i)iaeter  p'"  etiam  p"'  demanat:  valorcs  harum  latitudinum  cum  ob- 
servatis  calculum  non  ingredientibus  ,  siquidem  datae  sunt,  comparati  osten- 
dent.  quonam  praecisionis  gi-adu  latitudinos  oxtremao  \>vr  (^ementa  sex  reli- 
quis  datis  adaptata  repraesentaii  possint. 


171. 

Exemplum   ad  illnstxationem   huius   disquisitionis   a   Vesta   desumere  con- 
veniet,  quae  inter  omnes  planetas  recentissime  detectos  inclinatione   ad   eclip- 
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I  ticam  minima  gaudet*  .  Eligimus  observationes  sequentes  Bremae,  Parisiis, 
Lilienthalii  et  Mediolani  ab  astronomis  clarr.  Olbers,  Boüvard,  Bessel  et 
(  )riani  institutas : 


Tempus  med.  loci  observationis 

Ascensio  recta 

Declinatio 

180  7   Martii  30.    12*' 33"  17' 

I83"52'40','8 

11"  54' 2  7"     Bor. 

Maii      17.      8    16        ö 

178    36  42,3 

11    39  4  6,8     — 

lulii      11.    10    30      19 

189    49     7,7 

3      9   10,1      — 

Sept.        8.      7    22      16 

212    50      3,4 

S    3  8  17,0  Austr. 

Pro  iisdem  temporibus  e  tabiilis  motuiim  Solis  invenimus 


Longit.  Solis  ab 
aequin.   app. 

Nutatio 

Distantia  a 

terra 

Latitudo 

Solis 

Übliqmtas  eclipt. 
apparens 

Martii  3o 

9"2r59;'5 

+  J  6','8 

0,999  6448 

-f-0','23 

23"2  7'50','8  2 

Maii      1 7 

55    56   20,0 

-f  16,2 

1,011  9789 

—  0,63 

49,83 

lulii       1  1 

108    34   53,3 

+  17,3 

1,016  5795 

-0,46 

49,19 

Sept.       8 

165      8  57,1 

-1-16,7 

1,006  7421 

+  0,29 

49,26 

lam  loca  observata  planetae,  adhibita  eclipticae  obliquitate  apparente,  in 
longitudines  et  latitudines  conversa,  a  nutatione  et  aberratione  fixarum  pur- 
gata,  tandemque  demta  praecessione  ad  initium  anni  180  7  reducta  sunt,  dein 
e  locis  Solis  ad  normam  praeceptorum  art.  72  derivata  sunt  loca  terrae  ficta 
(ut  parallaxis  ratio  habeatur),  longitudinesque  demta  nutatione  et  praecessione 
ad  eandem  epocbam  translatae;  tandem  temjjora  ab  initio  anni  nu.merata  et 
ad  meridianum  Parisinum  reducta.     Hoc  modo  orti  sunt  numeri  sequentes: 


t,  t\  t\   t" 

a,  a,  a",  a'" 

ß,  ,3',  r,  r 

/,  /',  /",  /"' 


89,505  162 
178"  43'  38','8  7 

12    27      6,16 
189    21    33,71 

9,999  7990 


137,344  502 
1  74"     1'  30','08 

10  8  7,80 
235    56      0,63 

0,005  1376 


192,419  502 

187"  45'  42;'23 
6    47    25,51 

288  35  20,32 
0,007  1739 


251,288  102 
213"  34'  15','63 
4    20    21,63 
345      9    18,69 

0,003  0625 


*)  Nihilominus  haec  inclinatio  etiaraniim  satis  considcrabilis  est,  ut  orbitae  determinationem  satis  tuto 
atque  exacte  tribus  observationibus  superstruere  liceat :  revera  elementa  prima .  quae  hoc  modo  ex  observa- 
tionibus  lii  tantum  diebiis  ab  invicem  distantibus  deducta  erant  (vid.  von  Zach  Monatl.  Corresp.  Vol.  XV. 
p.  695),  proxime  iam  accediint  ad  ea,  quae  hie  ex  observationibus  ([uatuor,  lfi2  diebus  ab  invicem  dissitis, 
derivabiuitur. 


232  TIIEOHIA   MOTLS  CORPORl  M   (  OELESTIUM.        l.IHEH   II.     SKC 

Iliiu-   (leducinius 

-('  =  [ij^"-.]-!'  l\':•^4,  g'  =     ()2"2:V  r,'S8 


t"=  1 

T.\     :>   lö.üs. 

8"  =  1( 

Ml 

15 

1,40 

loga' 

=  9,052  G1Ü4, 

//  =  - 

11 

,00i 

449 

logrt"  = 

=  9,999  4839, 

b"  =  - 

2 

,08-2 

0  3(> 

x'   = 

— 

,08:5  IUI»;, 

lo-X    =  ( 

,0 

72  8800, 

los. 

1^'   = 

9,713  9702 

x"  = 

+  < 

i.:?2-2  o(i(;. 

logÄ"'=  ( 

,0 

79  85  12,,, 

lüg 

1^"  = 

9,838  7061 

A'D  = 

= 

:{7"  17'  :.  1 

,'50,         A'D 

= 

89"  24' 

1  1 

,'84, 

e 

=  9"  5'  5','4 

B'D^ 

2r>     r.   13 

38.          BD 

= 

—  1  1    20 

4  9 

5(). 

Ilis    calculis    lu-aclimiiiiuibus    absolutis,   hj/pothesin  primam   aggicdiimu'.      K 
ti'niporuin  intervallis  clicimus 

\o^k{t'  —t  =  9,915  3666 
logk't"  —  t'  =  9,976  5359 
\ogk(t"'—t"  =  0,005  4651 

atque  hinc  valorcs  ])rimos  approximatos 

logP'   =  0.06117,  log  1-rP'    =  0,33269,  log  Q'  =  9,5908  7 

logP"  =  9,97107.  log  1  -f  P"    ^  0.28681,  logQ"  =  9.68097, 

hinc   porro 

c'   =  —7,68361,  logrf'   =  0,04666„ 

c"  =  -1-2,20771,  logr/"  =  0,12552. 

Hisce  valoiibus.  paucis  tentaminibiis  factis,   solutio  scquens  acquationum  I,  II 

elicitur: 

x'  =  2,04856,  z'  =  23"  38'  17",  logr'  =  0,34951 

^7"=  1,95745,  z"  =  21      2      0,  logr"  =  0,34  1 94. 

Ex  z',  z"   atque  e   eruimus  C C"  ^=  v"  —  v'  =^  17"  7' 5":    hinc  v'—v^r,v"'—v'\r"' 
per  aequationes  sequentes  determinandae  erunt: 

logr    sin  v'  —v     =  9,74962,  logr    sin  i/  —  ü  -p  1  7"  7' 5")  =  0.07500 

log  r"  sin  «'"—v")  =  9,84729,  logr"'sin  i-'"— tj"-f-  1  7"  7' 5";  =  0,10733, 

linde  ernimus 
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i'  — 0    =14'']4'32",  logr     =0,358(55 

v"'—v"=  18    48    33,  logr'"  =  0,33887. 

Denifjue  invenitur 

logfvjOI)  =  0,00426,  logfYj  12)  =  0,00599,  logfvj  23)  =  0,0071  1, 

atque  hinc  valores  correcti  ipsarum   P',  P",  Q',  Q": 

logP'  =  0,05944,  logQ'   =  9,60374 

logP"  =  9,97219,  logQ"  =  9,69581, 

quibus  hj/potkesis  secunda  superstruenda  erit.    Huius  praecipua  momenta  ita  se 
lialjcnt: 

c    =—7,67820.  log(/'  =  0,045  736,. 

c"  =4-2,21061,  log  <Z"  =  0,126054 

x'   =  2,03308,  z    =  23"  47'  54",  logr'  =  0,346  747 

*'"=  1,94290,  2-"  =  27    12    25,  logr"  =  0,339  373 

C'C"  =  v"-v'  =  n^'o" 

v' —V    =14"2r36",  logr    =0,354  687 

v"'—v"=  18    50    43,  logr"'=  0,334  564 

log(T]01)  =  0,004  359.  log(rjl2i  =  0,006  102,  logi-/j23)  =  0,007  280. 

Hinc  prodeunt  valores  denuo  correcti  ipsarum  P',  P".  Q'.  Q"; 

logP'  =  0,059  426,  logQ'  =  9.604  749 

log P"  =  9.972  249.  log  Q"  =  9.697  5G4. 

quibus  si  ad  tertiam  hypothesin  progredimur,  numeri  sequentes  resultant: 

c'   =  —7,67815,  logf/'   =  0,045  729„ 

c"  =  4-2,2107  6.  log^r  =  0.126082 

x'  =  2,03255,  z'  =  23"  48'  14".  logr'  =  0,346  653 

a?"  =  1,94235,    z"  =  27  12  49,     logr"  =  0,339  276 

C'C"  =  v"-  v   =   1  7"  8'  4" 

v' —V    =14"  21'  49",    logr  =0,354  522 

v'"— 1?"=  18  51   7,     logr'"  =  0,334  290 

log(YjOl)  =  0,004  363,    log(Y]12)  =  0,006  106,    log(7j23)  =  0,007  290. 

VII.  30 
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Quodsi   iam  ad  norinam   prafceptorum  art.   ])rai'c.   distantiae  a  terra  sui)i)utan- 
tur,   jjrodit : 


Hinc  invcniuntur 


p'  = 

1,5635, 

p"  =  2,1319 

logp  cos  ß  = 

0,00876,       logp"'cosß"'  =  0,42842 

log  p  sin  p  = 

9,44252,       logp'" sin  ß'"  =  9,30905 

?  = 

2°  26' 4  0", 

ß'"  =  4°  20' 39" 

logp  = 

0,10909, 

logp'"  =  0,42967. 

ur 

Corrtctiones  tem- 
porum 

Tempora  correcta 

I 

0,007  335 

89,497  827 

11 

0,008  921 

137,335581 

in 

0,012  165 

192,407337 

IV 

0,0  15  34  6 

251,272  756 

unde  prodeunt  valorcs  quantitatum   P'.  P",  Q',  Q"  denuo  correcti 


logP'  =  0,059415, 
logP"  =  9,972  253, 


logQ'  =  9,604  782 
logQ"  =  9,697  687. 


Tandem  si  hisce  valoribus  novis  hijpothesis  quarta  formatur,  numeri  sequcntt's 
prodeunt: 

c'  =—7,678  116,  logrf'   =  0,(145  723„ 

c"  =  -f  2,210  773,  logf/"  =  0,126  084 

x'  =  2,032  473,  z'  =  23"  48'  1  6','7,  logr'  =  0,346  638 

er"  =  1,942  281,  z"  =  27    12    51,7,  logr"  =  0,339  263 

v"—  v'  =  17"  8'  5','l ,  4  iu"-\-  u')  =  1  76"  7'  50','5,  i  [u—  u";  =  4"  33'  23','6 

v'  —V   =  14°2l'  5r;9,  logr    =  0,354  503 

v"'—v"^\S    51      9,5,  logr'"  =  0,334  263. 

Hi  numeri  ab  iis,  quos  hy])othesis  tertia  suppeditaverat,  tarn  parum  diffenint, 
ut  iam  tuto  ad  ipsorum  elementorum  determinationem  progredi  liceat.  Primo 
situm  plani  orbitae  ei-uimus.  Per  praecepta  art.  149  invenitur,  ex  -( ?  " 
atque  A'C  =  B'—z',  inclinatio  orbitae  =  7"  8'  1 4','8,  longitudo  nodi  ascendentis 
103"l6'37','2,  argumentum  latitudinis  in  observatione  secunda  94*'36'4','9,  adeo- 
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que  longitudo  in  orbita  1  9  7°  52' 4  2"!  ;  ijerinde  ex  y",  «"  atqiie  A"C"  =  ^"—  z" 
c'licitui-  inclinatio  orbitae  =  7"8'l4','8,  longitudo  nodi  ascendentis  103°  1 6' 3  7','5, 
argumentum  latitudinis  in  observatione  tertia  1  ll"  44' 9','7,  adeoque  longitudo 
in  orbita  2J5°0'4  7"2.  Hinc  erit  longitudo  in  orbita  j^ro  observatione  prima 
183*'30'50;'2,  pro  quarta  233°  51' 56','7.  Quodsi  iam  ex  t"'—t,  r,  r'"  atque 
v'"— j;  =  5()°21'6','5   orbitae  dimensiones  determinantur,  prodit : 

Anomalia  vera  pro  loco  primo 29  3°  33'  4  3','7 

Anomalia  vera  pro  loco  quarto 34  3    54    50,2 

Hinc  longitudo  perihelii 249   57      6,5 

Anomalia  media  pro  loco  primo 302   33    32,6 

Anomalia  media  pro  loco   quarto 34  6    32    25,2 

Motus  medius  diurnus  sidereus 978','721  6 

Anomalia  media  pro  initio  anni    180  7 278°  1  3'  39',' 1 

Longitudo  media  pro  eadem  epocha    168    10   4  5,6 

Angulus  cp 5      2    58,1 

Logarithmus  semiaxis  maioris 0,3  72  898. 

Si  secundum  haecce  elementa  pro  temporibus  t,  t\  t".  t'"  correctis  loca 
planetae  geocentrica  computantur,  quatuor  longitudines  cum  a,  a,  a",  a'",  duae- 
que  latitudines  intermediae  cum  ß',  ß"  ad  unam  minuti  secundi  partem  decimam 
conspirant;  latitudines  extremae  vero  prodeunt  12°  26' 4  3',' 7  atque  4°20'40','l, 
illa  22'^4  errans  defectu,  haec  18','5  excessu.  Attamen  si  manentibus  elementis 
reliquis  tantummodo  inclinatio  orbitae  6"  augeatur,  longitudoque  nodi  4' 40" 
diminuatur,  errores  inter  omnes  latitudines  distributi  ad  pauca  minuta  secunda 
deprimentur,  longitudinesque  levissimis  tan  tum  erroribus  afficientur,  qui  et 
ipsi  propemodum  ad  nihilum  reducentur,  si  insuper  epocha  longitudinis  2" 
diminuatur. 


30* 


SECTIO   TERTIA. 

Dttt'i/ninatio  urbilae  obscrvationibus  quutcunqiie  quam  proxime  satisfacientis. 

172. 

Si  obscnationes  astionomicac    cetcrique   numcri,    quibus   oibitanim   com- 
putus  innititur,    absoluta  praecisione  gauderent,  elementa   quoque,   sive  tribus 
obscrvationibus  sive  quatuor  superstructa  fuerint,   absolute   exacta  statim  pro- 
dirent    'quatcnus   quidem   motus   secundum   leges  Kepler!   exacte   fieri   suppo- 
nitur ,  adeoque  accitis  aliis  aliisque  obscrvationibus  confirmari  tantum  possent, 
haud  corrigi.     A'eruin    enim   vero   quum   omnes   mensurationes   atque   observa- 
tiones  nostrac  nihil  siut  nisi  approximationes  ad  veritatem,  idemque  de  Omni- 
bus cakulis  illis  inuitcntibus  valcrc  debeat,  scopum  summum  omnium  compu- 
tonim  circa  phaenomcna  concreta  institutorum  in  eo  ponere  oportebit,    ut  ad 
veritatem  quam  proxime  ticri   potest   acccdamxis.     Hoc    autem   aliter   fieri   ne- 
quit,    nisi  per  idoneam  combinationera  observationum  plurium,    quam  quot  ad         J  jq 
determinationcm  quantitatum   incognitarum   absolute   requiruntiu-.     Hoc   nego-     W\     tfl 
tium  tunc  demum  suscipere  licebit,    quando  orbitae  cognitio  approximata  iam       f      i^ 
innotuit,    quae  dein  ita  rectificanda  est,   ut  omnibus  obscrvationibus  qiiatn  ex-       .       sota 
actissime    satisfaciat.     Etiamsi   haec   expressio    aliquid   vagi    implicare    videatux,  (',( 

tarnen  infra  principia  tradentur.    secundum  quae  problema   solutioni  legitimae  teiit 

ac  mcthodicae  subiicietur.  Ins 

Praecisionem  summam  amhirc  tunc  tantummodo  operae  pretiuui  esse  pot-        \     \^f^ 
est,    quando    orbitae    determinandae    postrema    quasi    manus    apponenda    est.  p 

Contra  quamdiu  spes   affulget,   mox  novas   observationes  novis   conectionibus  ijtjf 


H 
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occasionem  daturas  esse,  provit  res  fert  plus  rainusve  ab  extrema  praecisione 
remittere  conveniet,  si  tali  modo  operationuni  prolixitatem  notabiliter  suble- 
vare  licet.      Nos  utrique  casui  consulere  studebimus. 


173. 

Maximi  imprimis  momeuti  est,  ut  singulae  corporis  coelestis  positiones 
geocentricae,  qiiibus  orbitam  superstruere  propositum  est,  non  ex  observationi- 
bus  solitariis  petitae  sint,  sed  si  fieri  potest  e  pluribus  ita  combinatis,  ut  er- 
rores  forte  commissi  quantum  licet  sese  mutuo  destruxerint.  Observationes 
scilicet  tales,  quae  paucorum  dierum  intervallo  ab  invicem  distant  —  vel  adeo 
prout  res  fert  intervallo  15  aut  20  dierum  —  in  calculo  non  adhibendae  erunt 
tamquam  totidem  positiones  diversae,  sed  potius  positio  unica  inde  derivabitur, 
quae  inter  cunctas  quasi  media  est,  adeoque  praecisionem  longe  maiorem  ad- 
mittit,  quam  observationes  singulae  seorsim  consideratae.  Quod  negotium  se- 
quentibus  princijjüs  innititur. 

Corporis  coelestis  loca  geocentrica  ex  elementis  approximatis  calculata  a 
locis  veris  parum  discrepare,  difFerentiaeque  inter  haec  et  illa  mutationes  len- 
tissimas  tantum  subire  debent,  ita  ut  intra  paucorum  dierum  decm'sum  prope- 
modum  pro  constantibus  haberi  queant,  vel  saltem  variationes  tamquam  tem- 
poribus  proportionales  spectandae  sint.  8i  itaque  observationes  ab  omni  er- 
rore  immunes  essent,  differentiae  inter  locos  observatos  temporibus  t,  t',  t",  t'" 
etc.  respondentes  eosque  qui  ex  elementis  computati  sunt,  i.  e.  differentiae 
tum  longitudinum  tum  latitudinum,  sive  tum  ascensionum  rectarum  tum  decli- 
nationum,  observatarum  a  computatis,  forent  quantitates  vel  sensibiliter  aequales, 
vel  saltem  uniformiter  lentissimeque  increscentes  aut  decrescentes.  Respon- 
deant  e.  g.  illis  temporibus  ascensiones  rectae  observatae  a,  a',  a",  a"  etc.,  com- 
putatae  autem  sint  a  +  2,  a'-\-h\  a"-|-8",  a"'-f  ß'"  etc. ;  tunc  differentiae  h,h', 
8",  h'"  etc.  a  veris  elementorum  deviationibus  eatenus  tantum  discrepabunt,  qua- 
tenus  observationes  ipsae  sunt  erroneae:  si  itaque  illas  deviationes  pro  Omni- 
bus istis  observationibus  tamquam  constantes  spectare  licet,  exhibebunt  quanti- 
tates h,  h',  8",  8'"  etc.  totidem  determinationes  diversas  eiusdem  magnitudinis, 
pro  cuius  valore  correcto  itaque  assumere  conveniet  medium  arithmeticum 
inter  illas  determinationes,    quatenus  quidem   nuUa   adest  ratio,    cur  unam  al- 
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teraravc  praeferamus.  Sin  vero  obscrvationibus  singulis  ideiii  ])iat'ti.sionis  ^radus 
liaud  attiibuondus  videtiir,  supponaimis  praecisionis  fp^'adum  in  singulis  resj). 
proportionalem  aestimandum  esse  numeris  e,  e',  e",  e'"  etc.,  i.  e.  enores  bis  nn- 
meris  reciproce  ])ro]iortionales  in  obscrvationibus  aeqne  facile  coramitti  po- 
tuissc;  tum  socnindum  priucipia  infra  tradenda  valor  medius  maxinie  proba- 
bilis  liaud  aniplius  erit  medium  arithmeticura  simplex,  scd 
_  eeö+e'e'5'+e"e"ö"+e'"e"'ö"'  +  etc. 
ff  +  f'c'  +  e"f"4-  c"'e"'+  etc. 

Statucndü  iuiii  liunc  valorem  medium  =  A,  pro  ascensionibus  rcctis  veris  as- 
sumere  licebit  resp.  a-i-2  — A,  a'4-6'— A,  a"-|-6"— A,  a"'4- o'"— A  etc.,  tumque 
arbitrarium  erit,  quanam  in  calculo  utamur.  Quodsi  vero  vel  observationes 
temporis  intervallo  nimis  magno  ab  invicem  distant,  aut  si  orbitae  elementa 
satis  approximata  nondum  innotuerant,  ita  ut  non  licuerit,  horum  deviationes 
tamquam  constantes  pro  obscrvationibus  cunctis  spectare,  facile  perspiciettir, 
aliam  liinc  diffcrcntiam  non  oriri,  nisi  quod  dcviatio  media  sie  inventa  non 
tam  Omnibus  obscrvationibus  communis  supponcnda  erit,  quam  potius  ad  tem- 
pus  medium  quoddam  referenda,  quod  jierinde  e  singulis  temporum  momentis 
derivare  oportet,  ut  A  ex  singulis  deviationibus,  adeoque  generaliter  ad  tempus 

eetA- e' e't' -\- e" e"t"  +  e'" e"'t"'-\- etc.        o-    •.,  •  •  ^  i 
-— -  ,  )  1    „  ,    '  ,„  ,„  ,     '- •     öl  itaque  summam  jnaecisioncm  appetere  pla- 

cet,  pro  eodem  tempore  locum  geoccntricum  ex  elementis  computare,  ac  dein 

ab  eiTore  medio  A  liberare  oportebit,  ut  positio  quam  acciuatissima  emergat: 

plerumque  tamen  abunde  sufficict,    si  error  medius   ad  observationem  tempori 

medio  proximam  referatur.    Quae  hie  de  ascensionibus  rectis  diximus,  perinde 

de    declinationibus.    aut    si    mavis    de   longitudinibus    et    latitudinibus    valcnt: 

attamen  semper  praestabit,    immcdiate   ascensiones   rectas   et   declinationes   ex 

elementis  computatas  cum  observatis  comparare;    sie  enim  non  modo  calculum 

magis  expeditum   lueiamur,    praesertim   si   methodis   in   artt.  53  —  00    expositis 

utimur,  scd  eo  insuper  titulo  illa  ratio  se  commendat,  quod  observationes  in- 

completas  quoque  in  usum  vocare  licet,  praetereaque,  si  omnia  ad  longitudines 

et  latitudines  referrentiu',  metuendum  esset,    ne  observatio  quoad  ascensionem 

recte,    quoad   declinationem   male   instituta    vel   vice   versa    ab   utraque   parte 

depravetui-,   atque  sie  prorsus  inutilis  evadat.    —    Ceterum  gradus   praecisionis 

medio     ita    invento    attribuendus    secundum     principia    mox    explicanda    erit 

=  \i  ee-\-e'e'-\-e"e"-\-e"'e"'-\-etc.],  ita  ut  quatuor  vel  novem  observationes  aeque 
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exactae  requirantur,   si  medium  ])raecisione  dupla  vel  tripla  gaudere  debet,   et 
sie  poiTO. 


174. 

Si  corporis  coelestis  orbita  secundum  methodos  in  Sectionibus  praecc.  tra- 
ditas  e  tribus  quatuorve  positionibus  geocentricis  talibus  determinata  est,  quae 
ipsae  singulae  ad  normam  art.  praec.  e  compluribus  observationibus  petitae 
fuerant.  orbita  ista  inter  omnes  hasce  observationes  medium  quasi  tenebit.  ne- 
que  in  diiferentiis  inter  locos  observatos  et  calculatos  uUum  ordinis  vestigium 
remanebit,  quod  per  elementorum  correctionem  tollere  vel  sensibiliter  exte- 
nuare  liceret.  lam  quoties  tota  observationum  copia  intervallum  temporis  non 
nimis  mag-num  complectitur,  hoc  modo  consensum  exoptatissimum  elementorum 
cum  Omnibus  observationibus  assequi  licebit,  si  modo  tres  quatu.orve  positiones 
quasi  normales  scite  eligantui'.  In  determinandis  orbitis  cometarum  plane- 
tarumve  novorum,  quorum  observationes  annum  unum  nondum  egrediuntur, 
ista  ratione  plerumque  tantum  proficiemus,  quantum  ipsa  rei  natura  permittit. 
Quoties  itaque  orbita  determinanda  angulo  considerabili  versus  eclipticam  in- 
clinata  est,  in  genere  tribus  observationibus  superstruetur ,  quas  quam  remo- 
tissimas  ab  invicem  eligemus:  si  vero  hoc  pacto  in  aliquem  casuum  supra  ex- 
clusorum  (artt.  160  — 162)  fortuito  incideremus,  aut  quoties  orbitae  inclinatio 
nimis  parva  videtui',  determinationem  ex  positionibus  quatuor  praeferemus, 
quas  itidem  quam  remotissimas  ab  invicem  accipiemus. 

Quando  autem  iam  adest  observationum  series  longior  plures  annos  com- 
plectens,  plures  inde  positiones  normales  derivari  poterunt:  quamobrem  prae- 
cisioni  maximae  male  consuleremus,  si  ad  orbitae  determinationem  tres  tantum 
quatuorve  positiones  excerperemus ,  omnesque  reliquas  omnino  negligeremus. 
Quin  potius  in  tali  casu,  si  summam  praecisionem  assequi  propositum  est, 
operam  dabimus,  ut  positiones  exquisitas  quam  plurimas  congeramus,  atque 
in  usum  vocemus.  Tunc  itaque  aderunt  data  plura,  quam  ad  incognitarum 
determinationem  requiruntur:  sed  omnia  ista  data  erroribus  utut  exiguis  ob- 
noxia  erunt,  ita  ut  generaliter  impossibile  sit,  omnibus  ex  asse  satisfacere. 
Iam  quum  nuUa  adsit  ratio,  cur  ex  hisce  datis  sex  haec  vel  illa  tamquam  ab- 
solute exacta  consideremus,    sed  potius,    secundum  probabilitatis  principia,    in 
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ounctis  jnomiscuc  crroves  maiorcs  vel  iiiiuoirs  acque  jjossibiles  suppoucic 
oj)Oiteat;  pono  quum  gencraliter  loqucndo  cnores  Icviorcs  sacpius  committan- 
tiir  quam  giavioics:  manifestum  est,  orbitam  talem,  quae  dum  sex  datis  ad 
amussim  satisfacit  a  reliquis  plus  minusvc  doviat,  principüs  calculi  pioba])ili- 
tatis  minus  consentaneam  censendam  esse,  quam  aliam,  quae,  dum  ab  illis 
quoque  sex  datis  aliquantulum  discrepat,  consensum  tanto  meliorem  cum  reli- 
quis praestat.  Investigatio  orbitae  sensu  stricto  maximam  probabilitatem  prae 
se  ferentis  a  cognitione  legis  jiendebit,  secundum  quam  eiTorum  cresccntiuiu 
probabilitas  decrcscit:  illa  vero  a  tot  considerationibus  vagis  vel  dubiis  — 
physiologicis  quuque  —  ^xiidct.  (piac  calculo  subiici  nequeiint,  ut  huiusmodi 
legem  vix  ac  ue  vix  quideiu  iu  ullo  astronomiae  practicae  casu  rite  assignare 
liceat.  Nihilomiuus  indagatio  nexus  inter  hanc  legem  orbitamque  maximc 
probabilem,  quam  summa  iam  generalitate  suscipiemus,  neutiquam  pro  specu- 
latione  sterili  liulxnida  rrit. 


175. 

Ad  huiu-  tinein  a  problemate  nostro  speciali  ad  disquisitionem  generalissi- 
mam  in  omni  calculi  ad  pbilosophiam  naturalem  applicatione  foecundissimam 
ascendemus.  Sint  F,  V\  V"  etc.  functiones  incognitarum  p,  q,  r,  s  etc.,  p.  mul- 
titudo  illarum  functionum,  v  multitudo  incognitarum,  supponamusque,  per  ob- 
servationes  immediatas  valores  functionum  ita  invcntos  esse  V  =  M,  V  =  M\ 
V"  =  3f"  etc.  Generaliter  itaque  loquendo  evolutio  valorum  incognitarum  con- 
stituet  problema  indeterminatum,  determinatum,  vel  ])lus  quam  determinatum, 
prout  fuerit  |i.  <C ''>  |Ji  =  "^  '^'c-l  H^  !>'■''  •  Hie  de  ultimo  tantum  casu  sermo 
erit,  in  quo  manifesto  e.xacta  cunctarum  observationum  repraesentatio  tunc 
tantum  possibilis  foret,  ubi  illae  omnes  ab  eiToribus  absolute  immunes  essent. 
Quod  quum  in  rerum  natura  locura  non  habeat,  omne  systema  valorum  in- 
cognitarum p,  q,  r,  s  etc.   i)ro  ])ossibili  linbcndum   erit.    ex  quo  valores  functio- 


*  Si  in  casu  tcrtio  functiones  V,  V,  V"  etc.  ita  comparatae  essent,  ut  |j:+i  —  v  ex  ipsis  vel  plures 
tamquam  functiones  reliquanim  spcctare  liceret,  problema  respectu  harum  fiinctioniim  etiamnum  plus  quam 
determinatum  foret,  respectu  quantitatum  p,  q,  r,  s  etc.  autem  indeterminatum;  Hamm  scilicet  valores  ne 
tunc  qtiidem  determinare  liceret,  quando  valores  functionum  V,  V,  V"  etc.  absolute  exacti  dati  essent;  sed 
hunc  casum  a  disquisitione  nostra  excludemus. 
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num  M  —  V,  M'—V,  M" — V"  etc.  oriuntur,  limitibus  eiTorum,  qui  in  istis 
observationibus  committi  potuerunt,  non  maiores:  qiiod  tarnen  neutiquara  ita 
intelligendum  est,  ac  si  singula  haec  systemata  possibilia  aequali  probabili- 
tatis  gradu  gauderent. 

Supponemus  primo,  cum  rernm  statum  fuisse  in  omnibns  observationibus, 
ut  nulla  ratio  adsit,  cur  aliam  alia  minus  exactam  esse  suspicemur,  sive  ut 
errores  aeque  magnos  in  singulis  pro  aeque  probabilibus  habere  oporteat. 
Probabilitas  itaque  cuilibet  errori  A  tribuenda  exprimetiu-  per  functionem 
ipsius  A,  quam  per  cpA  denotabimus.  lam  etiamsi  hanc  functionem  praecise 
assignare  non  liceat.  saltem  affirmare  possumus,  eius  valorem  fieri  debere 
maximum  i)ro  A  =  0,  plerumque  aequalem  esse  pro  valoribus  aequalibus  oi^po- 
sitis  ipsius  A,  denique  evanescere,  si  pro  A  accipiatur  error  maximus  vel  maior 
valor.  Proprie  itaque  cpA  ad  functionum  discontinuarum  genus  referre  oportet, 
et  si  quam  functionem  analyticam  istius  loco  substituere  ad  usus  practicos 
nobis  permittimus,  haec  ita  comparata  esse  debebit,  ut  utrimque  a  A  ^  0 
asymptotice  quasi  ad  0  convergat,  ita  ut  ultra  istum  limitem  tamquam  vere 
evanescens  considerari  possit.  Porro  probabilitas.  errorem  iacere  inter  limites 
A  et  A-|-dA  difFerentia  infinite  parva  dA  ab  inviccm  distantes,  exprimenda 
erit  per  '.pA.dA;  proin  generaliter  probabilitas.  errorem  iacere  inter  D  et  D'. 
exhibebitur  per  integrale  /"cpA.dA,  a  A  =  D  usque  ad  A  =  D'  extensum.  Hoc 
integi-ale  a  valore  maximo  negativo  ipsius  A  usque  ad  valorem  maximum  posi- 
tivum ,  sive  generalius  a  A  =  —  oo  usque  ad  A  =  -j-  r»  sumtum ,  necessario 
fieri  debet  =  1. 

Sup2)onendo  igitur.  systema  aliquod  determinatum  valorum  quantitatum 
]t.  q,  r,  s  etc.  locum  habere,  probabilitas,  pro  V  ex  observatione  proditurum 
esse  valorem  M,  exprimetur  per  ^{M  —  Vj,  substitutis  in  V  pro  p,  q,  r,  s  etc. 
valoribus  suis;  perinde  cp(M'— F'),  cp (M"— F")  etc.  expriment  probabilitates,  ex 
observationibus  resultaturos  esse  functionum  F',  F"  etc.  valores  M',  M"  etc. 
Quamobrem  quandoquidem  omnes  observationes  tamquam  eventus  ab  invicem 
independentes  spectare  licet,  productum 

9  (M-  F) .  cp  (M'-  F) .  cp  {M"—  V"j .  etc.  =  Q 

exprimet  exspectationem  seu  probabilitatem,  omnes  istos  valores  simul  ex  ob- 
servationibus prodituros  esse. 

vn.  31 
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176. 


lixin  ])ciiii<lc.  ut  ])()sitis  valorihiis  incof^uitamm  determinatis  quibuscunque, 
cuivis  systemati  valonim  fuiictiomiin  V.  V.  V"  utc.  ante  observationem  factam 
probabilitas  deterniinata  competit,  ita  vice  versa,  postquam  ex  observationibus 
valores  detinminati  functionum  prodierunt,  ad  singula  systemata  valorum  in- 
cognitainni.  c  (|uil)us  illi  demanare  potuerunt,  probabilitas  determinata  redun- 
dabit:  manifesto  cnim  systemata  ea  pro  magis  probabilibus  habenda  erunt,  in 
quibus  eventus  eius  qui  prodiit  exspectatio  maior  affuerat.  Huiusce  probabi- 
litatis  aestimatio  sequenti  thcoremati  innititur: 

Si  posita  hj/potkesi  aliqua  H  probabililas  alicuiits  eveutus  detennmati  E  est 
=  h,  posita  autem  hypothesi  aiia  H'  illam  cxcludente  et  per  se  aeque  probabili 
eiusdem  eventus  probabilitas  est  =  h' :  tum  dico,  quando  eventus  E  revera  appa- 
ruerit,  jjrobabi/ltatem,  quod  H  fuerit  vera  hi/pothesis.  fore  ad  probabilitatem,  quod 
H'  fuerit  htjpothesis  vera,  ut  h  ad  A'[*]. 

Ad  quod  demonstrandum  su]iponamus,  per  distinctioncm  omnium  cixcum- 
stantiai-um,  a  quibus  pendet,  num  H  aut  H'  aut  alia  hj^jothesis  locum  ha- 
beat,  utrum  eventus  E  an  alius  emergere  debeat,  formari  systema  quoddam 
casuum  diversorum,  qui  singuli  per  se  i.  e.  quamdiu  incertum  est.  utrum 
eventus  E  an  alius  ]n-oditurus  sit  tamquam  aeque  probabiles  considerandi  sint. 
hosque  casus  ita  distribui, 


ut  inter  ipsos 

ubi  locum  habere 

cum 

modificationibus  talibuB, 

reperiantur 

debet  hj-pothesis 

ut 

prodire  debeat  eventus 

m 

H 

E 

n 

H 

ab  E  diversus 

m' 

H' 

E 

n' 

H' 

ab   E  diversus 

in" 

ab  H  et  H' 

diversa 

E 

n" 

ab  H  et  H' 

diversa 

ab  E  diversus 

Tunc  erit  h 


Hi  +  n' 


m'  +  i 


porro   ante   eventum    cognitum    probabilitas 


[•)  Handschriftliche  Bemerkung :]  Hätten  die  Hypothesen  U,  W  an  sich  d.  i.  vor  dem  Eintreten  von 
E  oder  vor  erlangter  Kenntniss  von  diesem  Eintreten),  ungleiche  Wahrscheinlichkeiten  (i,  (jl'  gehabt,  so  wird 
man  ihnen,  nach  der  Erscheinung  von  E,  Wahrscheinlichkeiten  beilegen  müssen ,  die  den  Producten  (xÄ, 
\>.'h'  proportional  sind. 
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hypothesis  H  erat  =  „^  ,  ,^  ,  „,r,"^," ,  ^>/  .  ,^» '  post  eventum  cognitum  autem,  ubi 
casus  n,  n,  n"  e  possibilium  numero  abeunt,  eiusdem  Hypothesis  probabilitas 
erit  =  "^  , — T,\    perinde  hypothesis   H'   probabilitas   ante    et  post   eventum 

resp.  exprimetT^  per  -^—^^10^-^-  et  ^^Z',^^,,:  quoniam  itaque  hypo- 
thesibus  H  et  H'  ante  eventum  cognitum  eadem  probabilitas  supponitur,  erit 
m-\-n  =  ffj'-f  n',  unde  theorematis  veritas  sponte  coUigitur. 

lam  quatenus  svipponimus,  praeter  observationes  V^=  M,  V  =  M',  V"  =  M" 
etc.  nulla  alia  data  ad  incognitarum  determinationem  adesse,  adeoque  omnia 
systemata  valorum  harum  incognitarum  ante  illas  observationes  aeque  proba- 
bilia  fuisse,  manifesto  probabilitas  cuiusvis  systematis  determinati  post  illas 
observationes  ipsi  Q  proportionalis  erit.  Hoc  ita  intelligendum  est,  probabili- 
tatem,  quod  valores  incognitarum  resp.  iaceant  inter  limites  infinite  vicinos  p  et 
p^d.p,  q  et  q-\-A.q,  r  et  r  +  fi'S  *•  et  s-(-ds  etc.,  exprimi  per  XQdjadf/drds  etc., 
ubi  X  erit  quantitas  constans  a  yv,  q,  r,  s  etc.  independens.  Et  quidem  mani- 
festo erit  y  valor  integralis  ordinis  V**:  f'^Qdpdqdrds  .  .  .  .,  singulis  variabilibus 
p,  q,  r,  s  etc.   a  valore  —  oo  usque  ad  valorem   -|-  oo   extensis. 

177. 

Hinc  iam  sponte  sequitur,  systema  maxime  probabile  valorum  quantitatum 

p,  q,  r,  s  etc.    id    fore,    in   quo   Q    valorem   maximum   obtineat,    adeoque    ex   v 

aequationibus  -r^  ^  0,  -^^  =:  0,  -j-  =  0,  -r^  =  0    etc.    eruendum    esse.      Hae 

aequationes.    statuendo    M — V  =  v,    M' — V' ^  v\    M" — V"  :=  v"   etc.,    atque 

■  ''',.  =:  cp'A,  formam  sequentem  nanciscuntur : 

dt'     ,       1    dl''     '    (  ,    du"     in,       , 

^9  D  +  -^-9  v^-^'^v  +etc.  =  0 

d»     /       ,    dt)'     ,    I  ,    All"     I    II  , 

du     (      ,    dy'     I    I  1    du"     I    II  \       ,  ,, 

57?^+d7?t'  +  ^?^  +etc.  -  0 
etc. 

Hinc  itaque  per  eliminationem  problematis  solutio  plene  determinata  dcri- 
vari  poterit,  quamprimum  functionis  cp'  indoles  innotuit.  Quae  quoniam  a 
priori  detiniri  nequit,    rem   ab    altera   parte   aggredientes    inquiremus,    cuinam 

31  ■■ 
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fuiictioni.  tacitf  (jimsi  pro  b:isi  acccptao,  proprie  iimixuiii  sit  princiitium  tii- 
vium,  cuius  piaestantia  generalitcr  agnoscitur.  Axiomatis  scilicct  loco  haberi 
solet  hyiiothcsis,  si  quae  quantitas  per  plures  observationcs  immetliatas,  sub 
aeqiialibus  circumstantiis  aequalique  cura  institutas,  determinata  fuerit,  medium 
arithmeticum  inter  omucs  valores  obseivatos  exhibere  valorera  maxime  ])ioba- 
bilem,  si  non  absoluto  rigore,  tarnen  proxime  saltem,  ita  ut  semper  tutissimum 
sit  illi  inhaerere.  Statuendo  itaque  F=  V  =  V"  =  etc.  =  p,  generaliter  esst- 
debebit  (f'{M— p)-\-(f' {M'—p)-\-'-f' iM"—p)-{- etc.  =  0,  si  pro  p  siibstituitur 
valor  -  3/ -f  itf' +  3f "  +  etc. ' ,  quemcunque  integrum  positivum  exprimat  (x. 
Supponendo  itaque  M'  =  M"  =  etc.  =  M—\iN,  erit  generaliter,  i.  e.  pro  quo- 
vis  valore  integro  positive  ipsius  |i.,  cp'  |x  — l)iV=  []  —\i)'.f'f—N],  unde  facilc 
colligitiir.  generaliter  esse  debere  ^  quantitatem  constantem,  quam  per  k 
designabimus.  Hinc  fit  log'fA  =  1  A-A  A -f  Const. ,  sive  designando  basin  loga- 
ritlinioruiu   liypcilxilicorum  per  e.  sui)j)()nendoque  Const.  =  log/, 

Porro  facile  perspicitur,  k  necessario  negativam  esse  debere.  quo  Q  revera  fieri 
possit  maximum,  quamobrem  statuemus  ik  =  —  hh:  et  quum  per  theorema 
elegans  primo  ab  ill.  Laplace  inventum,  intogiale  fe  d  A,  a  A  =  —  oo  usque 

ad  A  =  -|-oo,  fiat  =^'5  (denotando  per  tt  semicircumferentiam  circuli  cuius 
radius    V.  functio  nostra  fiet 

.  h     -hhM 

'■f  A  =  ^  ^ 


178. 

Functio  modo  eruta  omni  quidcm  rigore  errorum  probabilitatcs  cxprimerc 
certo  non  potest:  quum  enim  errores  possibiles  semper  limitibus  certis  coür- 
ceantur,  errorum  maiorum  probabilitas  semper  evadere  deberet  =  0,  dum  for- 
mula  nostra  semper  valorcm  finitum  exhibet.  Attamen  hie  defectus,  quo  omnis 
functio  analytica  natura  sua  laborare  debet,  ad  omnes  usus  practicos  nullius 
momenti  est,  quum  valor  functionis  nostrae  tarn  rapide  decrescat,  quamprimum 
AA  Valoren!  considcrabilem  acquisivit,  ut  tute  ipsi  0  aequivalens  censcri  possit. 
Praeterea  ipsos  errorum  limites  absoluto  rigore  assignare.  rei  natura  nunquam 
permittet. 
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Ceterum  constans  h  tamquam  lueiisura  praecisionis  observationum  conside- 
rari  poterit.  Si  enim  probabilitas  crroris  A  in  aliquo  observationum  systemate 
])er  _^e  ,  m  alio  vero  systemate  observationum  magis  mmusve  exactarum 

])C'r  --e  exprimi  concipitur,  exspectatio,  in  observatione  aliqua  e  syste- 

mate jjriori  errorem  inter  limites  —  ß  et  +  S  contineri ,  exprimetur  per  inte- 
grale fj-e  dA,  a  A  =  —  8  usque  ad  A  =  -j-g  sumtum.  et  perinde  exspec- 
tatio, errorem  alicuius  observationis  e  systemate  posteriori  limites  —8'  et  -f-^' 
non  egredi,  exprimetur  per  integrale  _/ -^ e  dA,  a  A  =  — 6  usque  ad 
A  =  +6'  extensum:  ambo  autem  integralia  manifeste  aequalia  fiunt.  quoties 
habetur  hB  =  h'B'.  Quodsi  igitur  e.  g.  h'  =  2h,  aeque  facile  in  systemate 
priori  error  duplex  committi  poterit  ac  simplex  in  posteriori,  in  quo  casu 
observationibus  posterioribus  secundum  vulgarem  loquendi  morem  praecisio 
duplex  tribuitui'. 


179. 

lam  ea  quae  ex  hac  lege  sequuntur  evolvemus.    Sponte  patet.  ut  productum 

m         iiL     — *f^    ~hh  vv-{-v'v'+v"v"  +  ■  ■'  ^    ^  .  ^  ,,,,„„ 

Q  =  h^'-Tz    '    e  hat  maximum,  aggregatum  vv-\-v  v  -\-v  v  -]-■■ 

minimum    heri   debere.     Sj/stema  itaqiie   maxime  probabile   valorum  incognitarum 

jo,  q,  r,  s  etc.  id  erit,  in  quo  quadrata  diß'erentiarmn  inter  functionum  V,  V,  V"  etc. 

valores  observatos  et  computatos  summarn  minimam  efficiunt,  siquidem  in  Omnibus 

observationibus  idem  praecisionis  gi-adus  praesumendus  est. 

Hocce  principium,  quod  in  omnibus  applicationibus  mathesis  ad  philoso- 
phiam  naturalem  usum  frequentissimum  offert,  ubique  axiomatis  loco  eodem 
iure  valere  debet,  quo  medium  arithmeticum  inter  pliu-es  valores  observatos 
eiusdem  quantitatis  tamquam  valor  maxime  probabilis  adoptatur. 

Ad  observationes  praecisionis  inaequalis  principium  nullo  iam  negotio  ex- 
tendi  potest.  Scilicet  si  mensui-a  praecisionis  observationum,  per  quas  inven- 
tum  est  V  =  M,  V  =  M',  V"  =  M"  etc.  resp.  per  h,  h',  h"  etc.  exprimitur, 
i.  e.  si  supponitur,  errores  his  quantitatibus  reciproce  proportionales  in  istis 
observationibus  aeque  facile  committi  potuisse,  manifesto  hoc  idem  erit,  ac  si 
per  observationes  praecisionis  aequalis  (cuius  mensura  =  1)  valores  functionum 
AF,  Ä'F',  Ä"F"   etc.    immediate    inventi    essent  =  hM,  h'M',  h"M"  etc.:    quam- 
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obrem  systoma  niaximc  jjrobabilc  valoruin  ])ro  (luantitatil)us  y>,  q.  r.  s  etc.  id 
oiit,  ubi  aggregatum  h  Ji  vv-j-h' h' v' v'-{- h" h" v" v"-{-  vtc,  i.  e.  ubi  aumma  quadiatoruin 
diß'erentiaium  inter  volares  revera  observatos  et  computatos  per  numeros  qui  jjrae- 
cisionis  gradum  metiuntur  muldpUcatarum  fit  mimmitm.  Hoc  pacto  ne  necessa- 
riuin  quideni  est.  ut  functiones  V,  V,  V"  etc.  ad  quantitates  homogeneas  refe- 
rantur,  sed  heteiogeneas  quoque  (e.  g.  minuta  secunda  arcuum  et  temporis 
repraesentare  poterunt.  si  modo  rationem  errorum,  qui  in  siugulis  aeque  facile 
comniitti  potueruut.   aestimaro  licet. 

180. 

Principiviin  in  ait.  j)ia('c.  expositum  eo  qnoqne  nomine  sc  commendat, 
qnod  determiuatio  incognitaium  numerica  ad  algoritbmum  expeditissimum  redu- 
citur.   quotics  functiones   F,  F'.  F"  etc.  lineares  sunt.      Supponamus  esse 

M  —V  =  V  ~  —  m-\-ap-\-hq -\- er -{-ds-\- etc. 
M'  —  V  =  v'  =  —  m'-\-  a'  p  -\-  b'  q  -\-  c'  r  -\-  d'  s  -\-  etc. 
M"—  V"  =  v" :=  —  m "-p  a" p  -{-  b" q  ~  c" r  -\-  d" s  ~-  etc. 
etc., 

statuamusque 

av-\-a'v'-\-a"v"-{-etc.  =  P 
6t)+6't;'+6"v"+etc.  =  Q 
cv -^  c' v' ^  c" v" -\- etc.  =  R 
dv^d'v'-{  d"v"-r-ctc.  =  S 
etc. 

Tunc  V  aequationes  art.  17  7,  e  quibus  incognitaruni  valores  detcrminare  opor- 
tet, manifesto  hae  erunt : 

P  =  0.  Q  =  0.  i?  =  0.  S  =  i\        etc., 

siquidom  observationes  aeque  bonas  supponimus.  ad  quem  casum  reliquos 
reducere  in  art.  praec.  docuimixs.  Adsunt  itaque  totidem  aequationes  lineares, 
quot  incognitae  determinandae  sunt,  undc  harum  valores  per  eliminationem 
vulgarem  elicientiu-. 

Videamus  nunc,  utrum  haec  eliminatio  sempcr  possibilis  sit,    an  unquam 


i 
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solutio  indeterminata  vel  adeo  impossibilis  evadere  possit.  Ex  eliminationis 
theoria  constat,  casum  secundum  vel  tertium  timc  locum  habitiirum  esse, 
quando  ex  aequationibus  P  =  o ,  Q  =  0 ,  R  =  o,  S  —  0  etc. ,  omissa  una, 
aeqiiatio  conflari  potest  vel  identica  cum  omissa  vel  eidem  repugnans,  sive, 
quod  eodem  redit,  quando  assignare  licet  functionem  linearem 

quae  fit  identice  vel  =  0  vel  saltem  ab  omnibiis  incognitis  p,  q,  r,  s  etc.  li- 
bera.  Supponamus  itaque  ticri  aP ^[-iQ-^-iR -\-^S -^  etc.  =  x.  Sponte  habetur 
aequatio  identica 

V  +  m  V  +  i''-|- m';v'-\-  [v"-{- m"  v"-\- etc.  =  pP-\-rj Q^rR-\- sS-]-  etc. 

Quodsi  itaque  per  substitutiones  p  =  ar,  q  =  ß.r,  r  =  '{x,  s  —  ^x  etc.  func- 
tiones  v,  v',  v"  etc.  resp.  in  —m-^-Xx,  —m'-^X'x,  —m"-'r\"x  etc.  transire  suppo- 
nimus,  manifeste  aderit  aequatio  identica 

(XX 4-  X'X'-L  X"X"-|-  etc.; XX  —  Xm  +  X'?rt'-{-  X" /«"-f  etc.) x  =^  x^r, 

i.  e.  erit  XX-|-X'X'-f-X"X"4- etc.  ^  0,  x-|-X?«  +  X'»i'4-X"wj"-i-etc.  :=  0:  Mnc  vero 
necessario  esse  debebit  X  =  0,  X'  =  o,  X"  =  o  etc.  atque  x  =  U.  Hinc  patet, 
fanctiones  omnes  V,  V,  V"  etc.  ita  comparatas  esse,  ut  valores  ipsanim  non 
mutentur,  si  quantitates  p,  q.  r,  s  etc.  capiant  incrementa  vel  decrementa  quae- 
cunque  numeris  a,  ^,  •(,  6  etc.  proportionalia :  huiusmodi  autem  casus,  in  qui- 
bus  manifeste  determinatio  incognitarum  ne  tunc  quidem  possibilis  esset,  si 
ipsi  veri  valores  functionum  F,  V,  V"  etc.  darentur,  huc  non  pertinere  iam 
supra  monuimus. 

Ceterum  ad  casum  hie  consideratum  omnes  reliquos,  ubi  functiones  V, 
F',  F"  etc.  non  sunt  lineares,  facile  reducere  possumus.  Scilicet  designantibus 
TT,  )(,  p,  a  etc.  valores  aiiproximatos  incognitarum  p,  q,  r,  s  etc.  quos  facile  eli- 
ciemus,  si  ex  [j,  aequationibus  V  =  M,  V  =  M',  V"  =  M"  etc.  ]irimo  v  tan  tum 
in  usum  vocamus .,  introducemus  incognitaiiim  loco  alias  p'.  q',  r'.  s'  etc..  sta- 
tuendo  p  ^  --^p',  q  =  '/"r??  ''  =  p  +  ''?  s  =  a-{-s'  etc.:  manifesto  harum 
novarum  incognitarum  valores  tarn  par\d  erunt.  ut  quadrata  productaque  ne- 
gligere  liceat,  quo  pacto  aequationes  sponte  evadent  lineares.  Quodsi  dein 
calculo   absolute   contra   exspectationem   valores   incognitarum  p',  q',  r',  s'   etc. 
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tauti  emcrgerent.  ut  paiurn  tutiun  videsitur,  quadrata  iJioductaque  nc<>;lexisse, 
eiusdem  operationis  rcpctitio  acc('i)tis  loro  ipsarum  tt,  y,  p,  o  etc.  valoribus 
correctis  ipsarum  />.  </,  )\  s  etc.    rcnicdimn  ]iruintum  affbret. 


ISl. 

Quoties  itaque  uiii(-a  tantum  iiico<i;nita  jj  adost.  ad  cuius  dctcrminationcm 
valores  functionum  (ip-\-n.  a'p-f-n.  a"p~^n"  etc.  resp.  invcnti  sunt  =  M, 
M',  M"  etc.  et  quidem  per  observationes  aeque  exactas,  valor  maxime  proba- 
bilis  ipsius  p  orit 


aa  +  a'a' -\-  a" a" -\-  etc. 
scribendo  in,  m\  m"  etc.   resp.   pro  M  —  u,  M'—n'.  31"— n"  etc. 

lam  ut  giadus  praecisionis  in  hoc  valore  praesumendac   aestimetiu: ,   su])- 
ponemus,   jn-obabilitatem    eiToris    i^    in  observationibus  exprimi  ))er  ~e 
Hinc  probabilitas,    valoreni   verum  ipsius  p   esse  =  A-\-p\   ])roportionalis  erit 
functioni 

—  hh (  a2>  —  m''  +  a'p  —  m'  ^  +  'a"p  —  m"  •  +  etc.) 
e 

si  pro  p  substituitur  A-\-p'.  Exponens  liuius  functionis  rcduci  potest  ad  for- 
mam  —hh'aa-\-a'a'-{-a"a"-^etc.){j)p  —  2pA-]-B,  ubi  B  np  independens  est: 
proin  functio  ipsa  proportionalis  erit  huic 

—  hh  aa  +  a' a' -\-  a"a"-{-  etc.  2)'p' 

e 

Patet  itaque,  valori  A  eundem  ])raecisionis  gradum  tribiu'uduni  esse,  ac  si  in- 
ventus  esset  per  observationem  immediatam,  cuius  praecisio  ad  praecisionem 
observationum  primitivarum  esset  ut  h\/\aa-\-a'a'-\-a"a"-\- etc.]  ad  h,  sive  ut 
\Jlaa-^a'a'  +  a''a"->r  etc.    ad    I. 


182. 

Disquisitioni  de  gradu  praecisionis  incognitarum  valoribus  tribuendo,  quo- 
ties plures  adsunt,  praemittere  oportebit  considerationcm  accuratiorem  func- 
tionis vv-{-v'v'-\- v"v"-\-etc..  quam  per  W  denotabimus. 

I.    Statuamusi-^^  =  p'  =  X-fa/j-fß<?-ffr-fa6-f  etc.,  atque  W-^-^  =  W\ 
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Ijatetque  fieri  j/  =  P,  jet,    quum  sit  -^y—  =  ^j- ^  .  -^  —  0.    functionem  W 

a  p  liberam  fore.    ('oefficiens  a  =  aa-f-a'a'-|-«"a"+etc.  manifesto  semper  erit 
quantitas  positiva. 

II.  Perinde  statuemus  i  •  "-j—  =  l'  =  ^'+ß'g'-f-Y'r-|-6'«  +  etc. ,  atque 
W  -  -^-^  =  W  ,  entque  q  =  4-  .  -^  -  -  .  ^  =  Q  -  L  .  ^  ,  atque  -^  =  0. 
unde  patet,  functionem  W"  tum  a  p  tum  a  q  liberam  fore.  Haec  locum  non 
haberent,  si  fieri  jjosset  j3' =  ü.  Sed  patet,  W  oriri  ex  vv^v'v'-\-v"v"-{-etc., 
eliminata  quantitate  p  ex  v,  v',  v"  etc.  adiumento  aequationis  jy'  ^  ü;  hinc  [i' 
erit  summa  coefficientium  ipsius  qq  in  w,  v'v',  tj"w"  etc.  post  illam  elimina- 
tionem;  hi  vero  singuli  coefficientes  ipsi  sunt  quadrata,  neque  omnes  simul 
evanescere  possunt,  nisi  in  casu  supra  excluso,  ubi  incognitae  indeterminatae 
manent.     Patet  itaque,  ß'  esse  debere  quantitatem  i)ositivam. 

III.  Statu  endo  denuo  J---^-- =  r' =  X"-|-7";-  +  6".?  +  etc.,  atque  W" —  '^ 
=  W"\  erit  r'  =  R  —  ^p'—^q',  atque  W"  libera  tum  a  p,  tum  a  q,  tum  a  r. 
Ceteiiim  coefficientem  -f"  necessario  positivum  fieri,  simili  modo  probatur,  ut 
in  II.  Facile  scilicet  perspicitur,  f"  esse  summam  coefficientium  ipsius  rr  in 
vv.  v'v',  v"v"  etc.,  jjostquam  quantitates  p  et  q  adiumento  aequationum  j)'  =  (), 
q'  =  0  ex  V,  v',  v"  etc.  eliminatae  sunt. 

IV.  Eodem  modo  statuendo  ^ ^^  =  s'  =  X"'-f  h'" s  +  etc.,  TF^  =  W'"—  ~, 

0             8'            8"  ' 

erit   s' =:  S p' — ^q' j-,f\   T-F"^   a  p,  q,  r.  s    libera,     atque    ß'"    quantitas 

positiva. 

V.  Hoc  modo,  si  praeter  p,  q,  r,  s  adhuc  aliae  incognitae  adsunt,  ulte- 
rius  progi'edi  licebit,  ita  ut  tandem  habeatur 

W  =  -  p' p'^  ^  q' q'-\-  —,  r' r'  -j-  ^„  s' s'-\r  etc.  -\-  Const, 

ubi  omnes  coefficientes  a,  [i',  f",  6'"  etc.   erunt  quantitates  positivae. 

VI.  lam  probabilitas  alicuius  systematis  valorum  determinatorum  pro 
quantitatibus  p,  q,  r,  s  etc.  proportionalis  [*  ]  est  functioni  e    "     ;    quamobrem, 


[*)  Handschriftliche  Bemerkung :]  Aequalis  Jproductol  functioni; 

5 


ipsius  W. 


hh[-py+-^q'q'+~j-,  r'r'+^s's'+ etc.] 

g— * /i  Coiist.  ^     ubi    Const.     designat     partem    ultimam   constautem 
32 
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luauentc  valorc  {[uautitatis  p  indctiTminato.  prohabilitas  systematis  valoruin 
cleterminatorum  pro  reliquis,  proportionalis  erit  integrali  je  dp,  a  ;^  =  —  co 

usque  ad  /j  =  +  CO   extenso,  quod  per  theorema  ill.  Laplace  fit 

hh  (—  (/'  (/'+  --„  r'  r'+  —  s' s'+  etc.j 

haecce    itaqu(>    probabilitas    proportionalis    erit    functioni    e  .      Perinde   si 

insujier  q  taniquam  indetorminata  tractatur,  ])robabilitas  systematis  valorum 
determinatorum  pro  r,  s  etr.  jn-oportionalis  erit  integi-ali  fe  *  d^,  a  <jr  =  —  oo 
usque  ad  (j  ^  ~  oo  extenso,   quod  fit 

,-l,,-5     i    -hh(  ^-r'r'  +  ^-s's'+etc] 

=^  h      j3       -■<?        \-i"       ^o'"       ^      j^ 

sive  proportionalis  functioni   e  .     i  rorsus   simiii   modo,    si    etiam   /•   tani- 

quam indeterminata  consideratur,  probabilitas  valorum  determinatorum  pro 
reliquis  s  etc.  proportionalis  erit  functioni  e  et  sie  porro.    Supponamus, 

incognitarum  numerum  ad  quatuor  ascendere;  eadem  enim  conclusio  valebit, 
si  maior  vel  minor  est.  Valor  maxime  probabilis  ipsius  s  hie  erit  =  — ^,, 
probabilitasque,  hunc  a  vero  differentia  a  distare,  proportionalis  erit  functioni 
e  ''  ,  unde  concludimus,  mensuram  praecisionis  relativae  isti  determinationi 

tribuendae  cxprimi  per  \j  h'",  si  mensura  praecisionis  observationibus  primitivis 
tribuendae  statuatiu'  =  I . 


183. 

Per  methodum  art.  ])racc.  mensura  praecisionis  pro  ea  sola  incognita  com- 
mode  exprimitur,  cui  in  eliminationis  negotio  ultimus  locus  assignatus  est, 
quod  incommodum  ut  e\itemus,  coefficientem  h'"  alio  modo  exprimere  con- 
veniet.     Ex  aequationibiis 

P  =  p' 

R  =  r'+'^q+lp' 

S  ^s'  +  '",r'-^l',q'-^-p' 
'  t"         yi       i' 

sequitui-,  ipsas  p',  q,  r',  x'  per  P,  Q,  R,  S  ita  exprimi  posse 
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q   =  Q  +  ^P 

r'  =  i?  +  33'Q  +  2I'P 

s'  =  S  +  r'i?  +  S3"Q  +  2I"P, 
ita  iit  %  21',  23',  21",  23",  ß"  sint  quantitates  deteriuinatae.    Erit  itaque   incogni- 
tarum  mimerum  ad  quatuor  restringendo) 

Hinc  couclvisionem  sequentem  deducimus.  Valores  maxime  probabiles  in- 
cognitamm  jo,  q,  r,  s  etc.  per  eliminationem  ex  aequationibus  P  =  0.  Q  =  0, 
i?  =  0,  S  =  ()  etc.  deducendi,  manifesto,  si  aliquantisper  P.  Q,  R,  S  etc.  tam- 
quam  indeterminatae  spectentur,  secundum  eandem  eliminationis  operationem 
in  forma  lineari  per  P,  Q,  R,  S  etc.   exprimentiu\  ita  ut  habeatur 

p  =  L  ^AP  +BQ    +CR   +DS  +etc. 

q  =  L'  +A'P  ^B'Q  +C"R  —D'S  4-etc. 

r  =  L"  +  A"P  +  -B"Q  4-  CR  +  D"S  +  etc. 

s  =  L"'^A"'P+B"'Q^C"'R^D"' 8  + etc. 
etc. 
His  ita  factis,  valores  maxime  probabiles  ipsarum  p,  q,  r,  s  etc.  manifesto  erunt 
resp.  L,  L',  L",  L'"  etc.,  mensuraque  praecisionis  his  determinationibus  tri- 
buendae  resp.  exprimetur  per  l/-^-  \/ jp^  V  C"'  V  D^'  ^^^■'  posita  praecisione 
observationum  primitivarum  =  1.  Quae  enim  de  determinatione  incognitae  s 
ante  demonstravimus  (pro  qua  ^  respondet  ipsi  D"'\  per  solam  incognitarum 
permutationem  ad  omnes  reliquas  transferre  licebit. 

184. 

Ut    disquisitiones    praecedentes    per    exemplum    illustrentnr,    supponamus, 
per  observationes,  in  quibvis  praecisio  aequalis  praesumenda  sit,  inventum  esse 
p-     q+2r==  3 
3jti  +  2  (y  —  5  r  =  5 

4jö+    q  +  4r=  21, 

[Handschriftliche  Bemerkung  :]    Si  gradus  praecisionis    quantitatum   a,  6,  c  etc.   est   a,  p,  f  etc.,    gradiis 
praecisionis  quantitatis  x  =  a  +  6  +  c  +  etc.     erit  . 

32* 
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]ier  qnartam   vero.   ciii  i)raccisio  dimidia  tuntum   tribuonda  est.   prodiisse 

—  2p  f  65^4-6/-  =  28. 
Loco  acquationis  ultimae  itaquc  hanc  substituemus 

—  y^-r3^-h3r  =  n 
hancqiie  ex  ob.servationc  ])rionbus  jjiaccisione  acciuali  ])rovenisse  supponemus. 
Ilinc  lit 

P  =  27/;+    Gq  — &8 

Q=     G/)+15^  +  r      —70 
R=  <y+54r-107, 

atque  hinc  per  elirainationem 

19S99;j  =  49154  +  809P—    324Q-f6i2 
737  </=     2617—     12P4-       b4Q  —  R 
6633r  =  12707+       2P—         9Q+123Ä. 
Incognitanim  itaquc  valores  inaximc  probabiles  erunt 
p  =  2.470 
q  =  3,551 
;•  =  1.916. 

atque  j)raecisio  relativa  bis  determinationibus  tribuenda.  ])osita  praecisione  ob- 

servationuni  piimitivanim   =  1. 

,  / 19899        ,  „„ 
pro  ;.....^-33jp  =  4,96 

pro  ry....y/-fl  =  3,69 

pro  ,-....y/^  =  7,34. 

186. 

Argumentum  hactenus  pertractatum  pluribus  disquisitionibus  analyticis 
elegantibus  occasionem  dare  posset,  quibus  tarnen  hie  non  immoramvu",  ne 
nimis  ab  instituto  nostro  distrahamur.  Eadem  ratione  expositionem  arti- 
ficiorum,  per  quae  calculus  numericus  ad  algorithmum  magis  expeditum  reduci 
potest,  ad  aliam  occasionem  nobis  reservare  debemus.  Unicam  observationcm 
hie  adiicere  liceat.     Quoties  multitudo   functionum   seu   aequationum   proposi- 
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tanim  considerabilis  est.  calculus  ideo  potissimum  paiillo  molestior  evadit.  quod 
coefficientes  per  quos  aequationes  primitivae  multiplicandae  sunt  ut  P,  Q,  R, 
8  etc.  obtineantur,  plerumque  fractioncs  decimales  parum  commodas  involvunt. 
Si  in  hoc  casu  operae  pretium  non  videtur,  has  multiplicationes  adiumento 
tabularum  logarithmicarum  quam  accuiatissime  perficere,  in  plerisque  casibus 
sufficiet,  horum  multiplicatorum  loco  alios  ad  calculum  commodiores  adhibere, 
qui  ab  illis  parum  difFerant.  Haecce  licentia  errores  sensibiles  producere  ne- 
quit,  eo  tantummodo  casu  excepto,  ubi  mensura  praecisionis  in  determinatione 
incognitarum  multo  minor  evadit,  quam  praecisio  observationum  primitivarum 
fuerat. 

186. 

Ceterum  principium,  quod  qiiadrata  differentiarum  intcr  quantitates  ob- 
servatas  et  computatas  summam  quam  minimam  producere  debeant.  etiam  inde- 
pendenter  a  calculo  probabilitatis  sequenti  modo  considerari  poterit. 

Quoties  multitudo  incognitarum  multitudini  quantitatum  observatarum  inde- 
pendentium  acqualis  est.  illas  ita  determinare  licet,  ut  bis  exacte  satisfiat. 
Quoties  autcm  multitudo  illa  bac  minor  est,  consensus  absolute  exactus  ob- 
tineri  nequit,  quatenus  observationes  praecisione  absoluta  non  gaudent.  In 
hoc  itaque  casu  ojjeram  dare  oportet,  ut  consensus  quam  optimus  stabiliatur, 
sive  ut  differentiae  quantum  tieri  potest  extenuentur.  Haec  vero  notio  natura 
sua  aliquid  vagi  involvit.  Etiamsi  enim  systema  valorum  pro  incognitis.  quod 
omnes  difFerentias  resp.  minores  reddit  quam  aliud,  procul  dubio  huic  praefe- 
rendum  sit,  nihilominus  optio  inter  duo  systemata,  quorum  altenim  in  aliis 
observationibus  consensum  meliorem  ofFert,  alterum  in  aliis,  arbitrio  nostro 
quodammodo  relinquitur,  manifestoque  innumera  principia  diversa  proponi 
possunt,  per  quae  conditio  prior  impletiu".  Desig-nando  difFerentias  inter  ob- 
servationes et  calculum  per  A,  A',  A"  etc.,  conditioni  priori  non  modo  satisfiet, 
si  AA-|- A'A'-f  A"A"-|-etc.  fit  minimum  (quod  est  principium  nostrum),  sed  etiam 
si  A*+A'^  +  A"''+etc.,  vel  A^-f- A"'+ A"^+etc.,  vel  generaliter  summa  pote- 
statum  exponentis  cuiuscunque  paris  in  minimum  abit.  Sed  ex  omnibus  his 
principiis  nostrum  simplicissimum  est.  dum  in  reliquis  ad  calculos  complica- 
tissimos  deferremur.  Ceterum  principium  nostrum,  quo  iam  inde  ab  anno  179  5 
usi  sumus,    nuper  etiam  a  dar.  Legendre  in  opere  Nouvelles  methodes  pour  Ja 


254  TIIEOKIA   MOTUS  CORPOKUM  COKLESTIIM.        LIRER  II.    SECTIO   III. 

detenninatioii  des  urbites  des  cumetes.  Paris  iioo.  pruliituui  est.  ubi  jilurt's  aliae 
pr()])rii'tiitt's  liuius  jjiincipii  twjiositae  sunt,  qiuis  liic-  l)rc'\  itatis  caussa  suppri- 
mimus. 

Si  potcstatem  exponontis  paris  intinitt'  magni  adoptarcmus,  ad  s\  stema  id 
ri'ducereraur,  in  quo  differentiae  maximae  fiunt  quam  minimae. 

TU.  Laplace  ad  Solutionen!  aequationum  linearium,  quarum  multitudo  maior 
est  quam  multitudo  quantitatum  incog^iitarum,  principio  alio  utitur,  quod  olim 
iam  a  dar.  Boscovich  ])ropositum  erat,  scilicet  ut  diffcrentiae  ipsae  scd  omnes 
positive  suratae  summam  minimam  conficiant.  Facile  ostendi  potest,  systema 
valorum  incognitarum ,  quod  ex  hoc  solo  principio  erutum  sit.  necessario*) 
tot  aequationibus  e  ])ropositarum  numcro  exacte  satisfacere  debere,  quot  sint 
incognitae.  ita  ut  reliquae  aequationes  eatenus  tantum  in  considerationem  ve- 
niant,  quatenus  ad  optionem  decidendam  conferunt:  si  itaque  e.  g.  aequatio 
V  ^  M  est  ex  earum  nuinero,  quibus  non  satisfit,  systema  valorum  secundum 
illud  principium  inventorum  nihil  mutarctui',  ctiamsi  loco  ipsius  M  valor  qui- 
cunque  alius  N  observatus  esset,  si  modo  designando  per  n  valorem  compu- 
tatum  differentiae  M—n,  et  N  —  n  eodem  signo  affectae  sint.  Ceterum  ill. 
Laplace  principium  istud  per  adiectionem  conditionis  novae  quodammodo 
temperat:  postulat  scilicet,  ut  summa  differentiarum  ipsa,  signis  non  mutatis, 
fiat  =  0.  Hinc  efficitur.  ut  multitudo  aequationum  exacte  repraesentatarum 
unitate  minor  fiat  quam  multitudo  quantitatum  incognitarum ,  verumtamen 
quod  ante  observavimus  etiamnum  locum  habebit,  siquidem  duae  saltem  in- 
cognitae affuerint. 

187. 

ßevertimur  ab  his  disquisitionibus  generalibus  ad  propositum  nostrum  pro- 
prium, cuius  caussa  illae  susceptae  fuerant.  Antequam  determinationem  quam 
exactissimam  orbitae  ex  observationibus  pluribus,  quam  quot  necessario  requi- 
runtur,  aggredi  liceat,  determinatio  approximata  iam  adesse  debet,  quae  ab 
Omnibus  observationibus  datis  haud  multum  discrei^et.  Correctiones  his  ele- 
mentis  approximatis  adhuc  applicandae,  ut  consensus  quam  acciu'atissimus 
efficiatur,    tamquam    problematis    quaesita    considerabuntui-.     Quas    quum   tam 


Casibus  specialibiis  exceptis,  ubi  solutio  quodammodo  indeterminata  manet. 
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exigixas  evasnras  esse  supponi  possit.  iit  quadrata  productaque  negligere  liceat, 
variationes,  quas  corporis  coelestis  loca  geocentrica  computata  inde  nanciscuntur, 
per  formulas  difFerentiales  in  Sect.  secimda  Libri  primi  traditas  computari  pote- 
nmt.  Loca  igitur  secundum  elementa  coiTecta  quae  quaerimus  computata,  ex- 
hibebuntur  per  functiones  lineares  correctionum  elementorum,  illorumque  com- 
paratio  cum  locis  observatis  secundum  principia  supra  exposita  ad  determina- 
tionem  valorum  maxime  probabilium  perducet.  Hae  operationes  tanta  simplici- 
tate  gaudent,  ut  ulteriori  illustratione  opus  non  habeant,  sponteque  patet,  ob- 
servationes  quotcunqvie  et  quantumvis  ab  invicem  remotas  in  usum  vocari 
posse.  —  Eadem  methodo  etiam  ad  correctionem  orbitarum  parabolicarum  come- 
tarum  uti  licet,  si  forte  observationum  series  longior  adest,  consensusque  quam 
optimus  postulatur. 

188. 

Methodus  praecedens  iis  potissimum  casibus  adaptata  est,  ubi  praecisio 
summa  desideratiu' :  saepissime  autem  occurrunt  casus,  ubi  sine  haesitatione 
pauUulum  ab  illa  remitti  potest,  si  hoc  modo  calculi  prolixitatem  considera- 
biliter  contrahere  licet,  praesertim  quando  observationes  magnum  temporis 
inteiTalkim  nondum  includunt,  adeoque  de  orbitae  determinatione  ut  sie  dicam 
definitiva  nondum  cogitatur.  In  talibus  casibus  methodus  sequens  lucro  nota- 
bili  in  usum  vocari  poterit. 

Eligantur  e  tota  observationum  copia  duo  loca  completa  L  et  L'.  com- 
putenturque  pro  temporibus  respondentibus  ex  elementis  approximatis  cor- 
poris coelestis  distantiae  a  terra.  Formentur  dein  respectu  harum  distantiamm 
tres  hypotheses,  xetentis  in  prima  valoribus  computatis,  mutataque  in  hypo- 
thesi  secunda  distantia  prima,  secundaque  in  hypothesi  tertia;  utraque  mutatio 
pro  ratione  incertitudinis ,  quae  in  illis  distantiis  remanere  praesumitur,  ad 
lubitum  accipi  poterit.  Secundum  has  tres  hypotheses,  quas  in  schemate  se- 
quente  exhibemus: 


Hj-p,  I 

Hyp.  11      1     Hyp.  III 

Distantia*)  loco  primo  respondens 
Distantia  loco  secundo  respondens 

D' 

1)'             D'+h' 

Adhuc  commodiiis  erit.  loco  distantiamm  ipsarum  logarithmis  distantianim  ciirtatanim  \iti. 
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(■oini)nti'ntur  c  duobus  locis  L.  IJ  per  mcthodos  in  Liltro  ])rinio  expliratas 
tria  elementoium  systtmiata.  ae  dein  ex  bis  singulis  loca  geoceutrica  corporis 
coelestis  temporibus  omnium  reliquarum  observationum  respondentia.  Sint 
haec  singulis  longitudinibus  et  latitudinibus.  vel  ascensioiiibus  roctis  et  decli- 
nationibus  seorsim  denotatis 

in  systemate  primo .1/.  M\  M"  etc. 

in  systemate  secundo M-r'^-  -^^'-pa-  M"-f  a"  etc. 

in  systemate  tertio -^-^-f?-  M'+^',  M"— ,3"  etc. 

Sint  porro  resj). 

loca  obserxata iV,  N\  N"  etc. 

lam  ciuatenus  mutatiouibus  ]jarvis  distantiaruiii  D,  D'  respoudent  muta- 
tiones  ])roportionales  singulorum  elcmentorum,  uec  non  locorum  geocentricorum 
ex  bis  computatorum,  sup])onere  licebit,  loca  geocentrica  e  quarto  elemen- 
torum  systemate  computata,  quod  distantiis  a  teiTa  D-^xh,  D'-^yB'  super- 
structum  sit.  resp.  iore  M-\-ax-h^,y,  M'-\-a'x-\-'^'i/,  M"-\-a'\v-\-^"j/  etc.  Hinc 
dein,  secundum  disquisitioncs  praecedentes,  quantitates  jc,i/  ita  determinabuntur, 
ut  illae  quantitates  cum  N.  N'.  N"  etc.  resj).  quam  optime  consentiant  ,ra- 
tione  praecisionis  relativae  observationum  habita .  Systema  elementorum  cor- 
rectum  ipsum  vel  periude  ex  L,  L'  et  distantiis  D-rxS,  D'-\-i/B',  vel  secun- 
dum regulas  notas  e  tribus  elementorum  systmnatibus  primis  per  simplicem 
interpolationem   derivari  poterit. 


189. 

Methodus  haecce  a  ])raecedente  in  eo  tantura  differt,  quod  duobus  locis 
geocentricis  exacte,  ac  dein  reliquis  quam  exactissime  satisfit,  dum  secundum 
methodum  alteram  observatio  nulla  reliquis  praefertiu-,  sed  eiTores  quantum 
fieri  potest  inter  omnes  distribuuntiu".  Methodus  art.  ])raec.  itaque  priori 
eatenus  tantum  postponenda  erit,  quatenus  locis  L,  L'  aliquam  eiTorum  partem 
recipientibus  errores  in  locis  reliquis  notabiliter  diminuere  licet:  attamen  ple- 
rumque  per  idoneam  electionem  observationum  L.  L'  facile  caveri  potest,  ne 
haec  difterentia  magni  momenti  evadere  possit.     Operam  sciUcet   dare  oporte- 
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bit,  Vit  pro  L.  L'  tales  observationes  adoptentux,  quae  non  solum  exqiüsita 
praecisione  gaudeant,  sed  ita  quoque  comparatae  sint,  ut  elementa  ex  ipsis 
distantiisque  derivata  a  variationibus  parvis  ipsarum  positioniim  geocentricarum 
non  nimis  afficiantur.  Parum  prudenter  itaque  ageres,  si  observationes  parvo 
temporis  intervallo  ab  invicem  distantes  eligeres,  talesve,  quibus  loci  helio- 
centrici  proxime  oppositi  vel  coincidentes  responderent. 
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SECTIO  QUARTA. 

De  determinatione  orhitarum,  liabita  ratione  perturbationum. 

190. 

Perturbationes,  quas  planetarum  niotus  per  actionem  planetarum  reliquo- 
nira  patiuntur,  tarn  exigiiae  lentaeque  sunt,  ut  post  longius  deraum  temporis 
intei-vallum  sensibiles  fiant:  intra  tempus  bre%-ius  —  vel  adeo,  prout  circum- 
stantiae  siint,  per  revolutionem  integi'am  unam  pluresve  —  motus  tarn  parum 
differet  a  motu  in  ellipsi  perfecta  secundum  leges  KEPLERi  exacte  descripta, 
ut  observationes  deviationem  indicare  non  valeant.  Quamdiu  res  ita  se  habet, 
operae  haud  pretium  esset,  calculum  praematm-um  perturbationum  suscipere, 
sed  potius  sufficiet,  sectionem  conicam  quasi  osculatricem  observationibus  ad- 
aptare:  dein  vero,  postquam  planeta  per  tempus  longius  accurate  obsertatus 
est,  effectus  perturbationum  tandem  ita  se  manifestabit,  ut  non  amplius  possi- 
bile  sit,  omnes  obsei-vationes  per  motum  pure  ellipticum  exacte  conciliare; 
tunc  itaque  harmonia  completa  et  stabilis  parari  non  poterit,  nisi  perturbationes 
cum  motu  clliptico  rite  iungantur. 

Quum  determinatio  elcmcntorum  cllipticorum,  cum  quibus  ])erturbatione3 
iungendae  sunt,  ut  obsen'ationes  exacte  repraesententur,  illarum  cognitionem 
supponat,  A-icissim  vero  theoria  perturbationum  accurate  stabiliri  nequeat,  nisi 
elementa  iam  proxime  cognita  sint:  natura  rei  non  permittit,  arduum  hoc 
negotium  primo  statim  conatu  perfectissime  absolvere,  sed  potius  perturbationes 
et  elementa  per  correctiones  altemis  demum  vicibus  pluries  repetitas  ad  sum- 
mum    praecisionis    fastigium    evehi    potemnt.      Prima    itaque   perturbationum 
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theoria  superstnietur  elementis  pure  ellipticis,  quae  observationibus  proxime 
adaptata  fuerant :  dein  orbita  nova  investigabitur,  quae  cum  his  pertiu-bationi- 
bus  iuncta  observationibus  quam  proxime  satisfaciat.  Quae  si  a  priori  consi- 
derabiliter  discrepat,  iterata  perturbationum  evolutio  ipsi  superstruenda  erit, 
quae  correctiones  alternis  vicibus  toties  repetentur,  donec  observationes,  ele- 
menta    et  perturbationes  quam  arctissime  consentiant. 

191. 

Quum  evolutio  theoriae  perturbationum  ex  elementis  datis  ab  instituto 
nostro  aliena  sit,  hie  tantummodo  ostendendum  erit,  quomodo  orbita  approxi- 
mata  ita  corrigi  possit,  ut  cum  perturbationibus  datis  iuncta  observationibus 
satisfaciat  quam  proxime.  Simplicissime  hoc  negotium  absolvitur  per  metho- 
dum  iis  quas  in  artt.  124,  165,  188  exposuimus  analogam.  Pro  temporibus 
omnium  observationum,  quibus  ad  hunc  linem  uti  propositum  est,  et  quae 
prout  res  fert  esse  poterunt  vel  tres  vel  quatuor  vel  jjliu'es,  computabuntur 
ex  aequationibus  perturbationum  harum  valores  numerici,  tum  pro  longitudini- 
bus  in  orbita,  tum  pro  radiis  vectoribus,  tum  pro  latitudinibus  heliocentricis: 
ad  hunc  calculum  argumenta  desumentur  ex  elementis  ellipticis  approximatis, 
quibus  perturbationum  theoria  superstructa  erat.  Dein  ex  omnibus  observa- 
tionibus eligentur  duae,  pro  quibus  distantiae  a  terra  ex  iisdem  elementis 
approximatis  computabuntur:  hae  hypothesin  primam  constituent;  hypothesis 
secunda  et  tertia  formabuntur,  distantiis  illis  paullulum  mutatis.  In  singulis 
dein  hypothesibus  e  duobus  locis  geocentricis  determinabuntur  positiones  helio- 
centricae  distantiaeque  a  Sole;  ex  illis,  postquam  latitudines  a  perturbationi- 
bus purgatae  fuerint,  deducentur  longitudo  nodi  ascendentis,  inclinatio  orbitae, 
longitudinesque  in  orbita.  In  hoc  calculo  methodus  art.  1  1  u  aliqua  modifica- 
tione  opus  habet,  siquidem  ad  variationem  secularem  longitudinis  nodi  et 
inclinationis  respicere  operae  pretium  videtur.  Scilicet  designantibus  ß,  [i'  lati- 
tudines heliocentricas  a  perturbationibus  periodicis  purgatas;  X,  X'  longitudines 
heliocentricas ;  ft ,  ß  -f  A  longitudines  nodi  ascendentis ;  i,  i  -f  o  inclinationes 
orbitae ;  aequationes  in  hac  forma  exhibere  conveniet : 
tang  [3  =  tang  i  sin  (X  —  Q,  ] 


''"'^'    ■  tang  ß'  =  tang  i sin  (X'-  A  -  ft). 


tang  ii  +  8) 
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Ilic  viilor  ipsius  — ^"4rr  ^'^'^i  i)rac'cisione  necessaria  obtinetur,  substitueudo 
pro  /  valorem  apj)roximatum :  dein  i  et  ft  per  methodos  vulgares  erui  poterunt. 
A  duabus  porro  longitudinibus  in  orbita,  nee  non  a  duobus  radiis  vecto- 
ribus  aggi-egata  perturbationum  subtrahentiir,  ut  valores  pui-e  elliptici  prodeant. 
Hie  vero  etiam  effectus,  quem  variationes  seculares  positionis  perihelii  et  ex- 
ceutricitatis  in  longitudinem  in  orbita  radiumque  vectorem  exserunt,  et  qui  per 
formulas  differentiales  Sect.  I  Libri  primi  determinandus  est,  statim  cum  per- 
tiu-bationibus  periodicis  iungendus  est,  siquidem  observationes  satis  ab  invicem 
distant,  ut  illius  rationem  habere  operae  pretium  videatur.  Ex  bis  longitu- 
dinibus in  orbita  radiisque  vectoribus  coiTectis,  una  cum  temporibus  respon- 
dentibus,  elementa  reliqua  determinabuntur :  tandemque  ex  bis  elementis  posi- 
tiones  geocentricae  pro  omnibus  reliquis  observationibus  calculabuntur.  Quibus 
cum  observatis  coraparatis,  eodem  modo  quem  in  art.  188  explicavimus  sy- 
stema  id  distantiarum  elicietur,  ex  quo  elementa  omnibus  reliquis  observa- 
tionibus quam  optime  satisfacientia  demanabunt. 


192. 

Methodus  in  art.  praec.  exposita  praecipue  determinationi  primae  orbitae 
perturbationes  implicantis  accommodata  est:  quamprimum  vero  tum  elementa 
media  elliptica  tum  aequationes  perturbationum  proxime  iam  sunt  cognitae, 
determinatio  exactissima  adiumento  observationum  quam  plurimarum  commo- 
dissime  per  methodum  art.  187  absolvetm-,  quae  hie  explicatione  peculiari 
opus  non  habebit.  Quodsi  hie  observationum  praestantissimaiiim  copia  satis 
magna  est,  magnumque  temporis  intervallum  complectitur,  hacc  methodus  in 
pluribus  casibus  simul  determinationi  exactiori  massarum  planetarum  pertur- 
bantium,  saltem  raaionim,  insenire  poterit.  Scilieet,  si  massa  cuiusdam  pla- 
netae  perturbantis  in  calculo  pertiubationum  supposita  nondum  satis  certa 
^■idetul•,  introducetur,  praeter  sex  incognitas  a  correctionibus  elementorum  pen- 
dentes,  adhuc  alia  fx,  statuendo  rationem  massae  correctae  ad  massam  suppo- 
sitam  ut  1 -f  K  fi^'l  ';  supponcre  tune  licebit,  perturbationes  ipsas  in  eadem 
ratione  mutari,  unde  manifesto  in  singulis  positionibus  calculatis  terminus 
no\'us  linearis  ipsam  jji  continens  producctur,  cuius  evolutio  nulli  difficultati 
obnoxia  erit.     Comparatio   positionum  calculatarum   cum   observatis  secundum 


P' 
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principia  supra  exposita,  simul  cum  correctionibus  elementorum  etiam  correc- 
tionem  ji  suppeditabit.  Quinadeo  hoc  modo  massae  plurium  planetarum  ex- 
actius  determinari  potenmt,  qui  quidem  iJertuxbationes  satis  considerabiles 
exercent.  NuUum  dubium  est,  quin  motus  planetarum  novorum,  praesertim 
Palladis  et  lunonis,  qui  tantas  a  love  pertiu-bationes  patiuntur,  post  aliquot 
decennia  hoc  modo  determinationem  exactissimam  massae  lovis  allaturi  sint : 
quinadeo  forsan  ipsam  massam  unius  alteriusve  horum  planetarum  novorum 
ex  perturbationibus,  quas  in  reliquos  exercet,  aliquando  cognoscere  licebit. 
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BEMERKUNGEN. 

Bei  dem  vorstehenden  Abdruck  der  Theoria  motus  ist  besondere  Sorgfalt  auf  Berichtigung  aller 
Druckfehler  und  sonstigen  Unrichtigkeiten  verwandt  worden,  wobei  ausser  den  bereits  allgemein  bekannten 
viele  neu  aufgefundene  Berücksichtigung  gefunden  haben.  Die  numerischen  Beispiele  wurden  einer  Nach- 
rechnung unterzogen ,  vpobei  sich  auch  eine  grössere  Anzahl  verbesserungsbedürftiger  Stellen  ergab.  Sehr 
häufig  fanden  sich  die  numerischen  Werthe  bei  Anwendung  moderner  Logarithmentafeln  um  ein  bis  zwei 
Einheiten  der  letzten  Stelle  abweichend  ,  was  wohl  meist  seinen  Grund  darin  hat,  dass  die  altern  Tafeln, 
mit  Hülfe  derer  diese  Beispiele  seinerzeit  berechnet  worden  sind,  in  den  Proportionaltäfelchen  keine  Deci- 
malen  angeben  (vgl.  hiezu  den  Inhalt  des  Art.  31).  In  einigen  Fällen  geben  diese  kleinen  Abweichungen 
im  weitern  Verlauf  der  Kechnuag  zu  grössern  Differenzen  Anlass ;  so  fand  sich  z.B.  auf  Seite  3  5  die 
Grösse  iV  gleich  0,012  9939,  also  nur  um  eine  Einheit  der  7.  Decimale  kleiner  als  der  von  Gauss  ange- 
gebene Werth ;  da  Gauss  aber  den  entsprechenden  Logarithmen  auch  auf  7  Stellen  angibt,  so  beträgt  hier 
die  Differenz  33  Stellen  (nemlich  log  N  =  8,i  13  739ii),  und  das  Endresultat  wird  t  =  13,91438  statt  13,91448 ; 
ebenso  sind  die  letzten  Stellen  im  Beispiel  Seite  3  6  rechter  Hand  und  an  andern  Orten  unsicher.  Da  aber 
diese  Differenzen  überhaupt  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  der  Rechnung  liegen,  so  wurde  in  allen 
solchen  Fällen  von  einer  Umänderung  Abstand  genommen  ;  das  Gleiche  gilt  von  allen  sonst  aufgefundenen 
unerheblichen  Differenzen  in  den  letzten  Decimalen. 

Die  Stellen,  bei  denen  eine  Verbesserung  vorgenommen  wurde,  sind  die  folgenden ;  hiebe!  sind  aber 
die  bereits  in  der  deutschen  Ausgabe  (»Theorie  der  Bewegung  der  Himmelskörper  etc.",  von  C.  F.  Gauss, 
ins  Deutsche  übertragen  von  C.  Haa.se,  Hannover  1865)  angegebenen,  ebenso  wie  alle  rein  orthographischen 
und  grammatikalischen  Textänderungen,  in  der  Regel  nicht  erwähnt,  um  das  Verzeichniss  nicht  übermässig 
lang  zu  gestalten;  die  Druckfehler  in  den  Tafeln  sind  jedoch  vollständig  aufgeführt  worden.  Ein  hinzu- 
gesetztes G.  bedeutet,  dass  Gauss  selbst  den  betreffenden  Fehler  angezeigt  hat : 
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G. 

(7)01)'     (T(12)'     (>)23' 

3 

9,74942 

9,74962 

233 

13,  1 

«or  bez.  [■»  12  bez.  (n  23; 

(t)  Ol)  bez.  (tj  12)  bez.  (r)23l 

234 

12 

135,335  6S1 

137,335  581 

M-V,3r-V',M"-V" 

V-M,V'-M',V"-M" 

l  G.;    ebenso  S.243,  Z.  10 

/  v.u.undS.246,Z.13,U,15. 

24., 

u 

W" 

W" 

G. 

25u 

2 

r" 

r' 

G. 

264 

0,0000 

0,00000 

759 

-95 

a 

205 

14 

473 

273 

2  5 

382 

380 

26(1 

4820 

4870 

2C'.i 

11 

4644 

4094 

20 

'.l,3C(J  632 

0,300  632 

] 

0  200 

0,300 

G. 

271 

13 

4601 

0401 

274 

58040 

58094 

275 

14 

52855 

52355 

271-, 

5 

09S88 

098S9 

27s 

2 

S791 

3891 

2 

lOSi) 

1086 

27'.i 

22 

31SS 

3178 

1 

0,000  2421 

0,006  2420 

G. 

Die  Verbesserung  einer  Reihe  anderer  Unrichtigkeiten  ist  unterlassen  worden,  weil  dann  sämmtlicbe 
folgende  Zahlen  hätten  geändert  werden  müssen ;  vielmehr  ist  in  solchen  Fällen  nur  die  Richtigkeit  der 
weitem  Rechnung  unter  Annahme  der  unverbesserten  W'erthe  controUirt  worden ;  es  sind  dies  die  folgenden 
Stellen : 


Seite 

Zeile 
von  oben  |  vor 

unten 

Statt : 

sollte  gelesen  werden  ; 

Bemerkungen : 

OM 

„ 

...:,.,:;.„:.. 

9,563  S057 

195 

10 

52;'70 
23»  1' 

5i;'4  9 
52:^.2 
•2:1"  2' 

196 

7 

27;'21 

2o;'32 

107 

2 
4 

13 

s;'3fi 

9,490  1995 
0,90 
37;'S3 

s;'39 

9,499  1992 

0,80 

37;'90 
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Seite 

Zeile 

von  oben  |  von  unten 

Statt ; 

sollte  gelesen  werden  : 

Bemerkungen : 



/   von     der     Verbesserung 

\  wurde  Abstand  genom- 

.0. 

" 

«;  iHi 

7;'42 

l   men,    weil  das  Resultat 
j   doch   nicht    auf  weniger 
^  als  1"  scharf  sein  kann. 

205 

3 

2  2;'2  6bez.  li);'iJ7 
0,  14  bez.    2,  15 

55,  0«  bez.  54,  47 

22;'l8bez.  2ü;'oi 
0,  06  bez.    2,  11 

55,  03  bez.  54,  48 

5 

0,01  bez.    0,  (!0 

0,  04  bez.    0,  5ii 

3 
13 

44;'65 
23,26 
42,  S3 

17,  21» 

44"6'J 
23,2!) 
42,  85 
17,  37 

vgl.  das  vorstehende  Ver- 

; 

—  2i;'51  bez.  —  i;'(i3 

-  32;'(!4bez.  -  4;'ßfi 

—  2  3','6  6bez.  —  i;'3i 

—  33762  bez.  —  4;'34 

zeichniss  der  verbesserten 
Stellen. 

lU'J 

5 

2;'4S 
0,340  7022 

2;' 50 
0,304  701U 

2  1  2 

1 

—  2,08 

-2,31 

2;t2 

7 

2,04S5li 
1, «15745 

2, 04804 
1,!I5751 

Zu  Seite  4  5,  Zeile  1  findet  sich  eine  Notiz  von  Gauss  in  seinem  Handexemplar,  wonach  dort  tu'  statt 
u)  stehen  soll;  indessen  ist  cu  richtig,  falls  in  Gleichung  XI.,  Art.  22,  nur  das  zweite  Glied  mit  Hülfe  hyper- 
bolischer Logarithmen  berechnet  wird ,  das  erste  (e  tang  JF")  aber  durch  briggische  ;  u) '  muss  stehen ,  wenn 
beide  Glieder  mit  hj'perbolischen  Logarithmen  berechnet  werden ;    dann  muss  aber  X  im  Nenner  fortfallen. 

Zu  den  numerischen  Beispielen  ist  im  Speciellen  folgendes  zu  bemerken :  Auf  den  Planeten  Juno 
beziehen  sich  ausser  Art.  150—155  auch  die  Zahlen  in  den  Art.  10.  13,  14,  51,  63 — 65,  6'J,  77,  87  I,  97  I 
und  die  Berechnung  des  Sonnenorts  Art.  73;  auf  den  Planeten  Pallas  ausser  Art.  I5fi — 157  auch  Art.  56 
und  5S  und  die  Berechnung  des  Sonnenorts  Art.  70;  auf  den  Planeten  Ceres  ausser  Art.  I5'j  auch  Art. 
87  II,  »7  IL  Ausserdem  stehen  im  Zusammenhang  die  Beispiele  in  den  Art.  3  8,  43,  11 7  III  für  eine  Ellipse 
mit  grosser  Excentricität,  und  Art.  23,  24,  20,  46,   105  für  eine  Hyperbel. 

Zu  Art.  150 — 155:  Die  Beobachtungen  der  Juno  teilt  Maskeltne  in  einem  Brief  an  G.\rss  vom 
S.Mai  1805  mit.  Die  Sonnenörter,  sowie  die  Nutation  und  die  Schiefe  der  Ekliptik  hat  Gauss  aus  den 
ZACHSchen  Sonnentafeln  entnommen;  auf  eine  genaue  ControUe  derselben  (Seite  105,  Zeile  s— 10)  wurde 
verzichtet,  da  ihre  strenge  Richtigkeit  für  die  Durchführung  der  Beispiele  unwesentlich  ist  und  sie  mit 
Rücksicht  auf  die  weitere  Rechnung  auch  nicht  hätten  geändert  werden  können;  doch  ist  Seite  19  5,  Zeile  8 
im  ersten  Sonnenort  53;'72  in  53771  verwandelt  worden,  um  das  Folgende  hiemit  zur  Übereinstimmung  zu 
bringen.    Die  Werthe  der  Constanten,   welche  Gauss  zur  Reduction  der  Beobachtungen  benutzt  hat,    sind 


Präcession  ^50 

Aberration  =  2c 

Längendifferenz  Paris-Greenwich  ^  n" 


Die  Werthe  für  die  Elemente  ;Seite  204)  ergaben  sich  bei  der  Controllrechnung  theilweise  etwas  ab- 
weichend ;  die  Genauigkeitsgrenze ,  innerhalb  welcher  sie  überhaupt  zu  bestimmen  sind ,  hängt  von  der 
Schärfe  ab,  mit  der  die  Grösse  a;  =  sin  |  g^  bekannt  ist.    In  der  ersten  Hj^othese  wurde  bei  der  ControU- 
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rechnung  gefunden 


\g  =    1*34'  I0;'04«  X  =   0,000  7501  448 


und  hieraus  ergab  sich: 


Epoche  =  4 2' 12'  3»;'s9 
mittl.  Bewegung  =  823;'4987 

Perihel  =  52»4l'  13;'24 

9   =    14    24    28,  58 

]-ogarithm.  der  halben  grossen  Axe  =  », 4228958 

Aufsteigender  Knoten  =  wi's' 48;'84 
Neigung  =     i:i'2' S'I'so. 

Die  von  Gauss  angegebenen  Werthe  scheinen  auf  der  Annahme 

ig   =    1*34'  1ü;'056  X  =   0,0Ü0  750  1474 

zu  beruhen.  Die  Differenzen  liegen  also  unterhalb  der  zu  erreichenden  Genauigkeitsgrenze.  In  der  zweiten 
HjiJOthese  wurden  sie  noch  geringer  gefunden,  in  der  dritten  ergaben  sich  genau  die  GACSsschen  Werthe, 
abgesehen  von  den  im  Fehlerverzeichniss  vermerkten  Stellen. 

Zu  Art.  156—15  7.  Die  Declination  der  dritten  Beobachtung  der  Pallas  ist  in  Zachs  Monatlicher 
Correspondenz  a.a.O.  zu  —  28*38' 8;'3  angegeben;  die  Sonnenörter  Seite  20  5,  Zeile  5 — 7  von  unten  sind 
nicht  controllirt.  Die  Nutation  hat  Gauss  vermuthlich  nach  seinen  eigenen  Tafeln  gerechnet,  und  zwar  nicht 
nach  den  in  der  Monatlichen  Correspondenz  s.  Band  V'I,  Seite  123;  abgednickten ,  sondern  nach  hand- 
schriftlich in  ein  Handbuch  Bb)  eingetragenen,  die  als  Vorarbeit  von  den  gedruckten  sich  nur  durch  andere 
Werthe  der  Constanten  unterscheiden;  die  Nutation  fand  sich  richtig  bis  auf  den  dritten  Wert  (lal'as  statt 
)2;'2o;,  die  Aberration  mit  dem  Werth  der  Constanten  2o;'üO  gerechnet,  bis  auf  den  dritten  und  vierten 
(2i;'5l  und  i|'b3  statt  23;'fi8  und  l"31).  Die Präcession  hat  Gauss  mit  den  Werthen  m  =  45;'!)3,  n  =  2o;'oj 
gerechnet;  hier  differirt  der  dritte  Ort  ;2;'55  statt  2;'25,.  Diese  Differenzen  haben  beim  Abdruck  nur  theil- 
weise  berücksichtigt  werden  können,  vgl.  das  Fehlerverzeichniss. 

Die  Elemente  Seite  2 1 1  fanden  sich  z.  Th.  auch  etwas  abweichend,  aber  innerhalb  der  Genauigkeita- 
grenze  der  ganzen  Rechnung,  z.  B.  Perihel  vom  Knoten:  323*44' 56;'64. 

Zu  Art.  15'J.  Die  Beobachtungszeit  des  ersten  Orts  der  Ceres  ist  im  Briefe  Olbebs  an  Gauss  vom 
8.  September  1805  zu  13*'  8""  47'  angegeben;  der  Reduction  sind  die  Längendifferenzen  Bremen-Paris  =  25™  si', 
Göttingen-Paris  =  30"  21',  Lilienthal-Paris  =  2«™  14'  zum  Grunde  gelegt,  welche  in  Zach,  Tabulae  motuum 
Solis,  Supplementum,  Gotha  180  4,  mitgetheilt  sind.  Seite  213  Zeile  8—11  sind  die  Werthe  für  Schiefe  der 
Ekliptik,  Präcession  und  Nutation  und  Zeile  (1  u.  s  von  unten  die  Sonnenörter  keiner  Controlle  unterworfen 
worden.  Seite  2 1 4  haben  sich  in  den  Zahlenangaben  für  H)-pothese  II  grössere  Unrichtigkeiten  herausge- 
stellt, die  nur  zum  Theil  verbessert  werden  konnten.  Die  Werthe  von  (u  -|-  3,  log  Qe  sin  (u  und  z  sind  ver- 
bessert worden;  der  darauf  folgende  Werth  von  r'  ergibt  sich  dann  auch  so,  wie  Gauss  ihn  angibt,  ist 
also  wahrscheinlich  mit  dem  eingesetzten  richtigen  Werthe  von  z  gerechnet;  dagegen  ist  von  hier  ab  die 
weitere  Rechnung  mit  dem  unrichtigen  Werthe  der  alten  Ausgabe  ;«  =  7*2' 32;'870)  richtig  weitergeführt. 
Seite  215  ist  die  Rechmmg  bis  zum  logr'  =  0,4132817  richtig;  von  hier  ab  aber  scheint  Gauss  mit  den 
unrichtigen  Werthen  log  "  "'  =  0,662  0412  [statt  0,662  0380)  und  log — ^=  0,636  4081  (statt  0,636  4049) 
gerechnet  zu  haben,  denen  die  weitere  Rechnung  richtig  entspricht.  Auch  die  Werthe  für  die  wahren  Ano- 
malien, den  Winkel  9  und  die  halbe  grosse  Axe  Seite  215,  Zeile  11,  10,  5,  4  v.  unten  ergaben  sich  bei  der 
Nachrechnung    etwas   abweichend,   sowohl   mit  Anwendung   des   in   der  alten  Ausgabe  Art.  97    gegebenen 
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'eeebenen  Werthen 


Werthes  x=  0,065  251078,  als  auch  des  verbesserten  a;  =  0,005  29070;    den  von  Gauss 
würde  (/  =  2'j°36' 3i;'!)75  (a;  =  0,065  21)0798)  entsprechen. 

Zu  Art.  171.  In  der  ersten  Beobachtung  der  Vesta  gibt  Olbers  im  Briefe  an  Gauss  vom  5.  April 
1807  die  Rectascension  zu  183°52'37"  an.  Seite  231  sind  die  Sonnenörter  Zeile  12 — 15,  sowie  die  Ableitung 
der  Zahlen  ebenda  Zeile  ii — 6  v.  unten  aus  den  Beobachtungen  nicht  controllirt.  Seite  235  scheinen  die 
Werthe  der  Elemente  mit  Hülfe  von  ^  =  23°34' 22;'34  {»  =  0,0417240)  gerechnet  zu  sein.  Die  Zahlen 
Seite  23  5,  Zeile  7  bis  2  v.  unten  wurden  ebenfalls  nicht  controllirt. 


Alle  handschriftlichen  Bemerkungen,    welche  Gauss  in  sein  Handexemplar   der  Theoria'motus  einge- 
tragen hat,  sind  als  Fussnoten  eingefügt  und  zwar  Seite  20,  30,  52,  53,   56.  65,  66,  so,   ii7  — us,   120,   144, 

...         ,        --      .      ~    .  ,    .  .      rr   .1  17420     .        15420  5120 

145.   1S3.  226.  242.  240.  251.  270,    wobei   m    der  JNotiz  beite  118,    letzte  Zeile,    in  = 

'  '  '  '  '  720  720  243 

und  Seite  186,  Zeile  7  v.  unten  —  3  +  v'  ('i  —  i«  cotang  A'')  in  —  3  cotang  A  +  \J  (11  cotang  A^  —  16)  verbessert 


worden  ist.    Die  Entwickelung  des  Ausdrucks  in  derFussnote  S.  2  7 


i+- 


10 


ist  also  vermuthlich  (vgl.  S.  1 1 8)  ein  Zeichenfehler  begangen  worden,  und  sollte  etwa  heissen :  y 
Zu  Seite  144  vgl.  die  Bemerkungen  über  Ivorys  Methode  zur  Cometenbahnbestimmung  : 
an  Olbers  vom  ai.December  isi4. 

Ferner  mag  Folgendes  bemerkt  werden : 

Zu  Art.  3  2  IV:  Der  Maximalfehler  in  der  wahren  Anomalie  tritt    für    den  Werth  von 


}i  -\ 7Jj+  •••;  es 

m  Briefe  Gauss 


ein,    der  sich 


aus  der  Gleichung  cos  u  +  e  cos  2  ?j  =  0  oder  cos  v  = 
angegebenen  Werthe  von  e  ist  v  ungefähr  gleich  60°. 

Zu  Art.  32  "VII :  In  der  Hyperbel  tritt  der  Masimalfehler  für  F  ein,  wenn 
Die  der  Tabelle  auf  Seite  4  4  entsprechenden  Werthe  von  F  sind: 


i  +  \/(T^  +  ice)\  bestimmt ;    für  alle  auf  Seite  43 


iF+ism2F- 


e 

F 

1,3 

14»  46' 

11  Ifi 

1;  41 

1,0  5 

;i  44 

1,01 

0  50 

1,00  1 

Zu  Art.  3«.  Der  Maximalfeliler  in  der  Ellipse  tritt  ein  für  1  —  2ee  +  e  cos  £  =  0,  in  der  Hyperbel 
für  ee  \\  +  n  sin  F)  +  e(cosi^—  3  tang  F]  =  2  -\-  n  sin  J* ;  die  zu  den  Seite  48  gegebenen  Tabellen  gehörigen 
Werthe  von  e  sind  also  die  folgenden : 


Ellipse  : 


E 

e 

10« 

0,00404 

20 

0,08003 

30 

0,05602 

40 

0,02400 

50 

0,88583 

60 

0,83534 

Hjqjerbel ; 
F  I  e 


10» 

1,00508 

20 

1,02004 

3  0 

1,04003 

40 

1,011754 

50 

1,17671 

CO 

1,32007 

70 

1,63435 

ZÖÖ  THEORIA  MOTLS  CORPORUM  COELESTILM.      BEMERKUNGEN. 

Gauss'  Vorarbeiten  zvir  Theoria  motus  finden  sich  hauptsächlich  in  den  mit  Bb,  Bc,  Bd  bezeichneten 
Handbüchern,  die  Tafeln  im  Handbuch  Bb  S.  30,  31,  3  5.  Zur  Entstehung  des  Manuskriptes  und  für  die 
Vorbereitungen  zur  Drucklegung  vergleiche  man  den  Briefwechsel  mit  Olbers  (W.  Olbeks,  sein  Leben  und 
seine  Werke,  herausgegeben  von  C.  Schilling,  Band  11 . 

Brendel. 
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NACHLASS  UND  VERÖFFENTLICHUNGEN. 


[1.    Zu  Art.  7.] 

Genäherte  Formeln  für  die  grösste  Mittelpunktsgleichung. 

e  =  sin<:p 

I.     [t,  _  M  H  ?  +  ^  +  i  (?  -  e\  gibt :   2  e  +  H «'  +  tV^^',  Fehler :   -  ^U^e^ 

II.     [«  —  M  =]  e  +  2  arc  sin  \j  (sin  3- cp  tang 4- cp),  gibt :   2e-\-^e^-\- ^We\ 

Fehler:  —-^^e\ 


[2.    Zu  Art.  53.] 
Projection  einer  Planetenbahn  auf  die  Ekliptik. 
e,  cp,  a,  i,  Sl,  E  in  gewöhnlicher  Bedeutung 
&  Perihel 

X  hel[iocentrische]  L[än]ge 

p  curtirter  Abstand  [von  der  Sonne]. 
[Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  Ebene    der  Ekliptik,   gezählt 
von    der   Knotenlinie   als    Abscissenlinie    hat    man    nach    Art.  53    und    58    der 
Theoria  motus  corporum  coelestinmj 

acos_(/(cosJS  — e)  — acoscpsin_^sin£  =  pcos(X—  ft) 
a  cos  2  sin^  (cos  E  —  e) -(- rt  cos  cp  cos  j  cos_(7  sin  iJ  =  p  sin  (}v  —  ft ). 

[Man  setze 

acos(/ ^       acosscosy  —  ßsinssiuY 
a  cos  cp  sin  </  =       ex  sin  e  cos  Y  +  ß  cos  £  sin  -y 
acosjsin_<7  =       a  cos  £  sin -y  +  ß  sin  e  cos  ^ 
acoscpcosi'cos*/  =  —  asin£sinY  +  ßcos£COSf,] 
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man  bestimme  [also]  a,  '^.  •(,  s  durch  die  Cik-ichungcn 

a  (1  —  cos  (f  cos  ij  cos_</  =  [a  —  ß)  cos  [•(  —  e) 

a  (cos  i  —  cos  9)  sin^  =  (a  —  ß^  sin  (7  —  e) 

a  ( 1  -(-  cos  cp  cos  tj  cos^  =  (a  -|-  ß)  cos  (-y  +  e) 

a  (cos  i  -\-  cos  9)  sinj/  =  (a  +  ß)  sin  (f  +  e), 

[so  wird 

a(cos(£  +  e)  — ecose)cosY  — ß(sin  £  +  e)  — «sine) sin y  =  pcos(X—  ß) 
a(cos  {E-\-t)  —  e  cos  e)  sin  y  -r  ß  (sin  E  +  e)  —  e  sin  e)  cos-y  =  p  sin  (X  —  Ji) 
oder] 

a  cos  {E  +  e  —  ae  cos  e  =  p  cos  Ä  —  7  —  ß  1 
^  ß  sin  (E  -f  e)  —  ße  sin  s  =  p  sin  X  —  y  —  ß  ). 

Hier  sind  a,  ß  die  beiden  halben  Ilauptaxen  der  ProjectionseUipse; 
—  aecoss,  —  ßesine  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts,  [p  cos  (X  —  7  —  ß), 
p  sin  (X  —  Y  —  ß )  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Planeten,]  die  [durch  die 
Sonne  zur]  Axe  2  a  [gezogene  Parallele]  als  Abscissenlinie  angenommen ;  y  +  ^ 
deren  Neigung  gegen  die  Äquinoctiallinie. 

Bei  der  Berechnung  kann  man  noch  folgende  Hülfsgrössen  einführen: 

cos  i  =  tan"  k,         cos  cp  ==  tang  /,  — = ;  =r  c ; 

f     '  '  c    '  cos  K  cos  i  ' 

alsdann  ist 

a  (1  —  cos  9  cos  r  =  c  cos  {k  +  f) 

a  (cos  i  —  cos  cc ;  =  c  sin  'k  —  Tj 
[5]  ' 

a  ( 1  +  cos  9  cos  i)  ^  c  cos  [k  —  /) 

a  (cos  i  -\-  cos  'f  ^  =  c  sin  (A"  +  0- 

Beispiel.     Juno.     Elemente  für    ISIO. 

9=     14"  45'  35" 
logrt=    0,42648  mot.   diu.   trop.  =  81 3;'5165   sid.  =  813','379 

i=  13"  4'  12" 
ß  =  171  7  48 
ü)  =    53    10   52      Epoche  [der  mittl.  Länge]  IS  10  =  95" 33' 50",     _$r  =  242"3'4" 
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cosi 9,988  601  1 

coscp 9.985  4277 

A-  =  44''l4'  53;'40 
/  =  44      2    20, J4 


cos^  .  .  . 

.  .  .  9,855  1097 

cos/ .... 

.  .  .  9,856  6489 

9,711  7586 

0,42648 

c 

.  .  .  0,714  72 

■A-  +  /=-|S8 

"\T   13;'54 

k-l=_    0 

12  33,26 

cos  ik  + 1) 

...  8,47555 

sin  [k  +  l) 

...  9,99981 

cos  {k  —  l) 

.  .  .  0,00000 

sin  (k-~l) 

...  7,56252 

.  .  .  9, 67088« 

sin^ 

.  .  .  9,946  I4„ 

a  —  [jy  cos  i'y  —  s) 
(a  —  [i]  sin  (y  —  s) 
[a  +  ß)  cos  (7  +  £) 

f«  +  ß)sill(Y  +  £). 


.  .  8,86115„ 
.  .  8,22338„ 
.  .  0,38560„ 
.  .  0,66067„ 


=  I  192"  58'     2" 
242      2    26 

«— ß 8,87237 

a  +  ß 0,714  57 

1=  21  7"  30'  14" 
e=    24   32    12 

-^-f-ft  =     28    38      2 


a  .  .  . 

0,4  1  974 

3.. . 

e  .  .  . 

0  JUKI  1 

ae 

9,82588 

9,95890 

3e 

9  81339 

_sin  £_ 

9.61S34 

—  ciecoss  =  —  0,60923  j  Coord. 

—  ßesin  £  =  —  0,2  7022  i  C[entri]. 

[Man   kann  also   die   helioccntrischen  Coordinaten  jetzt  nach  der  Formel 

pcos(X— 28"38'  2")  =  —  0,60923  +  (0,41  974)  cos  i£-L  24"  32'  12") 
psin(X— 28    38    2  )  =  —  0,27022 -^  (0,40725jsin  (E4- 24    32    12) 

berechnen,  sobald  nur  die  excentrische  Anomalie  bekannt  ist. 
Die  Zahlen  in  Parenthese  bedeuten  Logarithmen.! 


Die  Hauptmomente  der  Auflösung  der  umgekehrten  Aufgabe :  aus  der 
Projection  einer  Planetenbahn  und  ihres  Brennpunkts,  jene  selbst  zu  finden, 
sind  folgende : 
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Es  sei  a  die  lialbe  grosse,  jiJ  die  halbe  kleine  Axe  der  rrojectiüiiselli])se ; 
femer,  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  an  gerechnet,  gegen  eine  willkürliche 
Abscisseulinie 

P .  .  .  .  Richtung  von  a 

Q.  .  .  .  Richtung  der  Linie  zum  Brennpunkte,  deren  Grösse  =  8. 
Man  setze 
[6]  taug  R  —  P  .  taug  'Q  -P;  =  -  ||-, 

[so  dass  also  R  die  Richtung  des  zur  Linie  zum  Brennpunkt  conjugirten 
Durchmessers  ist;  wenn  q  den  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Halbmesser 
und  r  den  ihm  conjughten  bezeichnet,  so  ist^ 

r.  Vi  aa  +  r^  \  , 

also 

rsl  qi?    _  sin2Ü-P 

l-°J  rr    ~         sin2^-P;  ' 

[Die  Excentricität  der  Ellipse  ist] 

[Duich  Einführung  des  auch  im  vorigen  benutzten  Winkels  e,  welcher 
die  zum  Radius  Vector  (]  gehörige  excentrische  Anomalie  in  der  Projections- 
ellipse  darstellt,  lassen  sich  die  Endpunkte  der  conjugirten  Radii  Vectores  q 
und  r  in  rechtwinkligen  Coordinaten,  jetzt  bezogen  auf  die  Axe  2  0  als  Ab- 
scissenlinie,  wie  folgt,  ausdrücken : 

qcos'Q  —  P)  =  acosE,         rcos  2J  —  P^  =  — ctsins, 
^  sin  ( Q  —  P^  =  [i  sin  e,  ;•  sin  [R  —  P)  =       [3  cos  e ; 

leitet  man  aus  diesen  die  rechtwinkligen  Coordinaten,  bezogen  auf  die  Knoten- 
linie als  Abscissenlinie  ab ,  indem  man  um  den  Winkel  y  =  P  —  fl  dreht, 
so  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2  :] 

öcos'Q—  ft,  =  acosg,  -rrr- cosiJS  — ft)  =  — asino 

ysin(Q— ft)  =  acosisin^,         tttz — -sin(i2— ft)  =  acostcos_^, 
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[woraus  man  leicht  ableitet] 

[11] 
[Ferner  findet  sich] 


IIJ  rr^^        ^'^)  dn2Q-a) 


qr 


■l2l  v/(l-ee) 


^y  +  T37J  =  aa{\-\-cosi-) 
sin  (R  —  Q)  =  a  a  cos  i 


\/.i^_g    cos  [R—  Q)  =  —^aasini^  sin  2^ 
qq—  ^'_^^^  =  aasini^cos2g. 
[In  ähnlicher  Weise  leitet  man  ab 

-j-TTZ — rCos[Q-{-R—  2  ßj  =3  —-^aail  +cosr)sin2_^ 
,  ,^' —  sin  IQ-]-  R  —  2  ü  ]  =  «  a  cos  z  cos  2  o, 
also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen   1 2  :] 

aa  sin^'^  cos  (Q  +  i?- 2  ft^  =  (qq-\-j^)cos{R-Q) 

[13]  '  *' 

aa  sin  t''  sin  (Q  +  ii  -  2  ß)  =  (g*/  -  y^^J  sin  (ß  -  Q). 

[Die  abgeleiteten  Gleichungen  enthalten  alles  nöthige  zur  Lösung  der 
Aufgabe  und  können  auf  mannigfaltige  Weise  benutzt  werden;  sind  a,  ß,  P, 
Q,  0  gegeben,  so  kann  man  z.  B.  jR  aus  6,  q  und  r  aus  7,  e  aus  9  bestimmen; 
sodann  finden  sich  Sl,a,i,(/  aus  13  und  10.  Die  Lage  der  Abscissenlinie, 
von  der  die  Richtungen  P,  Q.  R,  9,  gerechnet  werden,  bleibt  vollkommen  will- 
küi-lich.l 


[;$.    Zu  Art.  70.] 
Da  in   den  Gleichungen  Art.  02    der  Winkel  iV  willkürlich  ist,   so  "setze 
man  iV  =  X ;   dadurch  werden  jene,  wegen  r'  =  r  cos  ß,  R' =  R  cos  B,  A'  =  A  cos  b : 

1)  r  cos  ß  —  jR  cos  B  cos  L  —  X'  =  A  cos  6  cos  /  —  X) 

2)  Ucos£sin  X  —  2y)  =  A  cos  i  sin  /  — X) 
3")  r  sin  ß  —  jR  sin  5  =  A  sin  b. 
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Aus  2   und  ".5   folgt 


.  i       w  U  cos  B  8in  >,  —  ii 

tang  /  —  Ä^  =  r E ii ■■ — r- 

o  r  cos  (i  —  li  cos  B  cos  /.  —  i 

oder  uäheiuugswcise 

,       ^  R  cos  B  sin  fX  —  L] 

4i  1-1  =  jr^ 

Ferner  folgt  aus   1    und  3 
R  cos  5  sin  ^  cos  X  —  L  —  R  sin  B  cos  ,3  =  A  (sin  b  cos  j5  —  cos  b  sin  |3  cos  [l  — ). ) 
oder 

5)      ^cosBcosß(tangß^co8:)-L:-t.ngP)   _  _^  ^^j^  ■  ^  _  ,3  ^  ^  ^^S  i  sin  ,3  siu  J  (^  -  X/) 

oder  näherungsweise 


:  t.    Zu  Art.  76  —  7  7.^ 
Allgemeine  Differentialformeln  für  die  geocentrischen  Örter  der  Planeten. 
/  geocentrische  Länge  des  Planeten,         /  —  fl  =  r^ 
L  helioccntrische  Länge  der  Erde 
u  Argument  der  Breite 
b  geocentrische  Breite 
[v  wahre  Anomalie 
(5  Länge  des  Perihcls 
7  mittlere  tägliche  Bewegung 
Ep.  mittlere  Länge  für  die  Epoche 
n  seit  der  Epoche  verflossene  Zeit  in  Tagen.] 

,  .  /dr\  „     aa  cos  o         n        /di'\ 

1 .  a  tang  cf  sni  a;  =  a  =  (j^)  3.  —y^  -  ,3  =  (^) 

/dr\  .     aasinE    .,  -ry        o'       /d»\ 

2.  -acoscscost'  =  a  =    ,-  4.  ——-,2-ee-ecosE,  =  ^  ={-^) 


5. 


tang  T,   


6 .  sin  T(  tang  t  =  tang  N;  cos  N  =  -^^j     sin  iV  =  sin  M  sin  i 


7.  l^?^l^:=:^  =  tangP 

cos  Tj  sm  t  ° 

8.  ~sinX-/;  =  a: 
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9. 

v  =  ^  =  m 

14. 

,si„^.cos6_^, 

10. 

—  X  cotang  [M  —  u)  =  B  = 

-m 

15. 

r&mU 

—  «:  cos    A^—  6  —  Pj                jy, 

A  sin  P                          ^ 

_/d6 

11. 

—  cos  Yj  tang  b  =  C  = 

'-m 

16. 

rs 

in  M  cos  t  cos  .ZV— 6)          ^. 
AcosiV               ~  ^ 

(ab 

12. 

Jcos(z,-;;=.y 

13. 

'+y  =  ^  =  (w) 

17. 

a?  sin  6  COS  6  =  D' 

(ib 

18. 

Aa  +  B^  =  E 

20. 

Aa'^B[i'=  F 

19. 

Ä'a  +  B'[i  =  E' 

21. 

A'a'+B''^'=  F' 

dl  =  Ed'EY,.-^UE--^^jc\7  +  [B  -E)  d(I)  + F  d;p  + C  di+ ;D  -£:dft 


2rA 


db  =  E'dEp.-\r{nE'-  ^)d7  ^B'- E')dA^  F\^  + C'di  +  {D'—B')dSl. 


[5.    Zu  Art.  78  II.] 
Dixecte  Auflösung  der  Gleichungen 

1 )  sin  P  —  A)   =  k  sin  Q  —  B) 

2)  sin  P—  A')  =  k'sm[Q  —  B) 

[wo  A,  A',  B,  B',  k,  k'  gegebene  Grössen  und  P,  Q  zu  bestimmen  sind]. 
Es  folgt  daraus 

tangJ-(P+  Q-A-B)   =  -|^tangf  iP-  Q-A+B) 
tangfiP+Q-^'-jB')  =  |^tang^  P- Q  -  ^'-f  ^0 
oder  wenn  wir 

i{P+Q-A-B    =a;,         ^P-Q-A^B)=y 
-^[A^B-A'-E   =  a,         ^lA-B-A-^B')  =  ß 

fc'+i 


38 


n: 

lt\-^n, 

3) 
4) 

tanga?  =  mtangj^ 
tangu»4-a)  =  »tang(j 
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oder  in  imaginärer  Form 


e'^  +  e-"  e'x  +  e-'x 

[und  analog  fiir  Gleichung  4]  oder 

•iix         (l  +  m)e*«'+(l-m:e-'«' 


(1  —  »i'e'''+  1  +  m  e" 

und 


e^-Hx+o.) 


(i+n:,f ''»+!*' +  :i- 


folglich 

((1  +7«}e'>+(l  -m;e-'y)('l  _w)e'»+^>+(l  +  w>-»«'+P>)e'" 
=  ('1  -»,)«'>+(]  +>n)e-'>)(;;i+«>'0'+?'+(l  -n>-''y+P>-" 

oder  wenn  man  entwickelt  und  mit  2  dividirt: 

e*^-^+^'(;TO  — »rcosa-p/  1  —  ??i?i  sino)  — e~'^*^+'^*(  m  — ?«  cosa  — t(l  — mn^sina) 
=  2  ?  j  m  -f  ?i~  cos  a  sin  ,3  —  1  +  w«  sin  a  cos  p  j . 

Führt  man  also  die  Hülfsgiössen  g,  G,  h,  H  ein,  so  dass 

{m  —  7«]  cos  o  =  ff  cos  G,  [m  -|-  n  cos  a  =  Ä  cos  H 

(1  —  mn)  sin  o.  ^  g  sin  G,  (1  +  fnn  sin  a  ^  Ä  sin  fl", 

so  ^^■ird  diese  Gleichung 

5)  g  sin  2_j^  +  ß  -r  <?  =  Ä  sin  ß  —  ff* , 

woraus  die  beiden  Werthe  von  y  sich  ergeben.    Die  correspondiienden  Werthe 
von  X  finden  sich  dann  aus  (3;  oder  ^4). 
Man  kann  auch  setzen 

(A:'— Ä  cosa  =  g*cosG,         [kk'—  1)cosa  =  h*cosH 
—  {k'  +  k  sin  o  =  g*  sin  G,         [kk'  -f  1  sin  a  =  A*  sin  JBT 

und  hat  dann 

^'  sin  2y  4-  (3  ^  G  =  h*sixx  ^-IT,. 
[Übrigens  ist  hier 

g-  =  ik-lk'-\  g 
h-  =  i  k-l:{k'-i)h.] 
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[6.     Zu  Art.  88  —  90.] 


Um  aus  sm|-<p  den  Logarithmen  von 
folgender  Näherungsformel 


finden,  bediene  man  sich 


l0£ 


l0£ 


Hiedvu-ch  findet  man  den  gesuchten  Logarithmen  zu  gross :  folgende  Tafel 
gibt  die  abzuziehende  Correction  in  der  7*®°  Decimale  an. 


Grenze 
logsini<f     t 


9,069 
9,147 
9,184 
9,208 
9,226 
9,240 
9,252 
9,262 
9,271 
9,279 
9,286 
9,293 


0 
26"  54' 
32  18 
35   9 

37  10 

38  45 

40  3 

41  10 

42  10 

43  3 

43  51 

44  35 

45  15 


Abzuziehende 
Correction 


Vorschriften,  um  den  Logar.   Sinus  eines  kleinen  Bogens  zu  finden. 

log  sin  n"  =  log  sin  cp  =  log  <p  —  Ä  (i  cp  cp  +  ^ir  9*  +  ttVt  ?"  +  ivUö  9*  +  etc.) 
Man  bilde  die  Grössen 


K  y,  X",  v", 


|J.,   |X    ,    (A     ,    fj.       ,    .   .  . 

X   =  2  log w  + 8,230  7828- 
X'=X+iF^ 
X"=X'  +  AV(l^'-|^) 
>^"'='^"-i--H-%{\^" -[>■') 

u.  s.  w 


nach  folgendem  Gesetze 
■20 


l0g|i 

logfi' 

log  [i" 
logfi'" 


38* 
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80  ist 

log  sin  cf  =  4,6S5  5749—  lü  +  logH  —  \t-^ 

Beispiel:   9  =  3  7°  6'  =  1335G0". 

4,685  5749  8,230  7828 

log7J 5,125  6764  2logM.  .  .  10,251  3528 

9,8112513  X    =8,482  1356  |x    =0,030  3483.85 

p,"  =  0, 0307842  +60696.8  4271.25 

logsincp  ...  9,7804671  X' =  8,488  2052.8       |i.'  =  0,030  7755.1 

-(-1200.0  85.0 

X"  =  8,488  3252.8       \i"  =  0,030  7840.1 

+  24.3 
l"'=  8,488  3277.1        ii"'=  0,030  7841. 9. 


[7.    Zu  Art.  90  und   100.] 

Astronomisches  Jahrbuch  für  isi4,  S.  2  56.    Berlin  isu. 

....  Noch  füge  ich  Ikrem  Wunsche  zufolge  einen  kleinen  Zusatz  zu 
meiner  Theoria  motus  corporum  coelestium  bei. 

Zur  Auflösung  der  wichtigen  Aufgabe,  aus  zweien  Radiis  vectoribus  und 
dem  eingeschlossenen  Winkel  die  elliptischen  oder  hyperbolischen  Elemente 
zu  bestimmen,  habe  ich  mich  mit  grossem  Vortheil  einer  Hülfsgrösse  $  bei 
der  Ellipse,  C  bei  der  Hyperbel  bedient,  für  welche  ich  jenem  Werke  eine 
Tafel  angehängt  habe.  Berechnet  ist  diese  Tafel  nach  einem  dort  angeführten 
continuirlichen  Bi-uche,  dessen  vollständige  Ableitung  aber  dort  nicht  gegeben 
ist,  und  zu  dessen  theoretischer  Entwickelung,  die  mit  andern  Untersuchungen 
zusammenhängt,  ich  bisher  noch  nicht  Gelegenheit  gefunden  habe.  Es  wird 
daher  manchem  lieb  sein,  hier  einen  andern  Weg  angezeigt  zu  finden,  auf 
welchem  man  jene  Hülfsgrösse  eben  so  bequem  hätte  berechnen  können. 

Wir-  haben  (Art.  90' 
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Der  Zähler   dieses  Bruchs  verwandelt   sich   leicht,   wenn    man   für  X   die 
dort  gegebene  Reihe  substituirt,  in 

„  /,     ,    2.8        ,    3.8.10  ,    4.8.10.12     3   ,     5.8.10.12.14     4    ,       .     \ 

TtT^-^^(l+^^  +  ^31-^'^+    9.11.13    ^+     9.11.13.15    ^'+etC.). 

Setzt  man  also  die  Reihe 


so  wird 


,    ,   2.8      ,   3.8.10        , 


^X-|X  +  ^  =  4^a.^ 


X 


iil-^^Äxx) 


*  ~      l--^^Axx    ' 

nach  welcher  Formel  man  S  immer  bequem  und  sicher  berechnen  kann.    Für 
C,  braucht  man  nur  z  anstatt  x  zu  setzen. 

Ich  bemerke  nur  noch,  dass  man  A  noch  bequemer  nach  folgender  Formel 
berechnen  kann 

A  =  (,  -.)-■(.  +i|-  +  iiS«  + A5Ä^?s-'+H^ 
allein  die  Ableitung  dieser  Reihe  aus  der  vorigen  beruht  auf  Gründen,  die  hier 
nicht  ausgeführt  werden  können  [*)j. 


[8.    Zu  Art.  114  und   177.] 

{Druckfehler  in  Dr.  Gauss'  Theoria  motus  corporum  coelestium  etc. 
Hamburgi  1809,  vom  Senator  Bar.  Oriani.  j 

Monatliche  Correspondenz  Band  XXI,  S.  2  82 — 2S3,   isio  März. 

j....  Ut  aequatio  7  [art.  114]  fiat  identica,  debent  coefficientes  ii5Sorum 
5o'8",  _Do'o",  DD'o"  etc.  esse  :=  0;  sed  post  debitas  reductiones  coefficiens 
ipsius  oo'ö"  est 


[*)  Vgl.  Bändln  S.  20«.] 


(0.1.2) 
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tang  ^i'  tang  [3    sin  [L"—  a")  sin  [L'  —  i)  +  tang  [i'  tang  B  sin  [L"  —  a")  sin  (L'  —  o) 
-j-tangß   tangß"  svaiL'  —  a)  sinfZ/  —  jL")  +  tangJ5  tangjS"  sin'L'  —a,  sin(a    — Z/") 
+  tang  ß"  tang  (3'   sin(Z,— a)  siniX"  — Z/')  4-tang  j5"  tang  £' sin  (iy  —  a)  8in(I/"— a') 
-t-  tang  ß' tang  ß    sin  (-L"—  a")  sin  (o'  —  Zy)  +  tang  B'  tang  B  sin  (L  "  —  a")  sin  'a'  —  a) 
4-  tang  (3   tangB"  sin  X'  —  o'))  sin  [L  —  a")  +  tang  B  tang£"  sin  L'  —  o')  sin  (a    —  a") 
-p  tang B"tang  ß'   sin  [L  —  a.)  sin  a"  —  Z/'^  -}-  tang  B"  tang  B'  sin  Zy  —  a    sin  a"  —  a';. 

Hinc  si  habeatur  tantummodo 

tang  ,3'  tang  ,3  sin  X"  —  a")  sin  X'  —  X     j 
-j- tang [3  tangi3"sin^Zy' —  a':  sinX  —  Zy";   >  =0, 
+  tang  [3"  tang  p' sin  (Zy  —a)   sin  iL"  — L'     ) 
idem  cocfficiens  non  fit  =  0,  sed  requiritur  practerea  ut  sit 
B  =  0,         B'  =  0,         B"  =  0.} 


jElegans  theorema,  quod  tribuitur  [art.  117]  illustr.  Laplace,  revera  a 
Leonardo  Eulero  primum  inventum  est.  Et  enim  in  Comment.  Acad.  Petro- 
pol.  Tom.  XVI  L*y]  EuLERUS  ostendit,  integi'ale  —  /  —    .  "^  ^.     sumtum  ab  ^  =  1 

J    V(log-) 
ad  a?  =  0    esse   =  y/ii,    existente  tu  semicircumfercntia   circnli,    radio  =  1    de- 
scripti.     lamvero  ponendo  a;  =  e~"  habetur 

Ideoquc  integrale  fe'^^dt  a  t  =  0  ad  t  =  oo  erit  =  i-\Jr.,  et  propterea 
idem  integrale  a  t  ^  —  cx)  ad  t  ^  -~  oo  fiet  ^  ^  r. } 

[*)  Handschriftliche  Bemerkung  von  G.\iss  ]  Dies  Theorem  findet  sich  a.a.O.  nicht,  wohl  aber 
p.  101  folgendes:  C  l/ flog  — Idx  =  J  y''^-  Schreibt  man  hier  x  =  e~",  so  wird  j  2tte~"  dt  =  \^r.. 
Es  ist  aber  itte-" dt  =  —  d  te'", +  €'" dt  und  te~"  =  0  sowohl  für  t  =  o  als  für  (  =  00,  also 
/'°e-"dt  =  iv/,i. 
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Monatliche  Correspondenz.     Band  XXI.     S.  280.     isiü  März. 

Fül-  die  Notirung  der  Druckfehler  in  meiner  Theoria  bin  ich  Herrn 
Oriani  sehr  verbunden.  Er  hat  ganz  Recht,  dass  ich  pag.  129  [Art.  114] 
hinzuzufügen  vergessen  habe,  dass  B,  B',  B"  =  0  vorausgesetzt  werden  müssen, 
wenn  die  Bedingungsgleichung,  bei  welcher  die  Gleichung  7  unbrauchbar  ist, 
die  dort  angegebene  Gestalt  haben  soll.  Es  ist  übrigens  klar,  dass  wenn  auch 
nicht  B,  B',  B"  =  0  sind,  doch  die  Gleichung  7  unbrauchbar  sein  kann,  wenn 
nemlich  der  12-gliedrige  Ausdiaick,  welchen  Oriani  entwickelt  hat,  zufällig 
=  0  oder  sehr  klein  wird. 

Dass  EuLER  schon  das  Theorem  gefunden  hat,  woraus  der  schöne  von 
mir  Laplace  beigelegte  Lehrsatz  sehr  leicht  abgeleitet  werden  kann,  fiel  mir 
selbst  schon  früher  ein,  als  aber  die  Stelle  pag.  212  [Art.  17  7]  schon  abge- 
druckt war;  ich  wollte  es  aber  nicht  unter  die  Errata  setzen,  weil  Laplace 
wenigstens  das  obige  Theorem  doch  erst  in  der  dort  gebrauchten  Form  auf- 
gestellt hat 


[9.    Zu  Art.  138.] 

Das  Criterium  des  Falls,    wo   der  die  geocentrische  Bewegung  tangirende 
grösste  Kreis  durch  den  Sonnenort  geht,  lässt  sich  sehr  elegant  auf  die  helio- 
centrischen  Positionen  beziehen. 
Es  seien 

R,  r  Abstände  von  der  Sonne  für  Erde  und  Planet ; 

L,  l  Längen  der  Erde  und  des  Planeten,   letztere   in   der  Bahn  und 

beide  vom  aufsteigenden  Knoten  gezählt; 
E,  e  Excentricitäten ; 
V,  V  wahre  Anomalien ; 
P,p  halbe  Parameter; 
dann  ist  das  Criterium  jenes  Falls  in  der  Gleichung 


oder 


\/p.aml      \/P.sinL 

l  +  €cosü  l  +  i^cosP 

enthalten. 
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Der  Beweis  stützt  sicli  iiuf  folgende  Figur: 
A   Ort   der  Erde,    B  geoc,    C  helioc.  Ort 

des  Planeten ;    A',  C  Plätze  von  A  und  C  nach 

uncndl.  kl.  Zwischenzeit  d^ 
Es  ist  also 


AA'  =  dL, 


CC 


i\l. 


Vermöge  der  Natur  des  Problems  müssen  die  beiden  neuen  Plätze  von  der  durch 
Sonne,  Erde  und  Planet  gelegten'  ! durch  ACB  repräs.  Ebene)  gleich  weit  ab- 
stehen. Diese  Abstände  sind  RdLünA  und  rd/sin  C;  da  nun  sin>4:sinC 
=  sin/:  sini/,    so  wird  -^^^  =  ^^j    oder  da  RRAL  :  rrdl  =  \J P :  \J p  : 


BainL 


rsin/ 


welches  die  obige  Gleichung  ist. 


[10.    Zu  Art.  140.T 
I.    Es  seien  21,  2i',  21"  die  Abstände  der   drei  Punkte  A,  A',  A"  von   dem 
grössten   Kieise    BB*B";   h    die    Neigung    dieses   grössten  Ki"eises    gegen   die 
Ekliptik,    und   H   die  Länge    seines   aufsteigenden  Knotens    auf  der  Ekliptik. 
Man  hat  dann 

sin  21   ==  sin  h  sin  (/  —  H) 
sin  21'  =  sin  h  sin  (/'  —  Wj 
sin  21"  =  sin  h  sin  7"  —  H; , 
woraus  leicht  mit  Hülfe  des  Lemma  I  in  Art.  78  folgt: 

1)  sin2(sin(r— 04-sin2l'sin7-r'  -f  sin2("sin  7'- /)  =  0. 

n.    Es   seien    femer   B,  ß*,  B'    die    Winkel,    welche    der   grösste    Kreis 
BB- B"  mit  AB,  A'B*,  A" B"  macht,  wodurch 

sin2(    =  sinosinjB 

sin 21'  =  sin(ö'— a' sin5* 

sin  21"  =  sin8"sinJ5". 
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Die  Gleichung   1    erhält  demnacli  folgende  Gestalt : 
2)     sinösin5sin(r— /')  + sin  ö'  —  o  sin £* sin (/  —  /",  + sin o" sin i?" sin f/'—/)  =  0. 
III.    Man  hat  ferner 

r  1    1  •    1  ij  sin  0  sin  B 

folglich     a 

3)      sinosinjB 

folglich     b 


A"D'-o" 

= 

B"D' 

AD'-o 

= 

BD' 

sinE"!)' 
sinüK' 

= 

sinS 
sinü" 

wie 

auch 

A"D  —  o 

= 

B"D 

A'D  —  h'^a 

= 

B*D 

sin  B"D 

_ 

sinB* 

4) 


sin  5*  = 


~   iJ"sinS"sinB" 

und 

«B"  sin  o"  SinB" 

B 

R'si 

lo'sinB* 

S"Bi 

io"smü" 

und 

bß" 

äino"sin£" 

Diese  Werthe  aus  3,  4  in  2  substituirt  geben  eine  Gleichung,  die  bei 
näherer  Betrachtung  mit  der  ersten  Gleichung  am  Schluss  von  Art.  140  iden- 
tisch gefunden  wird. 

IV.  Um  zum  Beweise  der  andern  Formel  zu  gelangen,  sei  P  der  Pol 
der  Ekliptik,  H  der  Punkt  der  Ekliptik,  dessen  Länge  oben  mit  demselben 
Buchstaben  bezeichnet  wurde,  also  mit  BB"  in  Einem  gTössten  Kreise, 


also 

HP  = 

BP  ^ 

B"P  = 

BHP  = 

BPB"  = 

90" 
90" 
90" 
90" 
a"  — 

-h 

-  a; 

sin 
sin 

HB 
HB 

P 
P 

cosß 

sin{a"-cc- 

Dreie 
eieck 

ck  BPB 
HB'P], 

s 

cos  7 

-   cosß 

nBB" 

7     lin  dem  Di 

folglich 

5)  sin(a" — a\ 

Nun  ist  nach  Art.  138,   [7', 


8  =  taug ß  sin  .a"  —  l';  —  tang ß"sin  (et  —  l'). 
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also,   da  leiilit  zu   ü])rist'lien  ist,  dass 

tang p  =  tang h sin  a  —  //),         tang ,3"  =  tang h sin (a"—  H): 
S  =  tang  k  \  sin  a"  —  /')  sin  [a  —  H]  —  sin  ;a  —  l')  sin  a"  —  H)  j 

oder,    da    nach    Loninia  T   Art.  78    (wenn    dort    statt    A,  B,  C  . . .  a  — l',  a" —  l', 
H—l  gesetzt  wird)  identisch  ist 

8in(a  — H)sin(a"  — /^  +  sin  fl  — a"  sin  a— /')-f  sin  a"— a^sin  (H— Z')  =  0  : 
<S  ^  tang  Ä  sin  a"  —  a  sin  /' — H  , 
oder,  für  sin  [a."  —  a    den  Werth  aus  5  substituirt, 

smhsm  T-H,s\nBB"  smU'Bin BB" 


I  cos  ß cos  ß"  cos  ß cos  ß" 

V.    Wir  liaben  ferner 

sin  21'  =  sin^5* .  sin5*  =  sin  6'— o  sin£' 
Es  ist  also  (Schluss  von  Art.  140) 


oder  da 
d.  i. 


oder 


V  = 

s 

sino' 

^ 

= 

sinB» 

AnBB" 

cosß 

cosß" 

sin  BB 

'  :  sin 

BD 

= 

sin  e' 

:  sin  B" 

Hin  BB" 

sin 

[AD' 

-8) 

sine' 

sin 

B" 

■ 

U 

sin 

ÄD'- 

-6)  sine' sin 

B* 

cos ß cosß" sin  jB" 
f/ cosß  cosß" 


Dies  in  der  obi«cn   Gleichuu"-  h 


B"  sin  ^Z>'-o,  sine' 


JB"  sin  5"  sin  B" 

,   Jg'sino'  tTcosßcosß" 

i{"sin5"     sin (ulT)'—?; sine' ' 

identisch  mit  der  Gleichung  am  Schluss  von  Art.  I4(i 
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[II.    Zu  Art.  182  —  184.] 

Zeitschrift  für  Astronomie,  herausgegeben  von  B.  vuN  Lindenau  und  J.  G.  F. 
Erster  Band.     Heft  für  März  und  April  181«. 

Ich  zeige  bei  dieser  Gelegenheit  noch  eine  Berichtigung  an,  die  S.  218 
i;nd  219  [S.  250  —  252  dieses  Bandes]  der  Theoria  Motus  Corporum  Coelestium 
zu  machen  ist.     Man  lese  nemlich 

S.  218   Z.  3    statt  e      ''"'    . . . .  <'"'''''"'^' 

Z.  4    statt  \J  ■^, V^'" 

S.  219  Z.  8    statt  \]  A,  \j  B\  \jC".  \l  D'"  der  Ordnung  nach  -^'  ^t'  -^'  -^^• 

Diese  Unrichtigkeit  hat  ihren  Ursprung  in  dem  Umstände,  dass  früher 
bei  der  Untersuchung  andere  Bezeichnungen  angewandt  waren,  deren  Umtausch 
an  den  angezeigten  Stellen  versäumt  war.  Das  numerische  Beispiel  ist,  wie 
man  sieht,  den  berichtigten  Ausdrücken  gemäss  berechnet,  doch  ist  darin  ein 
Rechnungsfehler  begangen.     Die  Gleichung  S.  2 1 9  Z.  5  v.  u.   muss  nemlich  sein 

6633»-=:  12707  +  2P— 9Q+123ii, 

folglich  die  Genauigkeit  von  r  S.  220 


\/ 


2-11    _   7  S4 


Ich  bin   auf  diese  Berichtigungen    durch  Herrn  Nicolai    aufmerksam  ge- 
macht worden,  welchem  ich  dafür  hier  den  verbindlichsten  Dank  sage. 


[12.    Zu  Art.  183.] 

Bestimmung  der  wahrscheinlichen  Fehler  der  Resultate 

der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Man  setze,  der  Algorithmus,  welcher  im  I.  Bde  der  G[öttinger]  C[ommen- 

tationes:  Disquisitio  de  elementis  ellipticis  Palladis,  Werke,  Band  VI,  S.  21 — 22] 

gelehrt  ist,  führe  auf  folgende  Gleichungen  ziu-  Bestimmung  der  unbekannten 
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Grössen  p,  </,  r.  *• 

[^4  =]  0  =  X  -}-  ap  +  i3(/  -|- -^r  -\-  oä 

[C=]  0  =  X"  4-Y'V-f-o"* 

[D=]  0  =  X'"  +ö"'*. 

Man  bestimme  -.  y.  p.  o  durch  die  Gleichungen 

a-  =  AVahrsch.  Beob. -Fehler 

T-  +  T'x-fT"p  =  » 
S~-|-S'-/-|-o"p-|-o"'a  =  0, 

so  ist  der  wahrscheinliche  F'eliler  von  p : 

V  n---f  ,3'xx^-T"Pp-!-o"'aa;. 

Koch  zierlicher  so:  Aus  den  Gleichungen 

ap-\-  ^q  -f-  Y'"  +  ÖS  =  j< 
ß'?  +  T'''  +  S'A'=  u' 
Y'r-\-o"s=  u" 
o"s=  u'" 
entstehe  durch  Elimination 

p  =  p"  u -~  p' u'  -^  p"  u" -j- p'"  u"' 
q=  q' u' ~- q"  u" -\- q"' u" 

r  =  r"  u'  -\-  r'"  u'" 

s  =  s"'u"'; 

sodann  sind  die  wahrscheinlichsten  "Werthe 

—  P  =^  /y'X-}-//X'-f/;"X"-|-y>"'X"' 

—  q=  q' X' Jr- q" \" -i- q'" },' 

-r=  r"X"+r"'X"' 

und  die   wahrscheinlichen  Fehler   dieser  Bestimmungen,   den   wahrscheinlichen 
Fehler  der  Beobachtungen  =  1   gesetzt : 
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füi"  i^ V  W*+ß»'  +  T'»"  +  o">">"') 

»   1 v/(  ß'^y'?'+T"?"?"+^"'!/"'?"') 

»     r \J  [  i"r"r"  +  o"'r"V") 

»    s s"^h"'=sj±, 


[13.] 
Zusammenhang  des  InitialzAistandes   mit   den  Elementen   [einer  Planetenbahn]. 

r    Radius  Vector 

V Länge  in  der  Bahn 

X Länge  in  der  Eklii)tik 

ß Breite 

ft Länge  des  aufsteigenden  Knotens 

i Neigung  der  Bahn 

e  =  sin  cp  .  .  .  .  Excentricität 

p halber  Parameter 

(o Perihelium 

t Zeit 

k    Constante  =  v'  O 

1 )       tang  (3  =  tang  i  sin  (X  —  ft)  4)    ~-^  —  i  =  e  cos  iv  —  (o) 

„X  rrdu  ,  P\        2         rrdu^+d»-'  1 

3)      -fcdT^V/^  6)   T öd?— =  ir 

7)     2Arctangi\/4^-tg' ft;-«))i-  ^^l^-^^'-""'^-'"'  -/l-  [ ^■  =  s-u). 
^  o  (  V    1  +  e      "     '  ')  1  +  e  cos  ,ü  —  tu)  ^    a» 
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[14.1 

jÜbor  die  Verbesserung  der  Kiemente  eines  Planeten 

durch  vier  beobachtete  Oppositionen.} 

Wenn  die  Elemente  eines  Planeten  schon  so  genau  bekannt  sind ,  dass  die  angenommenen  Werthe 
von  den  wahren  nur  sehr  wenig  abweichen  und  man  liat  die  Beobachtungen  von  vier  Oppositionen,  so  lägst 
sich  die  Verbesserung  der  Elemente  leichter  und  einfacher  vollbringen,  als  wenn  die  vier  gegebenen  Örter 
des  Planeten  beliebig  genommen  wären.  Das  Tlieoretische  dieser  Untersuchung  ist  schon  in  der  Abhandlung 
"Disquisitio  de  elementis  ellipticis  Palladis'.  mitgetheilt ;  hier  folgen  einige  praktische  Bemerkungen,  die  über- 
haupt bei  der  Berechnung  der  Oppositionen  und  dergl.  brauchbar  sind. 

Zuerst  muss  die  Epoche  verbessert  werden.  Man  berechnet  also  aus  einer  beliebigen  Beobachtung, 
am  besten  aus  einer  solchen,  die  zu  einer  der  mittlem  Oppositionen  gehört,  die  geocentrische  Länge  und 
Breite  des  Planeten,  aus  diesen  mit  Hülfe  des  a\i8  der  imveränderten  Epoche  durch  die  bekannten  Formeln 
erhaltenen  Radius  Vector,  die  heliocentrische  I-änge  und  Breite,  aus  diesen  die  Länge  in  der  Bahn.  Nach- 
dem an  diese  Länge  die  Stöningen  wenn  schon  Formeln  für  sie  vorhanden  sind;  angebracht,  leitet  man 
aus  ihr  die  mittlere  .-Ynomalie  her,  welche  mit  der  aus  der  unveränderten  Epoche  erhaltenen  verglichen,  die 
Änderung  der  Epoche  gibt.  Sind  keine  Beobachtungen,  sondern  nur  die  berechneten  Längen  und  Breiten 
zu  der  Zeit  der  vier  Oppositionen  gegeben ,  so  wird  man  eine  dieser  Längen  zu  wählen  haben ;  besser  ist 
es  indessen,  die  Beobachtungen  selbst  vorzunehmen,    als   sich   auf  die  Berechnungen  Anderer  zu  verlassen. 

Mit  der  auf  solche  Art  verbesserten  Epoche  und  den  übrigen  unverändert  gelassenen  Elementen 
werden  nun  die  vier  Oppositionen  vorläufig  berechnet ,  wobei  man  sich  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  frü- 
herer Berechnungen  bedienen  kann.  Im  eine  Opposition  am  bequemsten  berechnen  zu  können ,  verfahrt 
man  folgendermaassen. 

Man  wählt,  wenn  von  mehrem  Orten  Beobachtungen  da  sind,  die  Beobachtungen  desjenigen  OrtSi 
der  die  meisten  geliefert  hat,  bestimmt  aus  den  angegebenen  Zeiten  des  Durcligangs  durch  den  Mittagskreis, 
die  Culminationszeiten  des  Planeten  von  zwei  zu  zwei  Tagen  für  die  ganze  Zeit,  welche  alle  Beobachtungen 
iimfassen.  Durch  eine  vorläufige  Rechnung,  für  einen  in  der  Mitte  der  Beobachtungszeit  liegenden  Tag, 
bestimmt  man  die  Entfernung  des  Planeten  von  der  Erde  und  aus  dieser  die  Zeit,  welche  das  Licht  ge- 
braucht, um  von  dem  Planeten  auf  die  Erde  zu  kommen,  welche  Zeit  von  den  Culminationszeiten  abz\iziehen 
ist;  hiedurch  hat  man  für  die  Aberration  Rechnung  gehalten.  Aus  der  verbesserten  Epoche  leitet  man 
nun  durch  Abziehung  der  für  die  Zeit  der  Epoche  stattfindenden  Länge  des  Perihels  die  mittlere  Anomalie 
her  und  bestimmt  aus  dieser  mittelst  der  täglichen  tropischen  Bewegung  die  mittlem  Anomalien  für  die  an- 
genommenen Tage  jind  aus  diesen  die  Rectascensionen  und  Declinationen.  Um  für  die  Nutation  Rechnung 
zu  halten,  wendet  man  nicht  die  mittlere  durch  die  Elemente  gegebene  Länge  des  Knotens ,  sondern  die 
wahre  an,  die  man  durch  Hinzufügung  der  Nutation  in  der  Länge  BoHNEXBERGERs  Astron.  p.  0721  zu  jener 
erhält;  die  Parallaxe  aber  bringt  man  nach  den  in  der  Theoria  motus  Corpor.  Coel.  art.  59  oder  70  er- 
klärten Methode  an.  Übrigens  sieht  man  leicht  ein,  weshalb  die  Rechnung  von  zwei  zu  zwei  Tagen  durch- 
geführt ist,  auch  wenn  an  einigen  derselben  nicht  sollte  beobachtet  sein ;  man  kann  neraUch  die  Rechnung 
sehr  bequem  durch  Differenzen  prüfen,  so  dass  es  nicht  möglich  ist,  einen  Fehler  zu  übersehen ,  inid  dann 
vermittelst  einer  scharfen  Interpolation  die  Berechnungen  für  alle  Tage  erhalten. 

Die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Rectascensionen  und  Declinationen  vergleicht  man  mit  den  beob- 
achteten, bestimmt  hieraus  die  mittlere  Abweichung  sowohl  der  Rectascension  als  der  Declination  und 
indem  man  diese  zu  den  berechneten  hinzufügt,   leitet  man  für  den  Tag  der  Opposition,   welcher  sehr  bald 
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durch  Vergleichiing  der  Beobachtungen  mit  den  berechneten  Sonnenlängen  gefunden  wird,  die  geocentrische 
Länge  her,  bestimmt  eben  dieselbe  für  einen  um  eine  beliebige  Grösse  (etwa  einige  Stunden)  Ton  der  vorhin 
angenommenen  Zeit  abweichenden  Zeitpunkt  und  sucht  nun  durch  Interpolation  den  Augenblick  zu  be- 
stimmen, in  welchem  die  Länge  der  Sonne  und  die  des  Planeten  genau  um  18  0°  von  einander  verschieden 
sind.  Bei  der  Berechnung  der  Sonne  ist  übrigens  für  die  durch  die  Aberration  des  Planeten  verbesserte 
Culminationszeit  die  wahre  Länge  zu  suchen,  also  die  durch  die  Tafeln  gefundene,  welche  die  Aberration 
der  Sonne  bereits  einschliesst,  um  diese  zu  vermehren. 

Sind  nur  wenige  Beobachtungen  vorhanden  :etwa  bis  sechs  ,  so  kann  man  auch ,  wenn  man  es  für 
vortheilhafter  hält,  die  Rectascensionen  und  Declinationen  bloss  für  die  Beobachtungstage  berechnen. 

Bei  der  vorläufigen  Berechnung  der  Oppositionen  kann  man  allenfalls  die  Aberration  ,  Nutation  und 
Parallaxe  vernachlässigen;  will  man  aber  die  Oppositionen  nur  einmal  berechnen,  so  muss  nothwendig  auf 
sie  Rücksicht  genommen  werden. 

Aus  den  gefundenen  Längen  und  Breiten  zu  der  Zeit  der  vier  Oppositionen  leitet  man  nun  nach  der 
in  der  Abhandlung  de  Elementis  Palladis  angeführten  Methode  die  Verbesserungen  der  einzelnen  Ele- 
mente her. 


15.] 


DifFerentialformeln  bei  Berechnung  der  Oppositionen. 


X    ber.  hei.  Länge 
).'  beob.  hei.  Länge 
ü)  Sonnennähe 
V   wahre  Anomalie 


r  Radius  Vector 
a  halbe  grosse  Axe 
i   Neigung  der  Bahn 
ft  Knoten 


n  Tage  seit  Epoche 
7   tägliche  Bewegung 


E  excentrische  Anomalie      Ö  heliocentrische  Breite 
e  =  sincp  Excentricität  ß  geocentrische  Breite 

sin2'). -fl)  j  Aaacosa  „  ^aa sii 


A, 


B, 


ie  —  ecos  E 


sin  2  f  -[- '"  —  0 ) 

dX  =  £.dEp.+  H5.d7  +  (^-5)d(«  +  C.d9  +  (]-^,dß- Uang*sin2  X-ft  d/; 
Z),  sin  |3  cos  j3  —  ö  cos  ö  ^  E, 

Ja  taug  y  sin  r    -p  Jacosyt 


sin  ß  sin 'ß- 6' 
sin  6 


i^.dEp.+ 


(2D 


F, 

■wjP]d7  +  7^\dcu+G.d'.p- 


E_ 

tang(X'- 


da  + 


sm  i  cos  i 


dl 
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Beispiel.     ()])])osition  der  Pallas  von    1807. 
[Mit  den  in  der  Disqiiisitiu  de  elementis  ellipticis  Palladis  art.  2.  3.  8  ge- 
gebenen Wertlien 


>ga  =  0,4122:$ 

[v  =  10  7' 

'47' 

31" 

e  =  0,2417(5 

X   =  223 

37 

25 

cf  =     1  4"  1  0'  4" 

V  =223 

3  7 

28] 

(5=121      8    59 

,3   =     42 

1  1 

28 

ft  =  172    3  2    24 

Ö  =     28 

14 

51 

i    =     34    3  7    321 

[und  den  leicht  zu  findenden 

E  =  93"  4  6' 4"  log?-  =  0,44916 

ergibt  die  llechnung:] 

siii2;X  —  ft)  ..  9,99013  sinjB 9,82712  siUjS 9,82712 

sin 2  >+ü)—ft;  9,96466  sin  ,3  — ö) ..  9,38  195  cos  ,3  — Ö; ..  9,98701 

—  J-tangt    ...  9,538 14„  ClogsinÖ   .  0,32488  cosÖ 9,94493 

A 0,02547  D 9,53395  E 9,75906 

—  0  01386  ^ 2,25167  tang  X'— ß )  0,09293 

7aa  o'oiiei  « 0,00693  ^1  sin  2/....  9,66985 

sinjB 9,99906  ^ 9,52702  ~^' 9,52702 

2-,,-,cos£0,29141  t^^g,^ ,,"^,,^.,jg  [cos^ 9,98658] 

^^ '^'30208  ,,i„, 9  9,3,,  ^"^»^ ^''^^^^'^" 

B 9,9981  9  Y. 8.9~o7^  ^^ ^'^^^'«"^ 

n 3,20020  71 3,20020 

dX  =       0,99584dEp.-h  1  579,03d74- 2,00486d'f  +  0,06456du)  — 0,06040dft 

—  0,33750  dt 

d,3  =  —  0,08089  dEp.—       67, 22  d7  — 0,09970  d9  + 0,08089  diu  — 0,46359da 

-f-l,22S03d». 
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[Über  die  Zodiaken  der  Himmelskörper. 


Astronomische  Nachrichten.     Band  XX\TII.     Nr.  6  2  5.     Seite  1.     184S  Januar  2ii. 

Schreiben  des  Herrn  Geheimen  Hofraths  Gauss  an  den  Herausgeber. 
Göttingen  1847  November  23. 

Da  die  in  Nr.  6 1 5  der  A.  N.  abgedruckten  zweiten  Elemente  der  Iris, 
welche  Herr  Prof.  Goldschmidt  gleich  nach  dem  19*®°  September  berechnet 
hatte,  auch  noch  in  den  beiden  folgenden  Monaten  eine  gute  Übereinstimmung 
mit  den  Beobachtungen  gezeigt  haben  am  1 7*®"  und  1 S*®"^  November  war  die 
Differenz  von  Herrn  Rümkers  Meridianbeobachtung  16"  in  ger.  Aufst.  und  2" 
in  der  Abweichung),  so  ist  man  berechtigt,  sie  als  schon  sehr  genähert  zu  be- 
trachten, und  ich  habe  deshalb  Herrn  Prof.  Goldschmidt  veranlasst,  danach 
den  Zodiakus  der  Iris  zu  berechnen.  Das  Resultat  dieser  Arbeit,  welches  zur 
Erleichterung  der  Nachforschungen  auf  Identität  in  frühern  Beobachtungen 
wird  dienen  können,  lasse  ich  hier  nachfolgen. 

Indem  ich  bei  dieser  Veranlassung  den  Aufsatz  [*)]  wieder  in  die  Hände 
nehme,  in  welchem  ich  vor  44  Jahren  die  allgemeine  Methode  zur  Bestimmung 
der  Limiten  eines  solchen  Zodiakus  gegeben  habe,  sehe  ich,  dass  ich  darin 
auch  schon  die  Ausnahmsfälle  angedeutet  habe,  wo  das  Feld  der  geocen- 
trischen  Erscheinung  eines  die  Sonne  nach  KEPLERschen  Gesetzen  umlcreisenden 
Himmelskörpers  auf  der  Himmelskugel  entweder  gar  keine  oder  nur  Eine 
Limite  hat,  obgleich  die  Methode  im  erstem  Falle  eine  in  sich  zurücklaufende 


[*)  Band  VI,  S. 
VIL 


31-1  vi;nüi-i- KNii.K  Htxci. 

Linir,  im  iiiuk'vn  zwei  solflif  Linien  crjijibt.  Audi  ist  die  Fm<^e  daselbst  auf- 
geworfen, was  denn  in  solchen  Ausnahmsfällen  diese  durch  Rechnung  ge- 
fundenen Linien  eigentlich  bedeuten.  Ich  habe  mich  damals  auf  diese  An- 
deutungen beschränkt,  weil  eine  weitere  Ausführung  dort  ein  Horsd'oeuvie 
gewesen  wäre,  und  ich  auch  gern  andern  das  Vergnügen  lassen  wollte,  sich 
mit  einer  meiner  Meinung  nach  nicht  uninteressanten  mathematischen  Aufgabe 
zu  beschäftigen.  Da  mir  jedoch  nicht  bekannt  geworden  ist,  dass  ein  anderer 
in  der  langen  Zwischenzeit  die  mir  inzwischen  ganz  aus  dem  Gedächtniss  ge- 
kommene Frage  aufgenommen  hätte,  so  ergi-eife  ich  diese  Gelegenheit,  um 
wenigstens  den  Hauptnerv    des  zur  Beantwortung  Nöthigen   hier   mitzutheilen. 

Ein  geocentrischer  Ort  des  in  Rede  stehenden  Planeten  oder  Cometen' 
geht  hervor,  indem  man  einen  Punkt  der  Bahn  des  letztem  mit  einem  Punkt 
der  Erdbahn  combinirt;  es  kann  aber  auch  einerlei  geocentrischer  Ort  aus 
zwei,  drei  oder  vier  verschiedenen  Combinationen  hervorgehen.  Um  die  Vor- 
stellungen zu  fixiren,  lege  man  durch  die  Sonne  eine  Ebene,  gegen  welche 
die  einen  vorgegebenen  geocentrischen  Ort,  auf  der  Himmelskugel,  repräsen- 
tii-ende  gerade  Linie  normal  ist,  und  projicire  orthographisch  auf  diese  Ebene 
sowohl  die  Erdbahn  als  die  Planetenbahn.  Beide  Projectionen  sind  Ellipsen, 
oder  allgemeiner  Kegelschnitte,  die  sich  entweder  gamicht,  oder  zweimal  oder 
viermal  schneiden  werden;  eine  Berührung  ist  dabei  wie  das  Verschmelzen 
zweier  Schnitte  zu  betrachten.  Durch  jeden  Schnitt  wird  ein  geocentrischer 
Ort  vorgestellt,  der  entweder  mit  dem  vorgegebenen  identisch  oder  ihm  auf 
der  Himmelskugel  entgegengesetzt  ist,  je  nachdem  von  den  beiden  Punkten 
der  Planetenbahn  und  der  Erdbahn,  deren  Projection  zusammenfällt,  der  erstere 
oder  der  letztere  höherliegend  ist;  als  obere  Seite  der  Projectionsebene  die- 
jenige betrachtet,  auf  welcher  der  vorgegebene  geocentrische  Ort  liegt. 

Es  ist  hieraus  klar,  dass  wenn  irgend  ein  Punkt  der  Himmelskugel,  frag- 
weise als  geocentrischer  Ort,  aufgegeben  wird,  er  dies  entweder  auf  gar  keine 
Weise  oder  auf  Eine  Art,  oder  auf  zwei,  drei  oder  vier  Arten  sein  kann.  Für 
einen  gegebenen  Planeten  scheidet  sich  so  die  ganze  Fläche  der  Himmels- 
kugel in  verschiedene  Theile,  und  die  nach  der  von  mir  gegebenen  Methode 
bestimmten  Linien  sind,  allgemein  zu  reden,  nichts  anderes,  als  Scheidungen 
zwischen  zwei  Flächentheilen  der  Kugel,  wo  die  auf  der  einen  Seite  liegenden 
Punkte  auf  zwei  Arten  mehr  geocentrische  Örter  sein  können  als  die  auf  der 
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andern.  Die  in  den  Scheidungslinien  liegenden  Punkte  machen  den  Über- 
gang, d.  i.  sie  sind  auf  Eine  Art  mehr  als  die  Punkte  auf  der  einen  Seite, 
und  auf  Eine  Art  weniger  als  die  Punkte  auf  der  andern  Seite  fähig  geocen- 
trische  Örter  zu  sein.  Übrigens  lässt  sich  auch  das  Criterium  angeben,  wo- 
nach a  priori  entschieden  wird,  auf  welcher  Seite  der  Scheidungslinie  zwei 
Auflösungen  mehr  stattfinden  als  auf  der  andern,  wobei  ich  jedoch  gegen- 
wärtig mich  nicht  aufhalten  will[*)]. 

Alle  bisher  bekannten  Planeten  haben  solche  Bahnen,  dass  die  duixh 
die  Theorie  gefundenen  Scheidungslinien  immer  wahre  Limiten  sind.  Es  sind 
nemlich  zwei  Scheidungslinien,  die  die  Himmelskugel  in  drei  Flächenräume 
abtheilen ;  zwei  sind  isolirte  Flächen,  in  welche  gar  keine  geocentrische  Örter 
fallen,  der  dritte  zwischen  jenen,  güi-telartig,  enthält  alle  geocentrischen  Örter 
und  jeder  Punkt  innerhalb  des  Gürtels  kann  auf  zwei  Arten,  jeder  Punkt  auf 
der  Limite  auf  Eine  Art  geocentrischer  Ort  sein. 

Es  lassen  sich  aber  fingirte  Bahnen  denken  [**)]  (Cometenbahnen  werden 
vielleicht  mehrere  in  dem  Fall  sein,  worüber  ich  jedoch  bisher  keine  Nach- 
forschung gemacht  habe) ,  wo  zwei  Limiten  die  Himmelskugel  auch  in  drei 
Stücke  scheiden,  und  wo  der  eine  Theil  gar  keine  geocentrische  Örter  ent- 
hält, der  andere  die  geocentrischen  Örter  zu  zwei  Arten,  der  dritte  hingegen 
die  Punkte,  die  auf  vier  verschiedene  Arten  geocentrische  Örter  sein  können. 

Noch  weitere  Mannigfaltigkeit  ergibt  sich,  wenn  Eine  Scheidungslinie  sich 
selbst  einmal  oder  zweimal  schneidet,  eine  einfache  oder  doppelte  Schleife 
bildet.  Im  ersten  Fall  wird  sie  zwei,  im  zweiten  drei  Flächenräume  von  dem 
gürtelförmigen  Theile  abtrennen,  in  denen  resp.  4  und  0  oder  4,  o,  4  Auf- 
lösungsarten stattfinden. 

Noch  anders  verhält  es  sich  mit  einer  Bahn,  die  in  die  Erdbahn  wie  ein 
Kettenring  eingreift.  In  einem  solchen  Fall  ist  nur  Eine  zusammenhängende 
Limitenlinie,  also  zwei  geschiedene  Flächentheile ,  wo  die  Punkte  des  einen 
Theils  auf  Eine  Art,  die  des  andern  Theils  auf  drei  Arten  geocentrische  Örter 
sein  können. 


[*)  Siehe  Notiz  17.] 
[*♦)  Siehe  Notiz  18. 
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VKUOKFKNTLICIIUNtJ   UND  NAtHLASS. 


Zodiakus    (1( 


Iris. 


Gerade 

Aufst. 

Abwe 
nördl.  Grenze 

chung 
südl.  Grenze 

»• 

+  12«   •/ 

+  :)»4  4' 

5 

14    10 

10 

15 

2» 

■ii 

■SU 

35 

4(1 

45 

5U 

55 

fill 

65 

7Ü 
75 

SO 

S5 

90 

95 

100 

105 

110 

115 

120 

19    47 

13    12 

Gerade 
Aufst. 


nördl.  Grenze 
+ 


Abweichung 

südl.  Grenze 


Gerade 

Abweichung              | 

Aufst. 

nördl.  Grenze 

Südl.  Grenze 

24  5* 

— 20*2'j' 

—  24°5S' 

250 

20    3S 

25    11 

255 

20    3S 

25    15 

200 

20    27 

25    11 

265 

20       5 

24    5« 

270 

19    34 

24    33 

275 

is    52 

280 

1  h        0 

23     19 

2S5 

lli    5S 

22    2S 

2!i0 

15    4r, 

21    28 

2^15 

14    25 

2  0    20 

300 

12    64 

19      2 

305 

11     14 

17    3« 

3  1« 

9    2f. 

10       2 

315 

7     30 

14    21 

320 

5    28 

12    34 

32  5 

3    21 

10    40 

330 

—    1       9 

8    41 

335 

+    1       <■■ 

n  39 

340 

3    22 

4    34 

345 

5    37 

2    2'5 

350 

7    51 

—    0    22 

355 

10      2 

+    1    42 

■m:u 

12       '.1 

3    4  4 

[17.] 
Zofliakus  auf  der  Himmelskugel. 
184  7  Oct.  28. 
Fiir  jeden  Punkt   der  Himmelskugel  ist   entweder    gar  keine,    eine,    oder 
mehr  als  eine  Combination  vorhanden,  die  die  Sichtbarkeit  daselbst  des  einen 
Planeten  vom  andern  aus  bedingt,  oder  eine  bestimmte  Zahl  von  Auflösungen. 
Beim  Durchgange  durch  die  Limitenlinie  ändert  sich   allemal   die  Anzahl   der 
Auflösungen  um  2  Einheiten ;    so  lange  aber,  bei  irgend  einem  Wege  auf  der 
Himmelskugel,  die  Limitenlinie  nicht  getroffen  wird,  bleibt  die  Zahl  der  Auf- 
lösungen ungeändert.     Die  Frage  ist  nun,  wie  man   die  Seite  der  Limite,   wo 
zwei  Auflösungen  mehr  sind,   von  der  andern,    wo   zwei  weniger  sind,    unter- 
scheidet.    Folgende  Betrachtungen  dienen  dazu. 

1.    Es   sei  p   ein  Punkt   der  Planetenbahn,   von   welcher  aus   die  Punkte 
der  andern  Bahn   auf  die  Himmelskugel   projicirt   werden;    P  der   correspon- 
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dirende  Punkt  der  andern  Bahn;  FI  der  Punkt  der  Knotenlinie,  wo  die  Tan- 
genten an  den  beiden  Planetenbahnen  in  p  und  P  einander  schneiden; 
ferner  sei 

S  ein  anderer  beliebiger  fester  Punkt  der  Knotenlinie  (etwa  die  Sonne).  Die 
drei  Figuren  hat  man  sich  in  drei  verschiedenen  Ebenen  vorzustellen:  I  in 
der  Ebene  durch  UpP;  II  in  der  Ebene  durch  YlSp;  III  in  der  Ebene 
durch  H/SP.     Noch  bezeichnen  wir  mit 

p,  P  die  Winkel  der  Ebenen  II  und  III  mit  I, 

q,  Q  die  Winkel  pUS,  PÜS, 

u,  U  die  Winkel  UpP,  UPp, 

r,  R  die  Krümmungshalbmesser  der  beiden  Bahnen  in  p  und  P. 
Es  seien   nun  p',  P'   zwei  andere  Punkte   correspondirend,   und   dazu   der 
Punkt  IT  der  Knotenlinie.    011'=  ^  ist  als  unendlich  klein  angenommen.    Es 
werden  dann  die  Normalen  aus  p\  P'  auf  ^P: 

P  P    =  n '  -P^    =  N 

Ferner  seien  p",  P"  zwei  andere  Punkte  in  den  Tangenten  pU,  PU,  so  dass 
p"P"  parallel  mit  joP,  und  -^  =  -pjj- =  u)  unendlich  klein.  Eine  durch  jo"P' 
normal  gegen  I  gelegte  Ebene  treffe  die  Curven  in  p'",  P",  und  p^,  P^^  seien 
die  Fusspunkte  der  von  p'",  P'"   auf  I  gefällten  Perpendikel.     Man  hat  dann 

„t    IV  "    m     ■  nnuim     ■ 

p  p^^  =  P  P  ■s.wxp  =  —5 — sm;; 


p"piv  _  p'P".  sin P 

a  u)  M  sin  j3  sin  5  sin  t« 


2r 


p    p-.p    p 


SioiuiV^sinPsin  Qs'm  U 


p"'piVp*p'_  ^ 

Man  sieht  aber  leicht,  dass  nsinu  =  iVsin  f7  das  Perpendikel  aus  11  auf 
pP;  ferner  sinjo sin </  =  sin P sin  Q  =  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  Linie 
TIS  mit  der  Ebene  I,  und  folglich  mit  dem  gedachten  Perpendikel  macht, 
woraus  man  leicht  schliesst,  dass  ?« sin p sing" sin m  =  iV sin P sin  Q sin  ?7  nichts 
anderes    ist,    als   die  kürzeste  Entfernung    der  Geraden  pP,llS  von  einander. 
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Endicsultat  ist  also 


}>"'p''.p*}>'  =  P'  P''  p-r. 


Ist  fuli^'lich  ;j"';>'^' >  P"'P'\  so  ist  p' p'  <^P'P'  und  umgekehrt.  Die  erste 
Ungleichheit  zeigt  aber  an,  dass  eine  mit  p"'P'"  parallel  aus  p  gezogene  Ge- 
rade einerseits  und  S  andererseits  auf  entgegengesetzte  Seite  von  I  fallen; 
die  zweite,  dass  die  Projectionen  auf  die  Himmelskugel  von  den  beiden  Ge- 
raden p'P'  undjöP'  wovon  die  letztere  nur-  um  ein  unendlich  kleines  2*"  Ord- 
nung von  der  Limitenlinie  abstellt  auf  Einer  Seite  von  der  Projection  von 
pP  liegen. 

Hieraus  ist  das  gewünschte  C'riterium  leicht  abzuleiten ;  man  kann  es  so 
vortiagen : 

[Sei]  B  [die]  äussere  Planetenbahn  von  der  Sonne  aus  auf  die  Himmels- 
kugel bezogen;  dieser  gi'össte  Iu:eis  theilt  die  Himmelskugel  in  zwei  Hälften 
(r  und  (2  .  Es  sei  j)  diejenige,  in  welcher  der  heliocentrische  Ort  des  In- 
nern Planeten  erscheint.  Dann  liegt  gegen  ein  Stück  der  Limite  LL'  diejenige 
Gegend,  wo  zwei  Auflösungen  mehr  gelten,  eben  so  wie  (l)  gegen  B,  indem 
man  in  LL'  und  B  als  vorwärts  gehenden  Sinn  Zusammengehöriges  annimmt. 
Es  ist  hiebei  angenommen,  dass  der  Planet  der  äussern  Bahn  der  beobachtete 
ist.     Im  entgegengesetzten  Fall  ist  es  umgekehrt. 

Symbolisch  und  noch  allgemeiner  kann  das  Criterium  so  ausgedrückt 
werden : 

Es  seien  /,  /'  zwei  einander  unendlicli  nahe  Punkte  in  einer  Limite :  p,  p' 
die  entsprechenden  heliocentrischen  Örter  des  Planeten,  von  welchem  aus  [be- 
obachtet wirdl,  P,  P'  hingegen  die  des  Planeten,  welcher  beobachtet  wird;  a 
ein  Punkt  nahe  an  W  auf  der  Seite,  wo  zwei  Auflösungen  mehr  gelten  als 
auf  der  andern.  Dann  ist,  wenn  das  Congruenzzeichen  =  zur  Bezeichnung 
gleicher  Lageordnung  ;_dientl,  und  ein  vorgesetztes  —Zeichen  die  entgegen- 
gesetzte Lageordnung  bedeutet: 

ll'a  =  PPp  =  -pp'P. 
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[18.] 
Zodiak[u]s. 
[Um  ein  Beispiel  für  den  Fall  zu  erhalten,  wo  zwei  Limiten  die  Himmels- 
kugel in  mehrere  Stücke  scheiden,  und  wo  einige  dieser  Stücke  gar  keine 
geocentrische  Örter  enthalten,  andere  solche,  die  auf  zwei  Arten,  wieder 
andere  solche,  die  auf  vier  Arten  geocentrische  Örter  sein  können,  wähle  man 
für  die] 

Äussere  Bahn  k  =  \  e  =  0 

Innere  Bahn     ä;'  =  0,8         g'  =  11()°  ^ 

[wo    die    Bezeichnungen   dieselben    sind,    wie    in    der    Abhandlung    »Über    die 
Grenzen  der  geocentrischen  Örter  etc.«  Band  VI  S.  106.     Man  hat   dann   die] 

Formeln  :  cos  t'  ^  -r  cos  t 

.'  _         ^' 


2 'sin  (' 

r'  cos  t'  —  k  cos  t  =^  ^  cos  ot  cos  ß 
—  ksmt=  A  sin  a  cos  ß 
r'sin  t'  =  Asin  ß. 

[In  diesem  Falle  existiren  zwei  getrennte  Limitenlinien,  welche  sich  selbst 
schneiden  können,  und  zwar  findet  sich  die]  critische  Stelle  [für] 


v/^ 


[Es  sind  hier  vier  Tyiien   von  Limiten   zu  unterscheiden,    für   welche   die   fol- 
genden Zahlen  Beispiele  geben :] 

Bahn  I.  t  [a]  [ß] 

Critische  Stelle  f  =  90"  O" 

e'  =  0,36  15 

löge'  =  9,55630  30 

45 
60 
75 


180" 

0' 

73"  18' 

237 

32 

65   1 

256 

47 

56  36 

264 

52 

52  53 

268 

31 

51  38 

269 

49 

51  22 

270 

0 

51  20 
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!0 

NACHLASS. 

Bahn  II. 

t 

Critische  SteUe  t  = 

75» 

0» 

e'  =  0,38446 

15 

loge'=  9,58485 

30 
45 

60 

63»  59' 
75 
90 

Bahn  III. 

t 

[Critische  Stelle]  t  ■- 

=  60» 

0» 

e  =  0,46761 

15 

löge'  =  9,66988 

30 

37»     5' 

45 

60 

75 

90 

Bahn  IV. 

t 

e  =  0,6 

0» 

löge'  =  9,77815 

15 

Critische  Stelle  t  = 

4  7»  48'  49" 

30 
45 
47»49' 

[aj 

m 

180»    0' 

74»  55' 

240    12 

66      3 

258    47 

57    26 

266    24 

53    44 

269    37 

52    35 

270      0 

52    29 

270    25 

52    24 

270      0 

52    26 

w 

m 

180»    0' 

80»  36' 

251    27 

69    17 

266    35 

60      5 

270      0 

57    56 

272    23 

56    37 

273    58 

55    55 

272   45 

56    10 

270      0 

56    21 

[a] 

Ji 

270»    0' 

90»    0' 

277    10 

72    21 

282    31 

63    16 

284    56 

60    44 

285      0 

60    41 

283   41 

61    19 

278   23 

62    45 

270      0 

63    26. 

[Die  Rechnung  ist  nur  für  die  nördliche  Limitenlinie  ausgeführt  und  für 
diese  lässt  sich]  also  bei  symmetrischer  Lage  der  Übergang  [von  einem  Typus 
zum  andern  durch  die  folgenden  Figuren  darstellen:] 
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[Bahn]      I  I  lH 

ESo.36 

[Als  Mittelpunkt  der  Figuren  ist  der  Nordpol  der  innern  Bahn  vorzustellen; 
die  Zahlen  in  den  Figuren  bedeuten  die  Anzahl  der  Arten,  auf  welche  die 
betreffenden  Theile  der  Himmelskugel  geocentrische  Örter  sein  können.] 


322        BEMERKLNGEN.      ZI  SÄTZE  ZLR  THEORIA   MOTUS  CORPORLM   tOEI.ESTIUM   ETC. 


BEMERKUNGEN. 

Die  Notizen  [2],  [4],  [s],  [is],  [is]  finden  sich  in  einem  Handbuche;  [3],  [9],  [lo],  [17],  [18]  auf  loien 
Blättern;  [l]  u.  [12]  in  Gauss'  Exemplaren  des  Berliner  Astronomischen  Jahrbuchs  fflr  180S  und  1816;  [6] 
in  Gaiss'  Exemplar  von  Vec.*,  log.-trig.  Handbuch,  Leipzig,  1797;  [7],  [8],  [i  1],  [lO]  sind  bereits  an  den 
angegebenen  Orten  veröffentlicht.  Die  Notiz  [U;  ist  einem  Heft  mit  dem  Titel  »Abhandhingen  von  Cakl 
Friedrich  G.wss,  Erstes  Heft«  entnommen,  welches  von  Herrn  Professor  Jacobj  in  Göttingen  freund- 
lichst zur  Verfagung  gestellt  wurde  und  aus  dem  Nachlass  von  Wilhelm  Weber  stammt ;  im  Einbände 
findet  sich  die  Namenseintragung  «J.  H.  Westphal,  Danzig  1818";  es  enthält  ausser  einigen  Copien 
GAUssschcr  Aufsätze  Notizen  derselben  Art,  wie  die  Notiz  [14],  welche  aus  Vorlesungen  oder  sonstigen 
mündlichen  Mittheilungen  von  Gauss  herzurühren  scheinen. 

Der  zweite  Theil  der  Notiz  [b]  ist  mit  aufgenommen  worden ,  obwohl  er  in  keinem  direkten  Zu- 
sammenhang mit  den  Art.  88 — 'JO  steht;    man  vergleiche  Band  Vlll,  S.  128. 

Die  Formeln  der  Notiz  [ib]  finden  sich  bereits  in  der  Disquisitio  de  elementis  ellipticis  Palladis 
Bd.  VI,  S.  17 — is;  ;  sie  sind  hier  in  eine  für  die  numerische  Rechnung  geeignetere  Form  gebracht.  Auch 
das  Resultat  des  numerischen  Beispiels  findet  man  a.  a.  O.  S.  19;  die  Abweichung  beim  Werthe  von  C 
rührt  daher,  dass  in  der  Notiz  [15]  bei  der  Herausgabe  ein  Rechenfehler  verbessert  wurde. 

Über  die  Grenzen  der  geocentrischen  Örter  der  Himmelskörper  Zodiakus,  Notiz  [l6j — [18])  finden  sich 
im  Nachlass  auf  losen  Blättern  noch  mehr  einzelne  Entwickelungen  und  Rechnungen ,  deren  Bearbeitung 
sich  aber  wegen  ihrer  allzu  fragmentarischen  Beschaffenheit  als  unthunlich  erwies. 

Unerhebliche  Änderungen  des  Originaltextes  haben  an  mehrem  Stellen  vorgenommen  werden  müssen. 

Brendel. 


ZUR  PARABOLISCHEN  BEWEGUNG. 


NACHLASS  UND  BRIEFWECHSEL. 


[I.    Zur  Cometenbahnbestimmung.] 

[!•] 

Parabolische  Bewegung. 

Zeit  durch  zwei  Radios  Vectores  und  Chorde. 

[Bezeichnungen,  wie  in  Theoria  motus  corporum  coelestium,  Art.  J08.] 

p  =  p(e'-e)7j,        7]  ^  .v(4  +  (0'+of) 

r'^r  =  ijo(4  +  2  66  +  2  6'6')  =  ij»(4  yjy]  +  (Ö'-  6)^) 
r'-^r  +  ^j  =  i;)(2-/)  +  Ö'-6)',  r'+r-p  =  |-;,(2  y]  -  Ö'+ 6)1 

Setzt  man  also 

\J  (r'-\-  /•  +  p)  =  OT,  ±  v*  {r'-\-r  —  p)  =  w, 

wo    das    obere    oder   untere   Zeichen    gelten    soll,   je    nachdem    die    Bewegung 
weniger  oder  mehr  als   ISO"  beträgt,  so  ist 


m—n  =  {b'—b)\Jp; 


)\lp  2 

Also 


ferner  ist 

r'-r  =  |jo(Ö'-6)(6'+6), 
also 
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womit  man  erhält] 
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^  ^  2(m  —  n 


V/'  2(ro-n 

Weiter  ist 

[oder,  da  2p  =  mm  —  nn,] 

pp— ;r'— r)*   [mm  —  nnl'—\'r'  —  r* 

[m  —  'n:^  "  4  ;i»  —  n  * 

[Sind  nun  t  resp.  t'  die  seit  dem  Durchgang  durch  das  Perihcl  vei-fiossenen 
Zeiten,  so  wird  also] 

=  ^3j^.  J_^.  1(2  (r  —  r)  -  [m-nff-  3  (2  (r—  r)  -  [m  —  n^)  (4  >•'-  rf-  ;>»»»-  M«*)j 

=  THi i  !  —  4  »■'—  »■)'+  3  fr'—  r)  [m  —  nf  (mm  +  nti)  —tn  —  n*  mm -\-m)i  ~nn)\ 

lund  analog] 


r= 


12fciTO- 

Also: 


4  {r' —  rf -{- Z\r' —  r)  [m  —  n)*  (»im  + ww)  +  (m  — «)*  (m/M-{-mH-i-n«^  j . 


t'—t  = 


m 

Letztere  Formel  allein  findet  sich  leichter  so : 


^  (^'+  ^  =  -ä  C^'^  ^. ' :=^  +  ^'^'  -  ö'ö  +  ÖÖ)  =  ^  :o'+  Q'  (-^ -  k  l6'  +  6)*) 


[IP 


r'  +  r 

'r 
1» 

,r'-r) 

—  rr 

—  n 

24ii 

1     IT' 

2r'- 

r\» 

4.1t 
1       r 

n) 

2A; 

Zk\m 

-n) 
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[2.] 

Zur  Berechnung  der  Chorde  p  aus  der  Zeit  =  T  [=  t'—t],   u[nd   der]  Summe 

der  beiden  RadFien]  =  r-f  r'. 

6A-r=  (r  +  r'+p)'-(r-f  r'-p)l 
Es  sei 

V/(-+Tf7^)M/(-'7J7^)  ,        ,, 

-^-^ — — '—^ ^ — — -  =  v  cos  2  4» 

[I]  ^8.(r  +  r')    =sin(j;.v/c0S2f 

i  Ferner  ist,  wenn  vorübergehend  t  =  y  (l  -| — -^j  und  u  =  i/m -^] 

gesetzt  wird,] 

GkT=  {r+  r'f  [t  —  u)  {tt+  tu  +  u  u)  =  [r  +  r'f  [t  -  m)  (s  -  ^^^) 

[also,  wegen]   -^  =  sin  4» : 

[II]  i^^  =  ,m3.t. 

[Nachdem  tj*  aus  Gleichung  II  gefunden  ist,  ergibt  sich  p  aus  Gleichung  I.] 


[3.] 
Zur  parabolischen  Bewegung. 
[Bestimmung  der  Elemente  durch  zwei  Radios  Vectores  »•,  r'  und  Chorde  p. 
Es  sei 
[1]  ^^-^^  =  sind»,  -,^— =  sincp. 
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[Mit  den  Bezeichnungen  der  Thcoiia  niotus  Art.  98  und    loS  hat  man: 
^I^  =  1  -i- cos /cos  F,         ^^1^  -  sin /sin  F 
|^  =  (cos /--f- cos  F/; 

also 

r'+r    l  +  cos/"co8F  r'-r    sin/'gin F 

2p  C08/"+ COsPj*  '  2^>  008/"+ C08.Fj' 

oder,  da 

p 

P  ~  7)  e'-oT' 
wo 

,      I       ,     f,<     I     Ci  2  1  +C08/''+2cOS/'cOs7^  £,,  (t  28^/" 

r,iri=   l+ilO+O;    =  „os/-+co8F' '  ^  "  ^  =  ^^^7+-coTf' 

SO  wird 

p       •  sin/"v/ ;1 +cos/"*+ 2co8/'cos2^, 

r'-{-r         '  '  l  +  cos/'co8J' 

r'—r  .  ,    amF 

p  I  v' ,1  +  co8/''+ 2cos/"cogf , 

Hieraus : 

COS/"iC08/'+C08  JF  .     C08/"+C08jP 

^"^'"f    ~  1+C03/-C08i^        '      *^°^V    —     v/(l+C08/-'+2c0s/-C08J'     ' 

also] 

[2]  cos']/tangcp  =  tang/" 

[woraus  f  gefunden  wird. 


Femer 

sin  '.p  sin  -]/  = 

8m/'ico8/"+cos  jp) 


Sin  '.p  sm  ■!/  =  -z—, — —= — ^ 


sin  'S,  cos  (L  —      ,  ,       ^      „     , 
'  ~  l  +  coafeoaF     ' 

hieraus 

sin  -f  sin  [F  —  '!^)  =^  cos  /"sin  '^  sin  c}^  =  sin  /"tang '}  cos  'f 
sin  9  cos  F  —  <}i ,  ^  sin  /". 

Diese  Gleichungen  selbst,  oder  die  daraus  folgenden :] 

tang  'h  cos  'f  =  tang  (F —  (J<) 


oder 


sin /'sin  '\>  tang  ^<f>  =  sin  (2  -}  —  F) 
sin/'sin'|icotang^<f  =  sinF 
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[dienen   zur   Bestimmung   von    F;]    die   Avahren   Anomalien    [sind    dann]    F—f 
und  F+f. 

[Weiter  ist 

r'+r  ein/'      tangif      tang|<p 

2  jj  sin  F  sin  tp  cos  ij(  sin  tf  cos  ij*^ 

also] 

^  =   4"  =   i(r'-\-r)cosi(f^.cos'\)^, 
[woraus  q  bekannt  ist. 

Ziu'  Berechnung   der  seit   dem  Periheldurchgange  verflossenen  Zeiten  hat 
man  mit  der  Bezeichnung  der  Notiz  1  : 

mm  =  2(r'-\-r)coaUb°  —  -h-'Xi]' 

,          .          „            2  ,             m  +  w=  2V(r'+>-).cos^cp 

nn    =  2  r'+r  sin  45"  — J-cpf  also                             vv     i     ;          ^y 

/,     \  ?w-w  =  2  \/r'+r). sin4-9. 

mn  =  (r'+r)cos9  vv     i     ;         tt 

Da  nun 

r'  —  r  =  (»•'  -f  r)  sin  4»  sin  cp, 
so  wird] 


[4.] 
[Verhältniss  von  Dreieck  und  Sector  zwischen  zwei  Radiis  vectoribus 

in  der  parabolischen  Bewegung.] 
[Nach  dem  Vorigen  findet  man : 

m^  —  n^=  2^(r'+rf(cos(45''— 4cp)^— sin(45''— J-cp)^)  =  2(j-'-|- »•)^sin  ^cp.(2+cos<p), 
also] 

[Hieraus  ergibt  sich  der  in  der  Zeit  t'  —  t  beschriebene  Ausschnitt 
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Das  Dreieck  zwischen  r  und  r'  ist  aber 

=  iV'(r'T-'"  +  P)/'+''-p)(P  +  '''-''  (?-'■'  +  '■)  =  ^"'"/''' cos  y  cos  4;; 
also] 

Ausschnitt    2  +  cos  tp 

Dreieck  3  cos  <p 


[Durch  Entwickclun<i;  der  GUnchung  &k't'—t  =()•'-[-*•  + p)  —  (r'+r  — p) 
ergibt  sich :] 

2  k  [f  -t  =  p\J  r'  +  ?•) .  j  I  -  ,V  a  —  rb  aa  -  tu^xo'  -  [vHix  a*]  etc.  j 

Ausschnitt  ^i.        i.  i.3tiK4ii. 

n,.;..L-     =  l+ia  +  iaa  +  Aa+TVsa  +etc., 


wo  a  =  ^rrq^  [=  sin  9==]. 

Setzt  man  ^y^^f  =  ß,  so  wird 

,3  =  a  — T2  aa  — TS  a'— rsi«*—  sIto''  — etc. 
Folglicli 


•       [Die    obige   Reihe   im   Ausdruck   für    •2k't'  —  t)   lässt   sich    sehr   nahe    dar- 
stellen durch^ 


[Setzt 


ist] 


,T7qrp  =]x  =  sin  cp, 

[pN^r'  +  ri    _1        _     ScoBjcp 

[2fc;t'-t;   "J-'        2  +  cos<p 


('+^)'-(l-^)'  =  ^ 


[Zur  Lösung  dieser  Gleichung  kann  man   sich   eine  Tafel  von   folgender 
Form  entwerfen:] 
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log* 

logj^ 

loga; 

logi^ 

jlog. 

logj^ 

loga; 

logj, 

—  10 

-  10 

-10 

-10 

8,22 

0,00000 

9,00 

0,00018 

9,32 

0,00080 

9,64 

0,00360 

8,23 

1 

9,01 

19 

9,33 

84 

9,65 

377 

8,45 

1 

9,02 

20 

9,34 

87 

9,66 

396 

8,46 

2 

9,03 

21 

9,35 

92 

9,67 

416 

8,57 

2 

9,04 

22 

9,36 

96 

9,68 

436 

8,58 

3 

9,05 

23 

9,37 

101 

9,69 

458 

8,64 

3 

9,06 

24 

9.38 

105 

9,70 

481 

8,65 

4 

9,07 

25 

9,39 

110 

9,71 

505 

8,69 

4 

9,08 

26 

9,40 

116 

9,72 

530 

8,70 

5 

9,09 

27 

9,41 

121 

9,73 

557 

8,74 

5 

9,10 

29 

9,42 

127 

9,74 

585 

8,75 

6 

9,11 

30 

9,43 

133 

9,75 

615 

8,77 

6 

9,12 

32 

9,44 

140 

9,76 

647 

8,78 

7 

9,13 

33 

9,45 

146 

9,77 

680 

8,80 

7 

9,14 

35 

9,46 

153 

9,78 

715 

8,81 

8 

9,15 

36 

9,47 

161 

9,79 

752 

8,83 

8 

9,16 

38 

9,48 

168 

9,80 

791 

8,84 

9 

9,17 

40 

9,4  9 

176 

9,81 

833 

8,85 

9 

9,18 

42 

9,50 

185 

9,82 

877 

8,86 

10 

9,19 

44 

9,51 

194 

9.83 

924 

8,88 

10 

9,20 

46 

9,52 

203 

9,84 

973 

8,89 

1  \ 

9,2J 

48 

9,53 

213 

9,85 

1026 

8,90 

1  1 

9,2  2 

50 

9,54 

223 

9,86 

1082 

8,91 

12 

9,23 

53 

9,55 

234 

9,87 

1142 

8,92 

13 

9,24 

55 

9,56 

245 

9,88 

1205 

8,93 

13 

9,25 

58 

9,57 

257 

9,89 

1273 

8,94 

14 

9,26 

60 

9,58 

270 

9,90 

1346 

8,95 

14 

9,27 

63 

9,59 

283 





8,96 

15 

9,28 

66 

9,60 

297 

— 



8,97 

16 

9,29 

69 

9,61 

311 





8,98 

17 

9,30 

73 

9,62 

327 

— 

— 

8,99 

0,00017 

9,31 

0,00076 

9,63 

0,00343 

0,00 

0,02558 

42* 
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[5.] 
Gauss  an  Oi.bers,  Göttingen.   7.  Januar    1815. 


Ich  habe  Ihnen  in  meinem  vorigen  Briefe  die  Annäherungsformel  für  die 
Zwischenzeit 

r-^=3MA-v/r  +  r").y/'(l-A]FTFT)t*J 

geschrieben  und  gesagt,  dass  sie  in  den  meisten  Fällen  hinreichend  genau  sei. 
Ich  hätte  sagen  soUen,  es  werde  in  der  Praxis  kein  Fall  vorkommen,  wo  sie 
nicht  überflüssig  genau  wäre.  So  lange  k<^i{r-\-r",  afficirt  der  Fehler  noch 
nicht  die  5*^  Decimale.  Es  ist  eine  Lust,  zu  sehen,  wie  bequem  die  Versuche 
für  u  danach  durchgeführt  werden.  Jeder  Versuch  erfordert  bloss  8  Auf- 
schlagungen, 3  in  den  Logarithmen,  4  in  den  Sinustafeln  und  eine  in  meiner 
Hülfstafel  für  Logarithmen  von  Summen  und  Differenzen.  Um  so  wenig  wie 
möglich  zu  schreiben  zu  haben,  setze  ich  ri/^  =  s,  r"  J -^  =  s" ;  da- 
durch wüd,  wenn  man  noch  ^  „  =  sin  Q  setzt : 
t"—t  .  k\f  s  +  s", 


Die  ganze  Rechnung  besteht  also  vorher  nur  noch  in  folgendem : 


Vf    .      -Vf 


k. 


[',  Hier  bezeichnet,    abweichend  von   den  vorstehenden  Notizen,    k  die  Chorde ,    — ^  die  im  Vorigen 
mit  k  bezeichnete  Constante,  vgl.  S.  33ü.] 
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Die  ausserordentliche  Leichtigkeit  dieser  Versuche  macht,  dass  es  ziem- 
lich gleichgültig  ist,  mit  was  für  einem  Werthe  von  u  man  den  Anfang  macht. 
Indessen  kann  man  doch  auch  hiebei  einigermassen  methodisch  zu  Werke 
gehen.  Um  nicht  ganz  im  Blinden  zu  tappen,  bestimme  ich  den  ersten  Werth 
von  u  auf  folgende  Art.     Ich  setze 

^i^JI  =  sin P,         u  =  -i Ic  +  c")  +  cos P .  (^f.  ^ [hl"), 

was  freilich  nur  eine  höchst  grobe  Annäherung  sein  kann.  Der  Grund  dieser 
Formel  ist  folgender.     Ich  abstrahire  anfangs  von  ^  sec  Q.     Ich  setze : 

und,  was  freilich  noch  kühner  ist, 

*'B-y=\/i(^^^f)"+Kw(^^'))')"i- 

Nachdem  ich  mit  diesem  ersten  Werthe  von  u  die  Rechnung  diu'chgeführt 
habe,  erhalte  ich  den  Fehler  in  Beziehung  auf  log — ~.„,  .    Jetzt  mache  ich 

die  zweite  Hypothese  nicht  auf  gut  Glück,  sondern  ich  überlege,  dass  eine 
Veränderung  von  u  bei  massigen  Zwischenzeiten  immer  viel  stärker  auf  logA: 
als  auf  l-  log  (r  +  r")  wirkt,  sec  Q  gar  nicht  zu  gedenken.  Ich  werfe  also  den 
ganzen  Fehler  der  ersten  Hypothese  auf  log  Ar,  und  gehe  so  bei  der  zweiten 
Hypothese  von  dem  geänderten  Werthe  von  log^-  aus,  um  danach  u  ver- 
mittelst der  Formeln 

A  .  j 

Y  =  smY],         u  =  A-cosTf] 

zu  bestimmen.     Nachdem  nun  auch  diese  Hypothese  durchgerechnet    und   ihr 
Fehler  ausgemittelt  ist,    bestimme   ich    den  dritten  Werth   von  u  schon  durch 
Interpolation,  und  habe  nun  schon  gewonnen  Spiel.     Sehen  Sie  hier  die  An- 
wendung auf  das  Beispiel  meiner  Abhandlung: 
Die  obige  Formel  gibt: 

I.    u  =  0,15599. 

Aus  der  Zwischenzeit  folgt  log — iji3K~  —  9?'^"932,    aus    diesem    Werthe 

-v/t 
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von  u  liiiii;c^fn,  wobei  \oi2;k  =  '.t,:(ii()2'.t  wird,  {oh^t  dafür  9,65406,  also  zu 
klein  um  12  5  2  6  Kiiiheiteu  in  der  fünften  Stelle.  Ich  nehme  also  fiir  die 
zweite    Hypothese   logÄ"  =  9,4 8  55  5,   woraus 

II.  u  =  0,25561. 

Der  Kehler  dieser  Hypothese  Avird  -j-1098,  sie  gibt  nemlich  9,70  530. 
Hienach  tiiide  ich  durch  Interpolation  Verbesserung  des  zweiten  u:  —0,01127, 
also 

III.  u  =  0,244:M. 

Der  Fehler  dies(>r  Hyjjothese  ist  -f  6  7,  also  durch  abermalige  Interpolation 
zwischen   II    und   III 

IV.  it  =  0,24385, 

welcher  ^^■erth  bis  auf  die  letzte  Einheit  richtig  ist.  In  meiner  Abhandlung 
steht  0,24388,  aber  dort  ist  nach  der  strengen  Formel  gerechnet,  die,  wenn 
man  niu*  fünf  Decimalen  anwendet,  weniger  zuverlässig  ist  als  die  Näherungs- 
formel. Sehen  Sie  hier  in  extenso  die  Dm-chführung  des  vierten  Versuchs. 
Die  rothenL*  '  Zahlen  sind  bei  allen  Versuchen  dieselben  und  die  Bedeutung 
der  einzelnen  Zahlen  steht  daneben : 

0,24385  u 

0,31365  c 

c" 

bB,  b"B",  A 
J<  -f  c,  u-\-  c",  u 

sin  6,  sin  6" 

s 

s" 

*) 
s-^s" 

'    I 

\J{s^s"j     Re.sultat 
—  y/  sec  Q  ) 

[•;  Die  im  Original  mit  rother  Tinte  geschriebenen  Zahlen  sind  hier  unterstrichen.] 
*;  Aus  der  zweiten  Columne  meiner  Hülfstafel,    indem  man  in  die  erste  mit  der  Differenz  der  Loga- 
rithmen von  s  und  s"  eingeht. 


0,95443 

•   9,74351 

9,91066 

9.22527 

9,74624 

0,07856 

9,38712 

0,17717 

0,05049 

9,9150  7 

9,84812 

9,74970 

0,32905 

0,30079 

0,28713 

0,61618 

9,47145 

0,30809 

9.7  7932  vollkommen  genau 

-22 
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Ich  bemerke  noch,  dass  von  den  oben  behuf  der  ersten  Annäherung  ge- 
machten Voraussetzungen  die  erste  bei  massigen  Zwischenzeiten  völlig  legitim 
ist.  Insofern  r,  r"  ähnliche  Functionen  von  Grössen  sind,  die  sich  nach  dem 
Gesetz  der  Stetigkeit  ändern,  kann  man  näherungsweise  das  arithmetische 
Mittel  1  (»■  +  >•";  als  dieselbe  Function  der  respectiven  Mittel  ansehen.  Die 
Ausdehnung  auf  k  kann  freilich  in  manchen  Fällen  gar  zu  gewagt  sein,  in- 
dessen ist  der  Versuch  auf  alle  Fälle  unschädlich.  Lässt  man  die  letzte  Li- 
cenz  weg.  so  wird  «  dvu'ch  folgende  Gleichung  zu  bestimmen  sein : 

die  entwickelt  auf  den  6.  Grad  steigen  würde,  aber  sich  leicht  dvxrch  Ver- 
suche auflösen  lässt.  Dies  wird  wohl  immer  eine  wirklich  brauchbare  An- 
näherung geben.  In  unserm  Beispiel  folgt  daraus  u  =  0,2382,  wie  Sie  sehen, 
der  Wahrheit  schon  sehr  nahe.  Am  besten  wird  es  wohl  sein,  vermittelst 
dieser  Gleichung  nur  eine  oder  zwei  Ziffern  von  u  zu  berechnen,  und  dann 
sofort  zu  den  genauen  Versuchen  zu  schreiten. 


[6.] 
Gauss  an  Olbers,  Göttingen,    J  3.  Januar   1815. 


Ich  habe  mich  diese  Woche  hindurch  noch  mit  der  Theorie  der  Cometen- 
bahnen  beschäftigt,  und  bin  noch  auf  eine  Vereinfachung  gekommen,  nach 
welcher  mir  nun  nichts  mehr  zu  wünschen  übrig  zu  bleiben  scheint.  Ich 
finde  nemlich  für  die  Zwischenzeit  den  Ausdruck : 


,n,ks/^  +  r").^(^-^:;^, 


der  in  allen  in  der  Praxis  vorkommenden  Fällen  genau  genug  ist.  Nach 
völliger  Strenge  sollte  die  letzte  Quadratwurzel  eine  unendliche  Reihe  sein, 
die,  wenn  ich  der  Kürze  halber    .'^l"__]^,  =  ^  setze,  nach  meiner  Entwickelung 

wird    =y/(i— ^ — 2x^ — Sx* )    und    wo    also    glücklicherweise    das    zweite 

Glied  fehlt.     Selbst,  wenn  k  =  ■^{r-\-  r"),  wüi'de  x  nur  etwa  fV?  also  der  Fehler, 
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wenn   man   sich    aiif  ^(1  —x)   einscluänkt,    nur   etwa    Y^„Voir    des  Ganzen [*)] 
Ich  wende  nun  obige  Formel  auf  folgende  Art  an.     Ich  setze 

u  =  A  tang  Q. 
wodurch 


k=^\     und      p  =  9co.'.(i-j  , 

C08  Q  ~  n  coB  Q 

Man  hat  also 
oder,  indem  ich  folgende  Bezeiclinungen  cinfiilire 

^mmAAB  _  -  ^mmAAB"  _  >„  ^    _  _  A       _  _„ 

(("—«'       ~  °'  <"-<^        —  <>  »  6.B  ~  ^'  6"ii"   —  ^  ' 

c"  f.  27m*jl' 


=  ^n, 


6«   ~   •"  h"B"   ~  •'  '  4«"-/'  ~  "*' 

wird : 

'"'^^      =  8  V/  (1  -f  '>  tang  Q  +  rJO  +  §"  V (l  +  e"tang  Q  +  t;'?). 

cos  Q' 

Etwas  einfacheres  ist  wolil  nicht    zu  wünschen.     Man    könnte   noch   zwei 
Hülfswinkcl  }),  d"  einführen,   inth^in   man 

0£  =  Xsin  {),  fj" z"  =  Ä"sin  0" 

OT,  =   Xcosft.  Ö"7j"=   X"c09b" 

setzte,  wodurch  die  Gleichung  würde 

-^^^  =  V/(öScosQ*  +  XXcos  Q-»:^)-f  V/(ö"ö"cosQ^^)/'X"cos;Q-»7). 

cos  Ö' 

Man  könnte  selbst  noch  weiter  gehen  und  durch  bekannte  Verwandlungen 
der  Gleichung  folgende  Form  geben: 

■   ""Z     =  1^  V  (1  -f  ^'-^  cos  Q  +  t:,')  ^  |x"  V  (1  ^  v"v"cos  Q  +  r"/). 


[*)  In  einem  Exemplar  der  deutschen  Übersetzung   der  Abhandlung  ..Observationes  Cometae    secundi 

A.  J8I3  etc."  findet  sich  die  handschriftliche  Bemerkung :J  NB.  Die  Reihe  i  — 7— 2«*  — S«*  — 45«*  — 1722* • 

convergirt,  so  lange  s<^^,   fiir  diese  Grenze,  der  k  =  r  +  r"  entspricht,  vrird  ihr  Werth  =  }. 
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Allein  der  Gewinn*)  würde  tax  unerheblich  sein,  um  die  Mühe  dieser 
Verwandlungen  zu  belohnen.  Immer  ist  die  Gleichung  vollkommen  strenge, 
sobald  man  statt  des  Nenners  im  ersten  Theile  die  Reihe  setzt 

(0  2w'  8(0*  , 

1 rsr r^ tt^t  —  etc. 

cos  Q°        cos  Q'^         cos  Q-^ 

Das  Problem  ist  also  auf  Eine  Gleichung  mit  sieben  bekannten  Grössen 
gebracht,  und  ich  glaube  nicht,  dass  es  möglich  ist,  es  auf  eine  geringere 
Anzahl  zu  reduciren. 

Die  allgemeine  Aufgabe,  nemlich,  wenn  der  mittelste  Ort  unvollständig 
bekannt  ist,  und  man  bloss  irgend  einen  grössten  Kreis  kennt,  worin  er  liegt 
—  von  welcher  das  Gegenwärtige  eigentlich  nur  der  einzelne  Fall  ist,  wo 
dieser  grösste  Kreis  durch  den  mittlem  Qoxt  geht  —  zu  Avelcher  man  seine 
Zuflucht  nehmen  muss,  so  oft  dieser  ©ort  nahe  bei  der  Richtung  der  geo- 
c|  entrischen]  Bewegung  liegt,  diese  allgemeine  Aufgabe  habe  ich  mir  nun  auch 
auf  eine  analoge  Art  durchgeführt  und  ein  Musterbeispiel  sorgfältig  be- 
rechnet [*)].  Der  Natur  der  Sache  nach  ist  die  Arbeit  hier  viel  verwickelter, 
ich  komme  am  Ende  auf  zwei  Gleichungen  mit  u**)  bekannten  Grössen,  und 
zweifle  auch,  ob  es  möglich  ist,  diese  Anzahl  kleiner  zu  machen.  Wenn  nach 
allen  Abkürzungen  jetzt  die  Berechnung  einer  Cometenbahn  im  ersten  Fall 
im  Minimu.m  1  Stunde  erfordert  (so  ist  es  etwa  bei  mir),  so  möchte  der  an- 
dere Fall  leicht  2 — 3  Stunden  erfordern. 


*)  Er  würde  nemlich  bloss  darin  bestehen,  dass  man  sogleich  das  Maximum  und  Minimum  des 
Werthes  der  beiden  Wurzelgrössen  beurtheilen  könnte,  wodiu-ch  man,  anfangs  u)  vernachlässigend,  Grenzen 
für  cos  Q'  und  folglich  für  Q  erhielte.  Bei  der  Berechnung  jedes  einzelnen  Versuchs  werden  doch  immer 
7  Aufschlagungen  erfordert,  man  wähle  welche  Form  man  wolle. 

[*)  Siehe  die  folgende  Notiz.] 

*♦)  Jeder  Versuch  1 1  Aufschlagungen  erfordernd. 
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Allgemeine  Theorie  der  Berechnung  der  Cometenbahnen 
[nebst  Anwendung  auf  den  zweiten  Cometen  des  Jahrs  1813]. 

Beobachtiingszeiten  |     Beobachtete  Längen    1      Beobachtete  Breiten 


t  =  [1813   April]      7,55002 
t' =       ))  »         14,54694 

t"=       »  »        21,59931 


a  =  271°  16'  38" 
a'  =  2G6  27  22 
a"=  256    4S      S 


[5  =  -f-  29"  2'  0" 
,3'=  --22  52  18 
3"=  +    9    53    12 


Längen  der  Sonne 


Logarithmen  der  Abstände 
von  der  Erde 


0  =  17"  47'  41"  logl?  = 

0'=  24    38    45  logl?'-= 

0"=  31    31    25  I  logi?"  = 

[r,  »■',  r"  die  Abstände  von  der  Sonne, 
p,  p',  p"   die  Abstände  von  der  Erde.] 

Vorläufige  Operationen : 


0,00091 
0,00175 
0.00260 


[Es 


pp  — 2pjRcosßcos(a— 0)  +  -R-R 
p"p"—  2 p"il"cos |3"cos  a"—  O"  +  R"R" 


setzt    man,    wie    in     dei 
MDCCCXIII«  ctc.1 


Abhandlung     »Obscrvationcs    comctae    secundi    A. 


C0S(j; 
COS(}/' 


cos ß cos  a—  O  , 
cos  ,3"  cos  0."—  O  " » 


J?sin(j> 

B"sind' 


'I] 
[so  wird 

Legt  man  durch  den  ersten  und  dritten  gcocentrischcn  Ort  einen  giössten 
Kreis,  der  die  Ekliptik  im  Punkte  N  unter  dem  Neigungswinkel  J  schneide, 
so  ist,  wenn  die  Länge  dieses  Punkts  ebenfalls  mit  N  bezeichnet  wird, 


rr  =  [p  — Rcosi^f-{-AA 
r"r"  =   fi"  —  R" cos ii"  ' -{- A" A" . 
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tang/sinfa  — N)  =  tangß 
tang  Jsinfa"— iV)  =  tangß"; 

/  und  N  können  aus    den  Formeln,    vgl.  Theoria  motus  corporum  coelestium 
Art.  78,] 

tang  /sin  (a  —  N)  =  tang  ß 

^"]  tangJcOsfa-iV)  =   tang3--tangßcos(a--a) 

f  ■  '  sm(a"— a) 

Lberechnet  werden. 

Indem  man  die  Längen  vom  Punkte  N  aus  zählt,  hat  man  für  die  Chorde 
zwischen  dem  ersten  und  dritten  Ort 

Chorde-  = 

{ p"cos  ß"cos  [a'—N]  —  p  cos  ß  cos  (a  —  iV)  —  R"  cos  (©  "  —  ZVj  +  JR  cos  [Q—JST)]- 
+  jp"cosj5"sin(a"-iV)-pcosßsin(a-iV)-i?"sin(0"--ZV)  +  i2sin(0— iV)|- 
+  |p"sin  ß"— psinßp. 

Man  setze 

i2"cos  (O " -  -ZV)  -  -R  cos  (O  —  -ZV)  =  /"cos  [F—N) 
E"sin  (0"--ZV)--Rsiii  {Q-N)=  fsin  {F-N) 

und  bezeichne  mit  K,  K"  die  Abstände  des  ersten  und  dritten  geocentrischen 
Orts  vom  Punkte  N;    alsdann  ist 

cosß  cos(a  -—N)  =  cosK,       cosß  sin(a  —  iV)  =  cosJ'sinZ^',       sinß  =  sin/siniT 
cosß"cos(a"— iV)  =  cos  Jt",     cosß"sin;a"— iV^:  =  cosJsinK",     sinß"=  sin /sin  Jf", 

womit  wird 

Chorde"  =  (p"cos  Ji"— pcosfi^— /'cos  (1^  — iV))- 

+  (p"cos/sin/r'— pcos/sin  Ji  — /'sin(F— iV"))--|-  (p "sin /sin Ä""—  psin/sinÄ"j^ 

Man  kann  die  Grössen  f,  F,  K,  K"  aus  den  Formeln] 

nill  R"cos{Q"-0-R  =  fcos{F-0) 

JB"sin(0"-0)  =fsin(F-0) 

}^^ll!^JZ^  =  tang  K 

OOSJ 

^-"g'°"r^'  =  tangg" 

43* 
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[berechnen  und  noch  setzen] 

/cos  Js\n{F—N)  =  g sin  G 
'■   ■'  f  coB  F—N)  =  ff  cos  G. 

[Legt  man  nun  durch  den  mittlem  geocentrischcn  Ort  einen  grössten 
Bj-eis,  welcher  den  durch  die  beiden  äussern  Örter  gehenden  grössten  Kreis 
rechtwinklig  schneidet  und  nennt  man  Q  die  Länge  des  Punkts,  in  dem 
dieser  Ki-eis  die  Ekliptik  schneidet,  so  ist] 


[VI]   tang  Q-iV)  =  tang 

v-i^::-(i  + 

J5J^!ai:)  =  .a„gV-iV)  +  l^S^^ 

[In  unserm  Beispiel  wird] 

cos  3 

.  .  9,94168 

cos^" 

cosa"—  O"; 
cos  Y 

.  .  .  9,993  50 
.  .  .  9,84736„ 

cos{a  — O)  .  . 

.  .  9,45379„ 

cos  4» 

.  .  9,39547„ 

.  .  .  9,84086,. 

R 

.  .  0,00091 

jR" 

.  .  .  0,00260 

sin  'li                .  . 

.     9,98615 

sin(!>" 

.  .  .  9,85778 

A 

.  .  9,98706 

A" 

.  .  .  9,86038 

R" 0,00260 

tang  ß 

9,74435 

N  =  200°  22'     6' 

cos(0"-0  •  ■  ■  9,98741 

cosia"  — o)  . 

9,98599 

a'—N^     16      516 

sin;0"— O)-  ••  9,37535 

9,73034„ 

a"  —  N=       6   26      2 

[J?"cos(0"—0)]  9^99001 

tangß".... 

9,24127 

F-N=  223    21    51 

—  R 0,00091„ 

9,56010„ 

7cos(F— OH-  8,3950 1„ 
J"sin  (F— OL-  9,37795 

sin  a"— Ol  . 

9,39786„ 

"tang  J  cos  ( 

»-^n 

0,16224 

sinF-O^ 9,99766 

_tang /sin  ( 

a-iV)J 

9,74435 

/■ 9,38029 

cos(o-iV). 

9,97041 

F—Q  =     95°  56'  16" 

tang  J 

0,19183 

O  =     17    47    41 

sin  J 

9,92487 

F  =  \ld    43    57        cos J 9,73304 

a  —  N=  20"  54' 32" 
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tang(o  — iV) 0,58211  sin(a'— iV), 9,442(35 

tang(a"  — iV) 9,05218  cotangj 9,80817 

cos/ 9,73304  cotangß' 0,37486 

K  =  35"  14'  19"  9,62568 

X"=ll    46    42  [t  +  'l^-!!)'   ••0,52733] 

cos/ 9,73304  tang(a'— iV) 9,46000 

f 9,38029  tang  (Q-iV)  ....  9,98733 

sin(-F— iV) 9,83672„  q  _  JV  =          44"    9'5l" 

cos(F-iV) 9,861 54„  Q=       294    31    57 

.  .  8, 95005»  Q'—Q  =          90      6    48 

.  .  9,24183„  a-Q  =  ~    23    15    19 


"ysin  G 
_g  cos  G_ 


cosG 9,94966„              q'— Q  =  —  28  4  35 

ff 9,29217                a"~  Q  =  -  37  43  49 

G'=207»3'23"              Q-Q=  83  15  44 

O"—  Q  =  96  59  28. 

Die  bisherigen  Vorschriften  sind  allgemein.  Jetzt  mnss  man  sich  ent- 
schliessen,  was  man  von  den  Beobachtungsdatis  weglassen  will.  Man  denke 
sich  durch  den  mittelsten  geocentrischen  Ort  zwei  gi-össte  Kreise  gezogen.  Er 
befindet  sich  also  wirklich  in  beiden  zugleich,  allein  da  man  zu  viele  Data 
hat,  so  wird  man  die  eine  Bedingung  aufopfern,  und  bloss  die  beibehalten, 
dass  er  in  einem  gegebenen  gTössten  Kreise  liegt.  Dieser  ist  an  sich  ganz 
willkürlich;  legt  man  ihn  durch  den  [mittelsten]  Ort  der  Sonne,  so  hat  man 
die  bequemste  Rechnung,  aber  zuweilen  nicht  hinlängliche  Schärfe.  Allgemein 
schneide  derselbe  die  Ekliptik  in  dem  Punkte,  dessen  Länge  =  P.  Setzt  man 
P  =  N,  so  wird  bloss  die  Krümmung  der  scheinbaren  Cometenbahn  darge- 
stellt, aber  nicht  die  veränderte  Geschwindigkeit.  Setzt  man  P  =  Q,  so  ver- 
hält sichs  umgekehrt,  und  dies  wird  im  allgemeinen  das  schärfste  Resultat 
geben. 

Wir  haben  nunmehro,  wenn  wir  «,  n',  n",  k  in  der  Bedeutung  der  Th[eoriaj 
M[otus]  C[orporum]  C[oelestium]  nehmen,  hingegen  p,  p"  die  wahren  Abstände 
des  Cometen  [von  der  Erde]  bedeuten  lassen  [und  wenn  Avir  die  Längen  von 
dem  noch  ganz  willkürlichen  Punkte  P  zählen,  nach  Art.  1 1 2    der  genannten 
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Tlieoriiv 

n p cos |5 sin  a  —  P]  —  «'p'cos ß'sin  o'—  P]  +  ?i"p"cos ß"sin (o"—  P) 

=  niJsin  0-P)-n'i2'sin(0'-P)  +  M"-R"8in(0"--Pj 
npsiiijS  —  ?>'p'sin,3'-l- w"p"sin|3"  =  0 

und    hieraus    zur   Herstellung  einer   Beziclmng   zwischen   p    und    p"     die   voll- 
kommen strenge  Gleichung 

rtTTTT  •     o/sinfo-P)         Bmi-x'-Pi\    ,    ^»    ,,    •      q" /sin  a"- P)         Bin(a'-Pj\ 

=  H J2 sin  O  -  P  -  n'R' sin  (Q '-  P)  +  w"-R"sin  (© " -  P). 
Nun  kann  man  ohne  Bedenken  setzen  [vgl.  Axt.  133  und    134  der  Theoria 
motus" 


n  =  [n- 


ikk{t'-t]it"-t' 
yr  +  r'Y 


[oder 


t"-t        4kk[t"-t't' 
l"-t'  ir  +  r",' 


Wir  liaben  also 

[VIII]  ^^r^  =  i,-{-Mp  +  M"?" 


wenn  wir  setzen 


ein? 


ITVI       M  —  \     vuusß  tangß'     ) 

IIA.J       m  —    4kh^t" -  t]  {f-t]B' Bio  [Q'-P] 


.    ... /8in(a"- 
slnS"   — 7 ; 

V    tangf 


P)       sin ' 


rvi      M"  — \   -""SH' ^°gß'   / 

[AJ       iU     —    4,]cjct"-t!,t"-t']B'am{Q'-P) 

,^-j-,         _       (t"-t')JBBini0-P)-it"-t)a'sin;0'-P)  +  (t'-<i.R"g'n  :o"-P' 

[A.iJ        [X  —  4A;A;;t"-t)(t'-t)(t"-t')Ä'8in!0'-P) 

Man  kann  indessen  hier  füglich  annehmen  [x  =  .j^.j^»,  oder  p.  =  q^tt 
[denn  die  Gleichungen  VII  und  VIII  gelten  auch,  die  letztere  genähert,  wenn 
man  anstatt  aller  auf  den  Cometen  sich  beziehender  Data  die  entsprechenden 
für  die  Erde  setzt,  wobei  p  und  p"  verschwinden  und  der  vorstehende  Nähe- 
rungswert sich  ergibt. 

Unser  Beispiel  gibt,  wenn  P=  272° 4  0' 21"  genommen  wird:] 
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Akk 7,07322    sin(a  — P)  8,38650„  sin(a'— P)  9,03456„  sin(a"— P)  9,43689« 


R' 0,00175 

siii(0'— P)  9,96725 

7,04222 
t"  —t 1,14766 

8,18988 

t"—t' 0,84833 

t'—t 0,84491 


tang  [i 


), 62514    tangl 


), 24127 


:  sin  {a  -  P)  1 
[~ürii"ß~J    • 
sm(a'— P) 


.  .  8,64215„ 
.  .  9,40942 


9,32803 
9,68603 


9,01406 

[Nennerl 9,034  79 

M 9,97927 


sin(O--P)   • 

.  9,98470 

sin 

(O' 

-P 

).  9,96725 

-R 

.  0,00091,. 

R' 

.  .  0,00175 

ClogDenom. 

.  0,96521 
0,95082, 

1,26454 

1,23354 

|X. 

.  .  9,0888 

r.in.«"-Pjl 
[     tangß"      J-  • 

.  0,19562„ 

.  9.40942 

0.11803„ 

.  9.23477 

9,35280,, 

[Nenner]  .  .  . 

.  9,03821 

M." 

.  0,31459„ 

sin(0"-P 

.  9,94245 

-R" 

.  0,00260„ 

.  0.96179 

0,90684„ 


aus  der  Näherungsformel:   [jl.  .  .  .  9,09166. 

Die  übrigen  Vorbereitungsrechnungen  sind  folgende  : 
[Man  setze 

iVf  sin  7r'+  M"  sin  K  =  h  sin  H 
31  cos  K" -{- M"  cos  K  =  hcosH, 
oder  für  die  Rechnung  bequemer] 

3f  sin  [K"  -K)  =  h  sin  {H-  K) 
Mcos  [K"  -  K)  +  M"  -=  h  cos  [H-  K) 


[XII] 


M 

.  9,97927 

hsm[H-K)''    . 

.  9,57928„ 

sin(/r-7f).... 

.  9,60001„ 

_h  cos  {H-K)\  . 

.  0,07513„ 

cos{K"—K) 

.  9,96253 

[cos [H-iq]  ... 

.  9,97892„ 

~ M  cos  [K'-K)' 
M" 

.  9,94180 

h 

.  0,09621 

.  0,3I459„ 

H-K  = 

=  197"42'  2 

H=  232    56 
1Z'—Ä"'=  221     10 
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Der  Ausdruck  für  die  C'horde  geht  nun    in  folgenden    über,    indem    n\an 
füi"  p"  seinen  Wert  aus  VIII  einsetzt: 

Chorde-  =  |  ^{-,7  h  cos  H  +  y  cos  G  +  ^]^,-  (}i  -  7qrp^)f 

.10,  T    ■      rr   I     f/sinG     ,     coaJsvaK"  {  1        \i' 

sin  Js 


+  |,;„Äsin/sinH+-^:^(,_-^)| 

=  i^>+^^+^^tang/^sinG-^  +  -^^(^-^^y 

+  ^i^cos:ff-G)+-^,--^)cos;H-^" 

oder,  wenn  man  cos  G  — JiT"  =  cos  //— G  cos  H— Ji"  -j-sin  if— G  sin(if  —  Ä"'', 
setzt  und  einige  leicht  ersichtliche  Transformationen  ausführt : 

Chorde' =)^„+^coB(H-g)  +  '°"^;^"'(|.-^,^)j'+y8in Jsin  F-Nf 

Ilienächst  hat  mau  folgende-  Ausdrücke    wenn  man 

coaiH-K  (  1       \ 

setzt,  und  hcaclitet,  dass  ''°-^~,^"    =  - '''^^'"^    ist): 


m     ■■■■  =  ^^+j^i»--i;,;^r,;,„.+^cos:H-g 

.     neos  JJ-g",  ftflcoaili  1 

(jLCoa(g-g)  Mi"cogij<"i 

M  M        \ 

[5]  Chorde*  =  MM  +  {/-sinJsin(F-iV;p 

I    {am{K"—K)         1  ,          •     ^rr       /-r,         sinlÄ"— if       1 
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[Numerisch  gestalten  sich  die  Gleichungen   1  —  5  folgendermaassen :] 


-  M".  . 

.  .  0,31459 

h 

.  .  0.09621 

0,21838 

cos(i?- 

-K") 

.  9,87668„ 

-  M".  . 

.  .  0,31459 

9,56209„ 

.  .  9.09166. 

[I]  .  .  .  . 

.  .  8,65375 

[M] 


9,97927 
0,09621 


[cos  {H  —  K)]   .  9,97892„ 
[M] 9.97927 


9,99965„ 
9,09166„ 


.  .  9,39638„ 

h 

.  .  9,78162„ 

—  R'cos'y  . 

h 

9,17800 
.  .  9,84346 

M      -,^.„„^ 

[11] 

.  .  .  9,29217 
G)   9,95407 


,  .  9,09131 

[I  +  III]. 
[II 


iir 


fsin(F-N). 
sin  J 


[IUI  .  . 

9,21701„ 
9,92487 


.  9,24624 
sin(Ä"- 
h 


K) 


9,60001, 
0.09621 


9,14188„ 


9,50380„ 
9,09166„ 


9,96040 


.  9,34508 
.  9,47668 

ff 9,29217 

sin(H— G)  .  .  .  9,64010 
8,93227 


8,59546 

p    =  (0,21838)  JM  +  (9,56209„)j^^-77ji-+(9,34508)j 
p"-  (9,88306)  JM+(9,99965„)-^^:^i:^  + (9,47668)1 
rr  =  (9,98706«^+(0,21838)'|m+^^^J^4-(9,57055)|' 
'r"=  (9,S6038)'  +  (9,88306)^|m+^J^P?^  +  (0,08370)J' 


1) 
2) 
3) 
4) 

5)  Chorda''  =  tiu  +  (9,1  41 88)^+  | 'f;!^^^  +  (9,09676)f. 
Hiemit  sind  nun  noch  folgende  Formeln  zu  verbinden 
t"-t 


,._[_,." 


Chor  de 


V 


VtangTW 


•f 


tangTF*secTF''^ 


[Entwickelt  man  nemlich  die  bekannte  Gleichung,  vgl.  Band  VI,  Seite  33, 
t.  44 
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(r -)-  r " -|-  (  holde  '  —  r-\-r"  —  Chorde 


i_   <"-< 


nach  Potenzen  der  Grösse  T^T^r»    so  wird 

t"-t  I      ,      „iChordei,  ,    /ChordeV  1      /ChordeV  3       /ChordeV  i 

und  setzt  man 

Chorde  .  /  12     ,  ur 

7+7^=  V-5  -t^^g^^' 
so  ist 

^  =  (r  +  r"  «  y/'l55  tangTFI  1 -^tangTF^-^f,  tangTF^-...| ; 

nun  ist  aber 

^  cos  TF  =  1  -  -,  V  tang  W^  +  ^i^  tang  W j , 

also  genähert 

'"~08  =   r  +  r",*  tangTF^  cosTF, 

womit  die  Gleichungen  6  und   7   sich  ergeben.] 

m 0,986  2673  0,986  2673 

^  ^ 0,667  2269  ^^ 0,382  0684 

1,653  4942  1,368  3357 

t"—t 1,147  6544  1,1476544 

0,505  8398  0,220  6813 

[6]   r^r"=     9.66277  ^^^  Chorde  =    9,85288  tang  PF*.  secPF". 

/_tangTr\» 

Nach  einem  vorausgesetzten  Werthe  von  W  berechnet  man  aus  den  For- 
meln 6  und  7  die  Chorde  und  r  +  r";  demnächst  aus  der  Formel  5  den 
\N'erth  von  u  und  endlich  aus  3  und  4   den  zweiten  Werth  von  r  +  r". 

Noch  zweckmässiger  ist  folgende  Formel 

[8]        Chorde-  ^n,  (9,68427, 


-'■■\/(-i«f^)    -'-"7(-^ 
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[aus  welcher  man  mit  einem  vorausgesetzten  Werth  von  r-\-r"  die  Chorde 
berechnet,  worauf,  wie  vorher,  die  Gleichung  5  den  Werth  von  u  und  3  und 
4  den  zweiten  Werth  von  r-\-r"  liefern. 

Man  findet  die  Gleichung  8,  indem  man  die  obige  Reihe  umkehrt,  womit 

t"-t    \' 


Chorde 


1+- 


un'V  +  r")' 


+ 


15 
8.108» 


wird;    da  nun 


^c 


,        145 
"•"  16.108» 


V>»ir  +  ) 


L;r  +  r".?) 


SO  folgt  die  Gleichung  8,  welche  eine  noch  gi'össere  Annäherung  gibt,  als  die 
Gleichungen  6  und  7l. 

Numerische  Rechnung. 
Vorausgesetzter  Werth  log  »■  +  r")  =  0,42622. 


{r-\-r"f.  .   1,27866 

9, 50380« 

9, 56209« 

9,99965„ 

9,13445 

('•+' 

"f.  .   1,27866 

(r +  ,•")' 

.  1,27866 
8,28343„ 

1,27866 

[7,85579] 

8,225  ]4„ 

8,72099» 

.  .  .  9,09676 

u 

9,57055         0,08370 

\J[r-\-r").  0,21311 

—0,00022 

[Nenner].  0,2 1289 

9,03408 

[8,06816] 

.9,37691     9,37691 

9,77157          0,14555 

9,68427 

[8,28376] 

9,54314 

0,29110 

Chorde..  9,4  7138 

[Chorde^  8,94276] 

0,43676 

9,76612 

u  .  . 

9,37691 

r 

9,97990 
_9,97412_ 

0,05722 
_9,72076_ 

.  0,13902 

r"  .  .  .  0,11091 

Avie  vorausgesetzt. 

wird  r 

+  >•".  .  .  0,42622 

44* 
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8,283-13„ 
9,34508 

M 9,37691 

9,64378 
0,21838 


8,72099„ 
9,4766S 
9,37691 


p 9,86216 

cosß  ....  9,94168 
pcosß  .  .  .  9,80334 


f  ■  • 
cos( 


9,56905 
9.99350 


p"cosß".  .  9,56255 


9,68599 
9,88306 


Wir  fügen    zugleich    die  vollständige  Berechnung    der  l'.lemcnte    bei  [vgl. 
Band  VI.  Seite  34  —  36]: 


a-O  =  253"  28' 57" 


pcosp  .  .  .  . 
cos  [a  —  O, 
sin ,  o  —  O 
tangß 


9,80384 
9,4.')379„ 
9,9S170„ 
9,74435 


p  cos  p  .  .  .  . 
cos(a"—  O" 
sin  a"  —  O" 
_tang,3" 


a"— O"  =]  225"  16' 4 3" 

...  9,56255 
.  .  .  9,S4736„ 
.  .  .  9,85159, 
.  .  .  9,24127 


[p  cos  |3  cos  :>  —  O     9.25763„ 

—  R 0,0009]„ 

r"rcosÖcos(X-On  .  .  0,0730 1„ 
L»-cosÖsin(X  — 0)J  ■  •  9,78554„ 


"cos  X  —  O' 
?•  cos  Ö .  .  .  . 


rsm 


9,94876,, 
0,12425 
9,54819 


cosÖ 9,98522 

r 0,13903 

rX-0!  =  207"  17'  14" 
0=  17  17  41 
X=  225   4  55 
g=  14  51  54 


[p"cosf("cos(o"— O")]   •  9,4099 1„ 
\-R"] 0,00260» 


[: 


"  cos  6"  cos  (X" 

"cos ö" sin  (X" —  O 


O"no,10140„ 
")J  9,41 4 14, 


■cos(X"—  O") 9,991  02„n 

r"cosÖ" 0, 11  038 

r"sin  Ö" 8,80382 


[:°:^ 


9,99947 
0.11091 


Q"   =   191"  30  39 

~0"=~1  31  31  25 

X"^   223   S   4 

Ö"=    2  49  34 


—  tangö 9, 42394,, 

cosfX"  — X) 9,99975 

9,42369« 
[tangg"] 8,69344 

9,33426„ 
sin(X"— X) 8,53127,, 

rtang7sin(X— an  9,423 94„ 
Ltangicos(X— ß)J  0,80299« 

[cos(X—  ß)] 9,99962„ 

X— ft=  182°  23'  32" 

X=r  225      4    55 

ß  =     42    41    23 

X"— ß  =  180    26    41 

tangi 0,80337 

i=    81*^    3'  45" 

n 0,03987 

q^.  . 0,12789 

0,16776 
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tanglX  — ß) 8,62095„ 

tang(X"— ß)  ....  7,88997„ 

[cost] 9,19132 

?;— ß  =  195°     3'     8" 
v"—  ß  =  182    51    37 
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-^ 9,93048 

V  r 

tang|(i;"— v).  .  .  .  9,02856„ 

i^^iv"  —  V).  .  .    .9,02610„ 
~ 9,94454 


ß  =  42  41  23 

V   =  237  44  31 

t;"=  225  33   0 

0,90 192„ 

i[v"—v)  =  —  6   5  45,5 

0,91844 

^siiii(«-n) 

9,49042 

^cosi(^-n)_ 

9,93048 

cos^(ü— Fi)] 9,97311 

+  (v  — 0)=  19"  57'  8" 

7 0,08526 

V  — n  =   39"  54'  16" 

[?;=]  237  44  31 

n=  197  50  15 

v"-U=      27  42  45 

[M] 1,45367 

[M"] 1,27589 

[0,167  7  6] 

[0,16776] 

[T—t 1,62143J 

[T-t" 1,44365] 

^r-?=n41,8245 

"r-r=~  27,7746 

t=_\    7,5500 

_    r=_  21,5993 

[T^]   49,3745 

\T=]    49,3739 

[Mittel    r=]  49,3  742 

[=   Mai    19,37  42. 
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[8.] 
Galss  an   Olbers,  Göttingen,   29.  Mai    1S15. 

Meine    theoretischen  Untersuchungen    über    die    Berechnung    der 

(!ometenbahnen  im  allgemeinen  hätte  ich  wohl  einige  Neigung,  in  Zukunft 
einmal  in  einem  eigenen  Werke  bekannt  zu  machen,  als  Supplement  zu  meiner 
Th.  M.  C.  C.  Es  könnte  vielleicht  6  —  8  Bogen  stark  werden,  und  icli  würde 
dann  noch  eine  Tafel  fiir  die  parabolische  Bewegung  von  einer  neuen  Ein- 
richtung beifügen,  deren  Gebrauch  noch  etwas  bequemer  ist  als  der  der  Barker- 
schen.  Diese  möchte  auch  noch  3  Bogen  betragen.  Der  Grund  dazu  ist  schon 
gelegt,  wobei  mir  Hr.  Encke  noch  geholfen  hat 


[9.] 
Galss  an  Bessel,  Göttingen,   24.  Junius    ISlö. 

Ich  habe  halb  und  halb  die  Absicht,  demnächst  ein  Supplement 

der  Theoria  motus  coi^porum  coelestium  für  die  parabolischen  Bahnen  zu 
geben.  Ich  habe  dazu  mehrere  nicht  ganz  unerhebliche  theoretische  Zusätze; 
auch  denke  ich  eine  neue  Tafel  für  die  parabolische  Bewegung  beizufügen, 
noch  bequemer  eingerichtet  als  die  BARKERsche,  deren  Berechnung  bereits  so 
weit  gediehen  ist,  dass  ich  mich  schon  jetzt  zu  meinem  eigenen  Gebrauch 
keiner  andern  mehr  bediene 
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[II.    Zur  Berechnung  der  wahren  Anoinali( 
in  der  parabolischen  Bewegving.] 


[1.    Tabula  nova  motus  parabolici.] 

Explicatio  tabulae  novae  motus  parabolici. 

i. 

Denotabimus,  perinde  ut  in  Theoria  Motus  art.  18  —  20,  distantiam  a  Sole 

in  perihelio  per  q,  anomaliam  veram  per  v,   tempus  inde  a  transitu  per  peri- 

helium  per  t,  denique  per  [A:]  constantem  3548','! 88   (art.  [6]).     Quum  in  motu 

parabolico  cometae,  cuius  massam  negligimus,    velocitas  angularis    in  secundis 

expressa  fiat  generaliter 

du  k\l2  ,     4 

_  =  ^cosi.\ 
Statuemus  brevitatis  caussa 

ita  ut  A  exhibeat  velocitatem  angularem   in   perihelio,   quam  elementis    para- 
bolicis  cuiusvis  cometae  adiungere  conveniet.     Est  vero 

\ogk\j2  =  3,700  5216. 

2. 
Relatio  inter  anomaliam  veram  atque  tempus  exprimitur  per  formulam 
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tang  J  V  4-  -i-  tang  i  v^  =  2TWb5"   =    1296000"  ^  ' 


denotante  tc  semicircumferentiam  circuli  cuius  radius  est  unitas.    Habetm-  ita- 

qiu'  tempus  i)or  anomaliam   veram  directe ;    i)ro   calculo  inveiso,   CardanI   re- 

ijula.   iutroductis  duobus  angulis  auxiliaribus  P,  Q,    formulas  sequeiitcs  suppe- 

ditat : 

-n  4.206265"  864000" 

taugP:=       3^t       =-^— 
tangQ  =  ^tangVP 
tang  I V  =  2  cotang  2  Q. 

3. 

At  quoniam  problema  posterius    frcquentissime    occurrit,    taediosum  foret, 

semper    ad    has    formiüas    vel    ad   methodos   indirectas  confugere;    quamobrem 

astronomi    ad    hunc   finem    tabula    auxiliari    uti    solent.      Tabula   vulgaris    pro 

arsjumento 

j_  _     At 

anomaliam  veram  suppeditat.  C'el.  Blrckhakdt  illius  quantitatis  logarithmum 
adoptavit*.  Tabulae  BARKERianae  argumentum  est  anomalia  vera,  cui  valor 
respondens  quantitatis 

kTi^2.t     __     -At 
17280". gS    ~    1^280" 

appositus  est.  In  tabula  nova  huic  operi  annexa  (quae  iam  constructa  erat, 
quando  tabula  cel.  Burckhardt  promulgata  est)  logarithmum  quantitatis  At 
pro  arguraento  accepimus,  per  singulas  partes  millesimas  unitatis  progredientem. 
Quum  in  motu  parabolico  valor  ipsius  At  a.  0  in  infinitum  progrcdiatur,  hac 
ratione  tabula  manifeste  neque  ab  initio  neque  in  fine  completa  evadere  po- 
tuisset,  quapropter  in  tabulae  initio  quantitatem  At  ipsam  tamquam  argu- 
mentum accepimus  per  centenas  unitates  progredientem  usque  ad  valorem 
40000  cui  respondet  anomalia  vera  ll''2'32".  Dein  logarithmi  progrediuntur 
a  valore  4,0  usque  ad  8,2,  quibus  limitibus  respondent  anomaliae  10".ö9'26" 
atque   lOD^O'  15". 

•)  Connaiss.  des  tems  181«. 
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Rarissime  anomaliis  maioribus  oj^us  erit.  Attamen  iit  tabula  ab  utraque 
parte  completa  evadat,  adiecimus  partem  tertiam,  in  qua  pro  argumento  acce- 
pimus  quantitatem 

3/  B 

ubi 

■D  1296000*  1296000'     f 


Sr.^A  3Tt'/tv/2   ^ 

Hoc  argumentum  decrescendo  a  valore  40000  usque  ad  0  extenditur, 
quibus  respondent  anomaliae  16  8"  4  9' 9"  atque  180".  Ad  inveniendum  loga- 
rithmum  constantis  B,  adscribimus  logarithmos  sequentes 


log      3-..       =  [22,461  8207] 
log-15f^=  [18,761  2991.] 
Usus  partis  primae  tabulae  itaqu.e  extenditur 

a     t  =  0  usque  ad  [t  =]  7,97 Iq^ 

partis  secundae  a     t  =^  7,934^'     usque  ad  t  =  315855''' 
partis  tertiae       a     ^=  30061  </*  in  infinitum. 

Ceterum  observamus  tabulam  integram  ad  partes  centies  millesimas  minu- 
torum  secundorum  anomaliae  ab  initio  constructam  esse,  ut  figurae  secundae 
semper  tuto  fidere  liceret. 

4. 
Operae   pretium   erit,    tabulae  nostrae   initium   et   finem  seorsim   conside- 
rare,  atque  anomaliam  in  seriem  explicare  secundum  potestates  argumenti  pro- 
gredientem. 

Statuamus 

tang  J  V  =  6 
At      _ 

206265"   ""  °' 

eritque 

Ö  =  ia-iö='. 

Hinc  eruitiu-  adiumento  theorematis  LAGRANoiani  generaliter 

VII.  45 
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I    n.n  +  9.n+10.n+ll  (<x\''  +  ^_ 
^  3.6.9.12  [2)  '^'^^• 

Substitiu'udo  lianc  expressionem  singularuni  ])otostatum  0"  in  scrie 

V  =  2e-tO'  +  iO*-.fO'  +  ctc. 
habemus 

,    ,         ,     /<     I    «    I    9-10    ,    9.10.11     ,    9.10.11.12^    0 

+ 1  •  tItt  (1  + -i- +  TTe- + -3-.  67^- + -87679:12-) «- etc., 
cuiiis  seriei  lex  est  obvia.     Eruendo  coefficientium  valores  numericos  fit 

V  =  a-  i  a"  +  ^  V»  «'  —  2  J  f  0  a'  +  ^^  hs  a'  -  ttWtt  «' '  +  etc. 

Manifeste  hie  v  taniquam  arciis  in  partibus  radii  expressus  considerandus 
est.  Qui  si  in  minutis  seciindis  desidcratur,  series  per  2062G5"  multi])licanda 
est,  ita  nt  fiat 

^  =  ^  ^""■»"206266? +  T^'^20G2W~  e*^- 

Anomaliae  paiTae  itaque  ab  argumentis  respondentibus  parum  diffenmt. 

Ceterum  expressio  pro  6"  supra  data  etiam  seriem  elegantem  pro  radio 
vectore  ?•  suppeditat ;    fit  enim 

r  =  (zil^eO: 

_       /  ,      g'    ,      7      a°   _      9.10     ol'      ,    11.12.13    a"  13.14.15.16    a"     .       ■      \ 

—  Q[^    .   T^^       T"   8     '    3. 032        3.0.9  128"T"3.6.9.12512        3.0. 9. 12. 15  2048    •"  ^''C-j- 

Ostcndi  potest  utramquc  seriem  convergere  qimnuliu  o  <[  i  sive  v  <[  Gl"  35'45','4. 


5. 
Statuendo   argumentum   partis   tertiae    tabulae   nostrae,    puta   quantitatem 

habetur 
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quam  formulam,  statueudo   „3  =  Tj,  ita  exliibere  possumus 

^  —    8   +     8     ^'  • 

Applicando  huic  aequatioiii  theorema  LAGRANGianum,  invenimus  generaliter 

,    M.M-1.-W  +  2.W  +  5  /ß\"  +  S       W.W-2.W  +  1-W  +  4.M  +  7  /ß\"+'0  , 
"T  1.2.3.4  [ij        "T  1.2.3.4.5  [2)  + etC, 

cuius  seriei  lex  facile  elucet.     Hinc  fit 

i.        1         22,2         2     ,     , 
2arc.tang^  =  "e  - M^  +  56^ -  tF ^ ^t'^- 

=  ß-i-i(i-fir+i-vu(i-f+lil)r-+-v^(i-i+!4-T4tl)ß' 

,     ,         ,      /,         „     ,     9.6  9.6.3     ,     9.6.3.0\n9  i 

+^•^^(1-^+1:2-1:2:^+1:273:4)? -^t«- 

Haec  series  exhibet  complementum  anomaliae  ad  180°  in  partibus  radii 
expressam,  coefficentiumque  lex  satis  manifesta  est,  scilicet  coefiiciens  pote- 
statis  ß-"'+'  erit  generaliter 

±       ^       X  4-  X  aggregatura  m  4- 1  terminorum  primorum  seriei,  quae 

2m +  1  2-'"  2m+l 

ex  evolutione  binomii  (1  —  3)    ^       oritur. 
Eruendo  valores  numericos,  habemus  in  partibus  radii 

^,  =  TC-ß-iß-^-T,V?'+Trf.ß'+^i^ß"  +  rTriF^l3''-4TVVT.-ß''-TV.-Trretc., 
adeoque  in  minutis  secundis 

,^  lSO«-^|-i|^,^-A(|/^,^  +  etc. 

Hinc  perspicitur  ratio  propter  quam  quantitatem  i/y  potissimum  tam- 
quam  argumentum  tabulae  in  parte  tertia  adoptavimus;  ita  scilicet  argumentum 
proxime  cum  complemento  anomaliae  ad  180°  convenit. 

Pro  radio  vectore  nanciscimur,  statuendo  n  =  —2, 
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+  -"i:».t;;?"^'(ir+'+eto.: 


-«((D'-'+(l)+^(l)"+*-isM(l)-^tlÄI(l) 


1         ,     1.2. 2. 4.5. 7.8.11  / ß  y  •  .     1.2.2.4.5.7.8.10.13  /iV'i 
'"*    '     1.2.3.4.5.6.7.8   \2/  1.2.3.4.5.6.7.8.9    \2J     '    ^ 

1.2.2.4.5.7.8.10.11.14.17  /p\"          . 
1.2.3.4.5.0.7.8.9.10.11     UJ  ^''^' 


M=«ie)-'+(i)+i(i)'-i©-j(ir+¥(ir+^(ir-f(ir----)i- 

Ceterum  utraque  series  converget  quamdiu  ß  <<  y'  4  sive  quamdiu  anomalia 
Vera  maior  est  [quam]  61°35'45','4. 
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[At] 

[V] 

[At] 

[V] 

[At 

[V] 

[At] 

[f] 

200 
400 
60  0 
SOO 

1000 

1200 

2000 
2200 
2400 
2600 
2800 

3000 

3200 
3400 
3600 
3800 
4000 

4200 
4400 
4600 
4800 
5000 
B200 
5400 
5600 
5800 
6000 
6200 
6400 
6600 
6800 

7000 

7200 
7400 
7600 
7800 
8000 

8200 
8400 
8600 
8800 

0000 
9200 
9400 
0600 
9800 

10000 

o»  0'  o;'ooo 

3  20,  ) 

6  40,  000 
9  59,  999 
13  19,998 

19  59,  993 
23  19,989 
26  39,  984 
29  59,  977 

33  19,  9C9 

36  39,  958 
39  59,  946 
43  19,  931 
46  39,914 

49  59,894 

53  19,872 
56  39,  840 

0  59  59,  817 

1  3  19,  TS5 
(i  39,  749 
9  59,  710 

13  19,  666 
16  39,  619 
19  59, 507 

23  19,510 
26  39,  449 
29  59, 383 
33  19,312 
36  39,  236 

39  59,  164 
43  19,  007 
46  38,  973 
49  58,  874 
53  18,  769 

56  38,  657 

1  59  58,  538 

2  3  18,  413 
6  38,  281 
9  58,  142 

13  17,  995 

IB  37,  841 
19  57,  679 
23  17,  510 
26  37,  332 

29  57,  146 
33  16,  952 
36  36,  748 
39  56,  537 
4  3  16,  316 

2  46  SO,  086 

10000 

10200 
10400 
10600 
10800 

11000 

11200 
11400 
11600 
11800 

12000 
12200 
12400 
12600 
12800 
13000 
13200 
13400 
13600 
13800 
11000 

1-1200 
14400 
14600 
14800 

15000 
15200 
15400 
15600 
15800 

16000 
16200 

16600 
lOSOO 
17000 
17200 
17400 
17600 
17800 

18000 
18200 
18400 
18600 
18800 

19000 

19200 
19400 
19600 
19800 

20000 

2''46'  36;'ll86 

49  55,  846 
53  15,  597 
56  35,  338 

2  59  55,  070 

3  3  14,  79  1 

6  34,  502 
9  54,  202 
13  13,  892 
16  33,  570 

19  53,  238 

23  12,  895 
26  32,  540 
29  52,  173 
33  11,  795 

36  31,405 
39  51,  002 
43  10,587 
46  30,  160 
49  49,  720 
53   9,  267 
5(;  28,  8111 

3  59  48,  321 

4  3   7,  828 
6  27,  322 

9  46,  801 
13   6.267 
16  25,718 
19  4  5,  155 
23   4,  578 
26  23,  986 
29  43,  378 
33   2,  75B 
36  22,  118 

39  41,  465 

43   0,  796 

40  20,  111 
49  39,411 
52  58,  694 
56  17,  960 

4  59  37,  210 

5  2  56,  443 
6  15,  659 
9  34,  858 

12  54,  040 

16  13,204 

19  32.  351 
22  51,  479 
26  10,  590 
29  29,  682 

8  32  48,  756 

20000 

2O200 
20400 
20600 
2O80O 

21000 
21200 
21400 
21600 
21800 
22000 

22200 
22400 
22600 
2280(1 

23000 

23200 
23400 
23600 

23800 

24000 

24200 
24400 
24600 
24800 

25000 

25200 
25400 
25600 
25800 

26000 
26200 
26400 
26600 
26800 

27000 

27200 
27400 
27600 
27800 
2S00O 

28200 
28400 
28600 
28800 
29000 
29200 
29400 
29600 
29800 

30000 

5''32'  487756 

36   7,811 
39  26,  848 
42  45,  865 
46   4,  864 

49  23,  843 

52  42,  802 
56   1,  742 

5  59  20,  (;62 

6  2  39,  561 

5  58,  441 
9  17,300 
12  36,  139 
15  64,956 
19  13,  763 
22  32,529 

25  51, 283 
29  10,  016 
32  28,727 
35  47,410 
39   6,  083 
42  24,  728 
45  43,  350 
49   1,950 
52  20,  527 

55  39,  081 

6  58  57,  612 

7  2  16,  120 
5  34,  604 
8  53,  064 

12  11, 601 

15  29,914 
18  48,  302 
22   6,  666 
25  25,006 

28  43,  320 

32   1.6  10 
35  19,875 
38  38,  114 
41  56,  32  S 

45  14,  516 

48  32,  679 
51  50,  816 
55   8,926 

7  58  27,010 

6   1  45,  067 

5   3,  098 
8  21,  102 
11  39,  079 
14  57,  029 

8  18  14,  951 

3  0  200 
30400 
30600 
3  0  800 
31000 

31200 
31400 
31600 
31800 
32000 

32200 
32400 
32600 
32800 
33000 

33200 
33400 
33600 
33800 

34000 

34200 
34400 
34600 
34800 

35000 
35200 
35400 
35600 
35800 

36000 
36200 
36400 
36600 
36800 

37000 
37200 
37400 
37600 
37800 

38200 
38400 
38600 
38800 
39000 
39200 

39  6  00 
4  0000 

8''l8'  14;'961 
21  32,  846 
24  50,  713 
28   8,  562 
31  26,  363 
34  44,  146 
38   1,  900 
41  19,  626 
44  37,  323 
47  64,  990 

51  12,  629 

54  30,  239 

8  57  47,  819 

9  1   5,  369 
4  22,  889 
7  40,  380 

10  67,840 
14  15,  270 
17  32,  669 
20  60,  038 
24   7,  376 

27  24,682 
30  41,958 
33  59,202 
37  16,415 

40  33,695 
43  50,  744 
47   7,861 
50  24,946 
53  41,  998 
9  56  59,  018 
10   0  16,  004 
3  32,  968 
6  49,  879 
10   6,767 

13  23, 621 

16  40,  441 
19  57,  228 
23  13,  981 
26  30,  700 

29  47,  3S4 

33   4,034 
36  20,  649 
39  37, 230 
42  53, 776 
46  10,286 

49  26,  761 
52  43,  201 
65  59,  605 

10  59  16, 973 

11  2  32.306 
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4, «00 
4,601 
4, «04 
4,60« 
4, «OS 


4.620 

4,621 
4,624 
4,626 
4,629 
4,630 
4,632 
4,634 
4,636 
4.63g 

4,640 
4,642 


4,650 

4,652 
4,654 
4,656 

4,658 
4,660 

4,6fi2 
4,864 
4,666 


2  26,  883 

5  28,072 

8  30,  067 

11  32,  870 

14  3«,  4Sr. 


20  40,  165 
23  52,  235 
26  5'J, 


33  15,411 

36  24,  803 

30  35,  032 

42  4«,  1(14 

45  5S,  022 

4!»  10,  788 
52  24,  406 
55  38,  880 
58  54,  213 


12  4,  2il5 
15    23,  885 

IS    44,  445 

22  5,  880 
25  28,  210 
28  51, 440 
32  15.  655 


33,  2!ia 
1,  025 
2»,  662 


4,700 
4,702 


4,712 
4,714 
4,710 
4,718 
4,720 
4,722 
4,724 
4, ,26 
4,728 

4,730 
4,732 
4,734 
4,736 
4,738 
4,740 

4,742 
4,744 
4,71« 
4,748 
4,750 


10,  430 
8,  06t 


21  32,  507 
25  26,  127 


0  23,  500 

13  2»,  501 

17  30,  550 

21  44,077 

25  53,  850 

30  4,  110 

34  15,432 

38  27,  830 


4,810 
4,812 


4,82u 

4,822 
4,824 

4,826 
4,828 
4,830 


4,84  0 

4,842 
4,844 
4,846 
4,848 
4,850 


4,854 
4,856 
4,858 


4,804 
4,806 


4  0;'iU2 
18,  8o2 


3,  373 


43  47,  467 

48  32,  750 

53  10,  225 

17  58  6,  80-. 

18  2  55, 

7  45,  844 

12  37,  128 

17  20,  623 

22  23,  334 

27  18,204 

32  14,  418 

37  U,  8110 

42  10,  412 

47  10,  200 

52  11,  346 

18  57  13,  675 

1»   2  17,  251 

7  22,  077 

12  28,  158 

17  35,  400 


43  31,  104 
48  4«,  161 


4,040 
4,948 


4,058 
4,0  6  0 


21  55  3r 

22  1  10 


30  34, 

36  29, 

42  25, 

48  23, 

22  54  22, 


23 


6  25, 
12  2», 
18  34, 
24  40, 


36  S7, 
43   8, 


23  55  33,605 


14  22, 
20  42, 


39  48, 
46  13, 
52  39, 


4,682 
4,684 
4,886 


20,  687 
1,  082 

33,  402 
6,  052 

40.  835 


17  52,  016 
21  20,021 
25   6,074 

28  45,  878 

32  25,  737 

30  6,550 

30  48,  330 

43  31,  083 


4,792 
i,794 
4,796 


14.  800 


21  31,  828 
25  56,  315 

30  21,  023 

34  48,  658 
30  16,524 
43  45,  522 
48  15,  650 

52  46,938 

16  57  lil,  302 

17  1  52,  935 
6  27,  662 

I  I   3,  546 
17  15  40,  502 


4,800 

4,S02 
4,894 
4,806 
4,898 
4,900 


31  32,467 

36  50,  133 

42  27,  117 

47  56,  423 

53  27,  054 

20  58  50,  016 

21  4  32.  310 


4,974 
4,076 
4,979 


25  58  25, 

26  &   8, 


18  39, 
25  25, 
32  14, 


26  45  56.  68 
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[logÄt] 

[V] 

logAti 

[V] 

log^ij 

[V] 

log^f; 

'M 

5,0  01) 
5,002 
5,004 
5,00« 
5,0  0  8 

5,01(1 
5,012 
5,0  14 
5,010 
6,018 

5,020 

5,022 
5,024 
5,020 
5,02s 

5,0  3  0 

5,032 
5,034 
5,036 

5,o:ts 

5,040 
5,042 
5,0  4  4 
5,046 
5,04S 

5,050 

5,052 
5,054 
5,056 
5,058 
5,060 

5,002 
5,064 
5,006 
5,068 
5,0  7  0 

5,072 
5,074 
5,076 
5,078 
5,0  8  0 

5,082 
5,084 
5,086 
5,088 

5,000 

5,0'J2 
5,004 
5,0r'B 
5,008 
5,100 

26"'45'50;'OK7 

52    40, 937 
20    50    44, 607 
2  7       6    4  0,  '.6  0 
13    38,  755 
20    3S,  056 
27    38,  876 
34    41,  217 
41    45,  079 
48    50,  407 

27  55    57,  380 

28  3       5,  823 
10    15,  705 
17    27,  300 

24  40,  330 

31     54,013 

30    11,  026 

4  6    28,  677 

28    53    47,  S70 

2!l       1       S,  605 

8    30,  S84 

15    54,  708 
23    20,  OSO. 

30  47,  000 
38    15,  470 
45    45,401 

20    53    17,  064 

30       0    50,  10  1 

8    24,  873 

10       1,110 

23    38,  905 

31  18,  257 
38    50,  108 

40  41,  640 

30  54    25,  071 

31  2    11,  264 

0    58,  4211 
17    47,  138 

25  37,  410 
33    20,  264 

41  22,  l;74 
40    17,  640 

31  57     14,  ISO 

32  5    12,  20  5 
13    11,  067 

21     13,205 
20    16,000 
37    20,  370 
45    26,  316 

32  53    33,  8  10 

33  1    42,  888 

5,100 
5,102 
5,104 
6,10  0 
5,108 
5,110 

5,112 
5,114 
5,116 
5,118 
5,120 

5,122 
5,124 
6,12(i 
5,128 

6,130 

5,132 
5,134 
5,136 
5,138 

5,140 

5,142 
6,141 
5,140 
5,14S 

5,150 

5,152 
5,154 
5,150 
5,15s 

6,100 

5,102 
5,104 
5,106 

5,108 

5,170 
5,172 

5,176 
5,17  8 

5,180     J 

5,182 
5,184 
5,186 

5,188 

5,190 
5,10  2 
5,104 
5,106 
5,108 

5,200 

33°    l'42;'88S 

0    53,  623 
18      5,724 

26  10,491 
34    34,823 
42    51,  710 

33  50    30,  204 

34  7    51,  701 
16    14,  940 

24    30,651 

33       5,  023 
41    33,754 
50      3,  144 

34  58    34,  002 

35  7      6,  506 

15  40,  656 

24  16,  270 

32  53,  437 

41  32,  155 
50    12,  422 

35  58    54,  230 

36  7    37,  602 

16  22,  500 

25  8,  960 

33  56,  053 

42  46,  484 

36  51    37,  553 

37  0    30,  158 
0    24,20  5 

18    10,  063 

27  17,  160 
30    15,  882 
45    16,  120 

37  64     17,  800 

38  3    21,  1S2 
12    25,  083 

21  32,207 
30    40,  121 
30    40,  452 

40      0,  287 

38    58    12,  623 

30       7    26,456 

16    41,  784 

25    5S,  602 

35    16,  008 

44    30,  DOS 

30    53    5/,  OOS 

40       3    20,  714 

1-2    44,  033 

22  10,  621 

5,200 

5,202 
5,204 
5,200 
5,208 
5,2tO 
5,212 
5,214 
5,216 
5,218 
6,220 

5,222 
5,224 
5,226 
5,228 
5,2  3  0 

5,232 
5,234 
6,2  3  6 
5,23  8 

5,240 

5,242 
5,244 
5,240 
5,248 
5,250 
5,252 
5,254 
5250 
5,258 
5,260 
5,262 
6,264 
6,206 
6,208 
6,2  7  0 
5,272 
5,274 
5,276 
5,278 
5,280 

6,282 
6,284 
5,286 
5,288 
6,200 
5,2  0  2 
5,2  04 
5,206 
5,208 
6,300 

4o«22'lo;'021 

31    37,  774 
41       6,387 

40  60    36,457 

41  0      7,079 
0    40,  050 

10    15,364 
28    51,217 
38    28,  505 
48      7,223 

41  67    47,306 

42  7    28,  »20 
17    11,  008 
26    60,207 
36    42,  001 

46    20,  280 

42  66    17,  S75 

43  6       7,  854 
16    69,  217 
25    51,  050 
36    16,  073 
45    41,655 

43  55    38,  308 

44  5    36,  507 

15  36,  145 

25  37,037 

36  39,266 

45  42, 826 

44  56    47,  711 

45  6    53,  915 

16  1,430 

26  10,25  1 
30    20,371 

46  31,  783 

45  56    44,  480 
40      6    58,  455 

27  30^212 

37  47,070 
48       0,907 

46  68    27,256 

47  8    4S,  751 

10  11,  473 

20  33,415 
40      0,570 

47  60    26,  029 
4S       0    64,  484 

11  2:  ,  228 

21  53,  163 
32    24, 251 

48  42    50, 513 

5,300 

5,302 
5,304 
6,306 
5,308 
6,310 
5,312 
5,314 
5,316 
5,318 
5,320 

5,322 
5,324 
5,326 
5,328 
5,330 

5,332 
5,334 
5,336 
5,338 
5,340 

5,342 
5,344 
5,346 
5,348 
5,350 

5,352 
5,36' 
5,356 
5,358 
5,360 

3,362 
5,364 
5,366 
5,308 
5,370 

5,372 
6,374 
5,3  7  6 
5,378 

5,380 

5,382 
5,384 
5,386 
5,388 
6,390 
5,302 
5,304 
5,39fi 
5,398 
5,400 

48''42'  66;'513 

48  53    29,  031 

49  4      4,408 
14    40,203 
25    17,  040 

35  55,000 

40    34,  073 
40    57    14,252 

50  7    55,526 
18    37,  889 
20    21,330 
40      5,  841 

50  50    51, 412 

51  1    38,034 
12    25,  600 

23    14,  307 

34       4,  118 

44  54,  853 

51  55    16,  602 

52  6    30,  320 

17  33,  046 
28    27,  742 

39  23,  403 

52  50    20,  020 

53  1    17,683 

12  16,  082 
23    15,  607 
34    15,  848 

45  17,004 

53  66    10,237 

54  7    22,264 

18  26,  106 

20  30,  033 

40  36,  554 

54  51    43,018 

55  2    50.  315 

13  58,  434 
25      7,3  65 

36  17,097 
4  7    27,  618 

55  58    38, 010 

56  9    50,989 

21  3,815 
32    17,  388 
43    31,  697 

66    54    46,  729 

57  6      2,475 
17    18,  023 
28    36,  001 
30    53,  8s0 

57    5  1     12,  366 
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[log  At] 
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5,S02 
5,804 
5,806 
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5,814 
5,816 
5,813 
5,820 
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5,824 
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5,806 
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27       6,841 
37       6,  745 
47       5,  567 

95  57       3,  304 

96  6    59,954 
16    55,  514 
26    40,  984 

36  43,  359 

46  35,  640 

96  56    26,823 

97  6    16,  906 
16      5,889 
25    53,  768 
35    40,543 
45    26,212 

97  55    10,  772 

98  4    54,223 

14  36,  564 
24    17,  791 

33  57,  005 
43    36,  904 

98  53    14,  786 

99  2    51,  551 
12    2  7,  196 
22       1,722 
31    35,  126 
41       7,408 

99    50    38,  567 

9    37,  511 

19  5,294 

28  31,951 

37  57,  480 

47  21, 881 

100  56    45,  153 

101  6       7,296 

15  28,  308 
24    48,  190 

34  6,941 
43    24,  560 

101  52    4  1,  04  7 

102  1    56,402 
11     10,624 

20  23,  713 

29  35,  669 

38  46,  491 
47    56,  180 

102  57       4,  736 

103  6     12,  157 
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5,904 
6,906 
5,908 

5,910 

5,912 
5,914 
5,916 
5,9  18 
5,920 

5,922 
5,924 
5,926 
5,928 
5,930 

5,932 
5,934 
5,936 
5,9  38 

5,940 
5,942 
5,944 
5,946 
5,948 
5,950 
5,952 
5,9  54 
5,956 
5,958 
5,9  6  0 

5,962 
5,964 
5,9  0  6 
5,9  68 
5,970 

5,972 
5,974 
5,976 
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5,980 

5^9  8  4 
5,986 
5,988 
5,9  9  0 
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5,994 
5,996 
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n.ono 

103°    fi'  !2;'157 

15    18,  445 
24    23,  599 
33    27,  619 
42    30,  506 

103  51    32,  259 

104  0    32,878 
9    32,  365 

18    30,  718 
27    27,  939 

36  24,027 

45    18,  983 

104  54    12,  808 

105  3       5,501 

11  57,  063 
20    47,  495 

29  36,  796 

38  24,  969 

47  12,012 

105  55    57,  927 

106  4    42,  715 

13  26,  375 
22      8,909 

30  50,  318 

39  30,  601 

48  9,  761 

106  50    47,  797 

107  5    24,  711 

14  0,594 
22    35,  175 

31  8,727 

39    41,  160 
48    12,  475 

107  56    42,  673 

108  5    11,  755 

13    39,  723 
22       6,  577 
30    32,  318 
38    56,  947 
47    20,  466 

108  55    42,  876 

109  4      4,  178 

12  24,373 
20    43.  462 
29       !,447 

37  18,  329 
45    34,  109 

109    53    48,  789 

10    11,  853 
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6,002 
6,004 
6,006 
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6,012 
6,014 
6,016 
6,018 
6,020 

6,022 
6,024 
6,026 
6,028 
6,030 
6,032 
6,034 

6,038 
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6,042 
6,044 
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6,052 
6,054 
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6,088 
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23    18,  036 
31    19,  621 

39    20,  124 

111  55    17^  893 

112  3    15,  162 
1111,  355 

19       6,  476 

27  0,  524 
34    53,  503 
42    45,  413 
50    36,256 

112  58    26, 035 

113  6     14,  751 

14  2,  405 
21    48,  999 
29    34,  536 

37  19,  017 

45  2,  443 

113  62    44,  817 

114  0    26,  140 
8       6,415 

15  45,  643 
23    23,  825 
31       0,9  65 

38  37,  063 

46  12,  122 

114  53    46,   143 

115  1     19,   129 
S    51,  082 

16  22,  002 
23    51,  893 
3  1    20,  766 
38    48,  694 
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15    52,  464 
23     14,  ISS 
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6,100 
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6,108 
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6,118 
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6,144 
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35    56,  125 

43  6,833 
50    16, 552 

117  57    25,  285 

118  4    33,  032 
11    39,  797 
18    45,  582 
25    50,  388 

32    54,  217 
39    57,  073 
46    58,  950 

118  53    59,  870 

119  0    59,  816 

7    58,  797 
14    56,  814 
21    53,  869 
28    49,966 
35    45,  106 

42    39,  291 

49  32,  523 

119  56    24,  805 

120  3    16,  139 
10       6,  527 

16  55,  971 

23  44,  473 
30    32,  036 
37     18,  661 

44  4,  352 

50  49,  109 

120  57    32,936 

121  4    15,  834 
10    57,806 

17  38,  854 

24  IS,  980 
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122  4       0,498 
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122     30     10,018 
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«,274 
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43      9,383 
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28      9,138 
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47    12,965 
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123  59    51,  156 

124  6       8,950 
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18    41,  947 
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37  24,996 

43  37,  635 

49  49,  423 
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14  28,  102 
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26  42,390 

32  48,278 
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44  57,555 
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27  3,997 
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6,308 
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0,334 
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6,342 
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25  42,  640 
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130  4    21,  045 
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0,466 
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6,470 
6,472 
6,474 
6,476 
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6,480 
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6,488 

6,490 
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f., 500 

132»12'20;'29S 

17  31,  470 

22  4  1,  954 

27  51,  7  54 

33       0,  869 

38       9,  303 
43    17,  058 
48    24,  135 
53    30,535 

132  58    3«,  262 

133  3    41, 317 

8    45,  701 
13    49,  410 

18  52,465 

23  54,  849 

28  56,  570 
33    57,629 
38    58,030 
43    57,  772 
48    56,  859 

53  55,292 

133  58    53, 073 

134  3    50, 203 
8    46,085 

13    42,  519 
18    37,  709 
23    32,256 
28   26,  161 
33    19,426 
38    12,  063 
43      4,  044 
47    55,401 
52    46,  125 

134  57    36,218 

135  2    25,  681 

7  14,  518 

12  2,728 
16    50,  314 
21    37,278 
20    23,  621 

31       9,345 
35    54,452 
40    38,  944 
45    22,821 
50       0,086 

54  48,  741 

135  59    30,  787 

136  4    12,226 

8  53,  059 

13  33,289 

0,500 

6,502 
6,504 
6,506 
6,508 

6,510 

0,512 
0,514 
6,516 
6,518 
6,520 

0,522 
6,524 
«,52« 
«,528 

6,530 

0,532 
6,534 
6,536 
6,538 

6,541. 

6,542 
6,544 
6,546 
6,548 
6,550 

6,652 
6,554 
6,55« 
6,558 
6,560 

0,562 
6,564 
6,566 
6,568 
0,570 

6.672 
6,574 
6,576 
6,578 
0,580 

0,582 
6,584 
6,586 
6,588 
6,590 

0,592 
6,594 
0,596 

11,598 
«,6U0 

I36»18'12;'«16 

22    51,  943 
26    30,  371 

32  8,202 
3«    45,437 

41  22,078 

45  58,  127 
50    33,  685 
56      8,454 

136  69    42,  736 

137  4    16,431 
8    49,  642 

13   22,071 
17    54,018 
22    25,380 

2«    56,  176 

31    26,390 
35    6«,  029 
40    25,096 
44    53,689 

4»    21,  614 

63    48,869 

137  58    15,668 

138  2    41,  881 

7  7,541 

11  32,038 

15  57,  174 
20   21,  161 

24  44,  570 
29       7,  433 

33  29,741 
37    61,  496 

42  12, 700 

46  33,  363 
50    53,  467 

55    13,  014 

138  59    32,020 

139  3    50,493 

8  8,4  17 

12  25,  800 

16  42,643 

20    58,948 

25  14,71« 
29    29,  948 
33    44,  04« 
37    58,812 

42    12,447 
40    25,  551 
50    38,  128 
54    50,  178 

13'.i    S'.i        1,  71.2 
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[log  A  t, 

iv] 

log  At, 

[V] 

'}osAt] 

[V] 

,\o.r  At] 

[V] 

6,600 

6,602 
6,604 
6,606 
6,608 
6,610 

6,612 
6,614 
6,616 
6,618 

6,620 

6,622 
6,624 
6,626 
6,628 

6,630 
6,632 
6,634 
6, 636 
6,638 
6,640 
6,642 
6,644 
6,646 
6,648 

6,650 
6,652 
6,654 
0,656 
6,658 
B,li(;0 

6,602 
6,664 
6,6(;6 

6,670 

6,6  7  2 
6,674 
6,676 
6,678 

6,680 

6^684 
6,686 
6,688 

6,61)2 
6,694 
6,606 
6,698 
6,700 

UO'SO'   l''702 
140   3  12,  702 

7  23,  180 

11  33,  136 

15  42, 573 

19  51,  491 

23  59,  892 

28  7,  777 

32  15,  149 

36  22,  007 

40  28,  354 

44  34,  191 
48  39,  519 
52  44,340 

140  56  48,  655 

141  0  52,  405 

4  55,  771 

8  58,  576 

13  0,880 
17   2,685 

21   3,992 

25   4,802 

29  5,  117 

33  4,  938 

37  4,  267 

41  3,  104 

45  1,450 
48  59,  309 
52  56,  679 

141  56  53,  564 

142  0  49,  964 

4  45,  880 
8  41,  314 

12  36,267 

16  30,740 

20  24,  734 

24  18,  252 
28  11,  293 
32   3,  860 
35  55,  954 
39  47,  575 

43  38,  725 
47  29,  406 
51  19, 018 
55   9,  363 

142  58  58,642 

143  2  47,  456 
6  35,  807 

10  23,696 

14  11,  123 
143  17  58, 090 

6,700 
6,702 
6,704 
6,706 
6,708 
6,710 
6,712 
6,7  14 
6,716 
0,718 

6,720 

6,722 
6,724 
6,726 
6,728 

6,732 
6,734 
6,7  3  6 
6,738 
6,740 

6,742 
6,744 
5,746 
6,748 
6,750 

6,752 
6,754 
6,756 
6,758 
6,760 

6,702 
6,764 
6,766 
6,768 
6,770 

6,772 
6,774 

6,778 
6,780 
6,782 
6,784 
6,786 
6,788 
6,790 
6,792 
6,794 
6,798 
6,798 
6,800 

143"  17'  58;'09O 

21  44,699 
25  30,  650 
29  16,  245 
33   1,385 
36  46,  071 

40  30,  304 
44  14,  085 
47  57,  417 
51  40,  299 

55  22,  733 

143  59   4,  720 

144  2  46,  262 

6  27,359 

10  8,012 

13  48.  224 

17  27,  994 

21  7,  325 

24  46,  216 

28  24,  070 
32   2,  688 

35  40,270 
39  17,  418 

42  54,  132 
46  30,  415 

50   6,  267 

53  4  1,  689 

144  57  16,  682 

145  0  51,  248 
4  25,388 

7  59,  102 

11  32,  391 
15   5,258 

18  37,  702 

22  9,725 

25  41,  329 

29  12,  513 
32  43,  280 

36  13,  630 
3!l  43,  564 

43  13,084 

46  42,  190 
50  10,  884 
53  39,  166 

145  57   7,  038 

146  0  34,  50  1 

4   1,555 
7  28,  202 
10  54,  443 

14  20,  278 

146  17  45,  710 

6,802 
6,804 
6,806 
6,808 
6,810 
6,812 

6,818 
6,820 

6,822 
6,824 
6,826 
6,828 
6,830 

6,832 
6,834 
6,836 
6,838 
6,840 
6,842 
6,844 
6,846 
6,848 

6,850 

6,852 
6,854 
6,856 
6,858 
6,860 

6,8  6  2 
6,864 
6,866 

6,868 

6,870 

6,872 
6,874 
6,876 
6,878 

6,880 
6,882 
6,884 
6,886 
6,888 

6,8il0 

6,892 
6,894 
6,896 
6,898 
6,900 

146»17'45;'710 

21  10,  738 
24  35,364 

27  59,  589 
31  23,  414 
34  46,  840 
38   9,868 
41  32,498 
44  54,  733 
48  16,  572 

51  38,018 

54  59,  070 

146  58  19,  731 

147  1  40,  000 
4  5:',  879 
8  l'.i,  369 

11  38,  471 
14  57,  185 

18  15,  514 

21  33,  457 
24  51,010 

28  8,  191 

31  24, 984 

34  41,396 

37  57,  427 

41  13,  079 

44  28,  352 

47  43,  247 

50  57,  766 
54  11,  909 

147  57  25,  677 

148  0  39,  071 
3  52,092 
7   4,741 

10  17,  Oli) 
13  28,927 
16  40,  460 

19  51,  636 

22  2,  438 

20  12,  874 

29  22,  945 

32  32,650 

35  41,992 

38  50,  971 
41  59,  587 

45  7,843 

48  15,  738 

51  23,  274 
54  30,  451 

148  57  37,270 

149  0  43,  733 

6,900 

6,902 
6,904 
6,906 
6,9  0  8 

6,910 

6,912 
6,914 
6,9  16 
6,9  18 
6,920 

6,922 
6,924 
6,926 

6,928 

6,932 
6,934 
6,9  3  6 
6,938 

6,940 
6,9  4  2 
6,944 
6,9  4  6 
6,9  4  8 

6,950 
6,952 
6,954 
6,956 
6,958 
6,960 
6,962 
6,964 
6,966 
6,968 
6,970 
6,972 
0,974 
6,976 
6,978 
6,980 

6,9  82 
6,9  84 
6,986 
6,988 
6,990 

6,992 
6,994 
6,996 
6,9  9  8 
7,000 

149°  O'  43;'733 

3  49,  840 

6  65,  591 
10   0,989 
13   6,033 
16  10,  724 

19  15,  064 
22  19,  054 
25  22,693 
28  25,983 
31  28,925 
34  31,  520 
37  33,  768 
40  35,  671 
43  37,228 
46  38,  442 
49  39,312 
52  39,  840 
55  40,  027 
149  68  39,  873 
160   1  39,379 

4  38,  546 

7  37,374 

10  35,  865 

13  34,  020 

16  31,838 

19  29,  322 

22  26,  471 

25  23,287 
28  19,  771 

31  15,922 

34  11,  743 
37   7,233 
40   2,  394 
42  57,  226 

46  51,  730 
48  45,  907 
51  39,  758 
64  33,  283 
160  57  26,  483 

151   0  19,  3  59 

3  11,  913 
6   4,  143 

8  56,  052 

11  47,  640 

14  38,  90$ 

17  29,  856 

20  20,  485 

23  10,  797 

26  0,791 
151  28  50,  469 

46* 
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log  At] 


7,004 
7,006 
7,008 


7,014 
7,016 
7,018 


7,024 
7,026 
■,U2S 


7,034 
7,036 
7,038 

7,0411 

7,042 
7,044 
7,046 
7,048 
7,050 

7,052 
7,054 
,056 
,058 

7,060 
7,062 
7,064 
7,066 
7,06S 


7,07( 


7,080 

7,082 
7,084 
7,066 
,088 
7,090 

7,092 
7,094 
7,096 


151°28'5Ü,  469 


17,  612 
6,  031 


3,  452 

0,  906 


lii    3S,  11 
13  22,  s; 


29  44,  801 
32  27,  401 
35  9,  702 
37  51,  704 

40  33,  409 
43  14,  816 
45  55,  927 
48  36,  742 

51  17,262 


20  23,  696 
23  0,  726 
25  37, 471 


30  50,  103 

33  25,  991 
36  1,  596 
38  36,  918 
41  II,  957 


153  43  46, 714 


7,102 
7,104 
7,106 


7, IIS 

7,120 

7,122 
7,124 
7,126 

7,128 
7,130 

7,132 
7,134 
7,136 
7,138 
7,140 
7,142 


7,150 
7,152 


7,158 
7,160 

7,162 

7,164 
7,16« 


7,186 
7,188 
7,190 
7,192 


46  21, 190 
48  55,  380 
61  2«,  301 


56  36,  293 
153  59   9,372 


14  22,  039 

16  53,  188 

19  24,  064 

21  54,  668 

24  24,  999 
26  55,  059 
29  24, 849 
31  54, 368 
34  23,  618 
36  52,  598 
39  21,  311 
41  49,755 
44  17,  933 

46  45,  844 

49  13,  489 
51  40,  868 
54  7,  983 
56  34,  833 


6  19,  605 


23  12,917 

25  36,  642 
28  0,111 
30  23,  323 
32  46,  280 

35  8,981 
37  31,  428 
39  53,  621 
42  15,  561 


7,202 
7,204 


7,212 
7,214 
7,21« 
7,218 
7,220 
7,222 
7,224 
7,228 
7,228 
7,230 

7,232 
7,234 
7,236 
7,238 
7,240 
7,242 
7,244 
7,246 
7,248 
7,250 

7,252 
7,254 
7,256 
7,258 
7,260 


7,262 
7,264 
7,266 


7.272 
7,274 
7,276 
7,278 
7,280 

7,282 
7,284 
7,286 
7,288 

7,290 

7,292 
7,294 
7,296 


155'46'68','682 

49  19,  865 
61  40,  797 
64   1,478 


2,  022 
I,  706 


12  37,  96» 
14  56,  41! 


40  3,291 
42  18,  832 
44  34,  134 
46    49,  198 


49 


1124 


14,  599 
28,  008 
41,  181 

54,  121 

6,  828 
19,  301 


7,304 
7,30« 
7,308 


7,326 
7,328 
7,330 
7,332 
7,334 
7,336 
7,338 
7,340 

7,342 
7,344 
7,346 
7,348 
7,350 
7,352 
7,354 
7,356 
7,358 


1,360 

:,362 
r,364 
r,366 
«,368 


7,360 

7,382 
7,384 
7,386 
7,388 
7,390 
7,392 


li7»3«'40;'479 


58,  771 

7,  59  1 


32 

681 

40 

59  8 

48 

291 

55 

761 

3 

010 

10 

038 

16 

844 

23 

430 

47 

877 

53 

06« 

58 

338 

3 

393 

8 

231 

12 

652 

17 

258 

21 

447 

25 

422 

29 

182 

32, 

728 

44,  777 
47,  258 
49,  527 
5),  586 


5«,  49» 

57,  716 

58,  725 
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[log^« 

[V] 

[logAt] 

[V] 

[log  At] 

[Vi 

[los  At] 

[V] 

7,400 
7,402 
7,404 
7,406 
7,408 
7,410 

7,412 
7,414 
7,416 
7,418 
7,420 

7,422 
7,424 
7,420 
7,428 
7,430 
7,432 
7,434 
7,436 
7,438 
7,440 

7,442 
7,444 
7,446 
7,448 

7,450 
7,452 
7,454 
7,456 
7,458 
7,400 

7,462 
7,464 
7,466 
7,468 
7,470 

7,472 
7,474 
7,476 
7,478 
7,480 

7,482 

7,484 
7,486 
7,488 
7,490 
7,402 
7,4!I4 
7,41)6 
7,4  9  8 

7,500 

15il°22'  50;'l52 
24  54,  680 
26  53,  016 
28  51,  143 
30  49,  068 
32  46,  790 
34  44,  311 
36  41,630 
38  38,  748 
40  35,  665 

42  32,  382 

44  28,  899 
46  25,  217 
48  21,  335 
50  17,  255 
52  12,  977 
64   8,501 

56  3,  827 

57  58,957 

159  59  53,  890 

160  1  48,  626 

3  43,  167 
5  37,  512 
7  31,  662 
9  25,  617 
11  19,  378 
13  12,  945 

15  6,319 

16  59,  500 
18  52,  487 
20  45,  283 
22  37,  886 
24  30,  298 
26  22,  518 
28  14, 548 

30  6,  387 

31  58,  037 
33  49,  496 
35  40,  766 
37  31,  847 

39  22,  740 
41  13,  444 

43  3,961 

44  54,290 

40  44,432 

48  34,  388 

50  24, 157 
52  13,  740 

54  3,  137 

55  52,  349 
160  57  41,  377 

7,500 
7,502 
7,504 
7,506 
7,508 
7,510 

7,512 
7,514 

7,516 
7,518 
7,520 
7,522 
7,524 
7,526 
7,528 
7,530 

7,532 
7,534 
7,536 
7,538 
7,540 
7,542 
7,544 
7,546 
7,548 
7,550 

7,552 
7,554 
7,556 
7,558 
7,560 

7,562 
7,564 
7,566 
7,568 
7,570 
7,572 
7,574 
7,576 
7,578 

7,580 

7,582 
7,584 
7,586 

7,588 

7,590 

7,592 
7,594 
7,596 
7,598 

7,600 

160''57'  4i;'377 

160  59  30,  219 

161  1  18,  878 

3  7,  353 

4  55,  644 

6  43,  753 
8  31,678 
10  19,  421 

12  6,983 

13  54,  362 

15  4  1,  56  1 

17  28,  578 
19  15,415 

21  2,072 

22  48,  549 
24  34,  846 
26  20,964 

28  6,904 

29  52,664 
31  38,247 
33  18,  652 
35   8,  880 
3  6  53,  9  30 
38  3S,  804 
40  23,  501 

42  8,  023 

43  52,  368 
45  36,  539 
47  20,  534 
49   4,  354 

60  48,  001 

52  31,  473 

54  14,  771 

55  57,  897 
57  40,  849 

161  69  23,  628 

162  1   6,235 
2  48,  671 
4  30,  934 

6  13,  026 

7  54,  948 
9  36,  698 

12  59,  689 
14  40,  929 
16  22, 000 

18  2,902 

19  43,  635 
21  24, 200 
23   4,  597 

162  24  44,  826 

7,600 

7,602 
7,604 
7,606 
7,608 

7,610 
7,612 
7,614 
7,616 
7,618 
7,620 
7,622 
7,624 
7,626 
7,628 
7,630 
7,632 
7,634 
7,636 
7,638 
7,640 
7,642 
7,644 
7,646 
7,648 
7,650 

7,652 
7,654 
7.656 
7,658 
7,660 
7,662 
7,664 

7,670 

7,672 
7,674 
7,676 
7,678 
7,680 

7,682 
7,684 
7,686 
7,688 
7,690 

7,692 
7,694 
7,696 
7,698 
7,700 

162''24'44;'826 
26  24,  888 

28  4,783 

29  44,  510 
31  24,  072 

33  3,467 

34  42,  696 
36  21,  760 

38  0,669 

39  39, 392 

41  17,  962 

42  56,  367 
44  34,  607 

46  12,685 

47  50,599 
49  28,  350 

51  5,938 

52  43,  364 

54  20,  628 

55  57,  730 

57  34,  670 

162  59  11, 450 

163  0  48, 068 
2  24,  520 

4  0,824 

5  30,  961 

7  12,  940 

8  48,  768 

10  24,  418 

11  59,  919 

13  36,  261 

15  10,  446 

16  45,472 

18  20,  341 

19  55,  053 
21  29,  608 

23  4,006 

24  38,247 

26  12,  333 

27  46,  263 

29  20,  037 

30  53,  656 
32  27,  121 

34  0,  430 

35  33,  585 

37  6,  587 

38  39,434 
40  12,  128 
414  1,  669 
43  17,  057 

163  44  49, 292 

7,700 

7,702 
7,704 
7,706 
7,708 
7,710 

7,712 
7,714 
7,716 

7,718 

7,720 
7,722 
7,724 
7,726 

7,728 

7,730 

7.732 
7.734 
7,736 
7,738 
7,740 

7,742 
7,744 

7,746 
7,748 
7,750 

7,752 
7,754 
7,756 
7,758 

7,760 

7,7  62 
7,764 
7,766 
7,768 
7,770 

7,772 
7,774 
7,776 
7.778 
7,780 

7,782 
7,784 
7,786 
7,788 
7,790 

7,792 
7,794 
7,796 
7,798 
7,800 

163°44'49;'292 

46  2t,  375 

47  53,  306 

49  26,  085 

50  56,  713 

52  28,  190 

63  69,515 
55  30,  690 
57   1,  715 

163  58  31, 589 

164  0   3,314 

1  33,889 

3  4,315 

4  34,  592 

6  4,721 

7  34,  701 
9   4,  533 

10  34,216 

12  3,  753 

13  33,  142 

15  2,384 

16  31,  479 

18  0,428 

19  29,  230 

20  57,  887 

22  26,  398 

23  54,  763 

25  22,  984 

26  51,  059 

28  18,  990 

29  46,  776 

32  41,  917 
34   9.  272 

36  36,  484 

37  3,  652 

38  30,  478 

39  57,  261 

41  23,  903 

42  50,402 

45  42,  975 

47  9,  050 

48  34,  9S3 

50  0,  776 

51  26,  429 

62  51,  942 

54  17.  3  14 

55  42,  547 
57   7.  640 

164  68  32, 595 
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}os  At] 

:..,,                   - 

r.-.i(            i- 

1-U'.i/                         i 

7.800 

7.802 
7,804 
7,806 
7, SOS 
7,81U 

7,812 
7, SU 
7,816 
7,818 
7,S20 

7,822 
7,824 
7,820 
7,828 
7,830 

7,832 
7,834 
7,836 
7,838 
7,840 
7,842 
7,841 
7,846 
7,848 
7,850 

7,852 
7,854 
7,850 
7,858 
7,860 

7,862 
7,864 
7,866 
7,868 
7,870 

7,872 
7,874 
7,876 
7,878 
7, SSO 
7,SS2 
7,884 
7,886 
7,88S 
7,890 

7,892 
7,894 
7,89« 

7,898 
7,900 

184»58'32;'5«5 

164  59    57,  410 

165  1    22,087 
2    46,  «25 

4  11,025 

5  35,287 

6  59,  4  12 

8  23,  399 

9  47,  249 

11  10,  963 

12  34, 539 

13  57,979 

15  21,  2S3 

16  44,  451 

18  7,484 

19  30,  380 

20  53,  142 

22  15,709 

23  38,261 

25  0,619 

26  22,843 

27  44,  932 

29  6,  888 

30  28,710 

31  50,400 

33  11,  956 

34  33,  379 

35  54, 070 

37  15,  S29 

38  36,855 

39  57,  750 

41  18,513 

42  39,  145 

43  59,  646 

45  15,016 

46  40,  256 

48  0,  365 

49  20,  343 

50  40,  192 

51  59,911 

53  19,  501 

54  38,  962 

55  58,  293 
67    17,496 
58    36,570 

165  59    55,  516 

166  1    14,  334 

2  33,  024 

3  51,  587 
5    10,022 

106      6    2S, 330 

7,900 
7,902 
7,904 
7,906 
7,908 
7,910 

7,912 
7,914 
7,9  16 
7,918 

7,920 

7,922 
7,924 
7,926 
7,92S 
7,930 
7,932 
7,934 
7,936 
7,935 
7,940 

7,942 
7,944 
7,946 
7,94S 
7,950 

7,952 
7,954 
7,050 
7,958 
7,960 

7,962 
7,9  6  4 
7,966 
7.96S 

7,970 

7.972 
7,974 
7,976 
7,S7S 

7,980 

7,982 
7,984 
7,986 
7,988 
7,990 

7,992 
7,994 
7,996 
7,998 

8,000 

16fl«    6'28','330 
7    48,  511 
9       4,  565 

10  22,  493 

11  40,  291 

12  57,  970 

14  15,  51» 

15  32,  U44 

16  50,  242 

19  24,  465 

20  41,389 

21  58,  ISb 

23  14,864 

24  31,  415 

25  47,842 

28  20^  .127 

29  36,  3S4 

30  52,  319 

32  8,  130 

33  23,  820 

34  39,  386 

35  54,  831 

37  10,  154 

38  25,  356 

40    55!  395 

42  10,  232 

43  24,  949 

44  39,  546 

45  54,022 

47  8,378 

48  22,614 

49  36,  730 

50  50,  727 

52  4,  604 

53  18.  363 

54  32, 002 

55  45,523 

56  58,926 

58    12,210 

166  59    25,  376 

167  0    3^,  424 
1     51,355 

3  4,  168 

4  10,864 

5  29,443 

6  41,  905 

7  51.  251 

107      '.1      1..  liin 

8,000 
8.002 

8,004 
8,006 
8,008 
8,010 

8,012 
8,014 
8,016 
8,018 

8,020 

8.022 
8,024 
8, »26 
8.028 

8,030 

8,032 
8,034 
8,036 
8,038 
8,040 

8,042 
8,044 
8,046 
8,048 
8,050 

8,052 
8.054 
8,0.16 
8,058 
8,060 

8,062 
8,064 
8,066 
S,00S 

8,070 

8,072 
S,074 
S,076 
8,078 

8,080 
8,082 
8,084 
8,0  86 
8,088 
8,090 

8,092 
8,094 
8,096 
>.09S 

107»    9'     .i;'4H0 

10  18,  593 

11  30,  590 

12  42,  471 

13  54,237 

15  5,  SS7 

16  17,422 

17  28,  842 

18  40,  148 

19  51,  338 

21  2,415 

22  13,  377 

23  24,  225 

24  34,05'.! 

25  15,  5S0 

2«    56,  0^7 

2S       6,4  82 

29  16.  763 

30  2«,  «31 

31  36,  9S7 

32  46,  !I30 

33  50,  762 

35  6,481 

36  16,088 

37  25,584 

38  34,  '168 

39  44. 211 

40  5;),  4o:t 

42  2,4  54 

43  11,395 

44  20,225 

45  28,  945 
4«    37,  551 

47  4«,  054 

48  54,  444 

50  2,725 

51  10.  SUO 

52  18,958 

53  26,911 

54  34,755 

55  42,491 

56  50,  119 

57  57,  638 

167  59       5,  049 

168  0    12,  352 

1  19,548 

2  26,  636 

3  33,  617 

4  40,  401 

5  47,  25^ 
16s       6    .11.  'Jls 

8,100 

8,101 
8,104 
8,100 
8,108 
8,110 

8,112 
8,114 

8,116 

t.,120 

8,122 
8,124 
8,126 
8,128 

8,130 
8,132 
8,134 
>.,136 

8,142 
8,144 
s,146 
8.141 

S.150 
8.152 
',,\bi 

s.l.l» 
s,i;8 

>>,160 

S162 
»«,164 

>!.172 
8,174 
>,176 

8,180 

8,182 
8,184 

8,180 

8,188 
8,190 

8,1112 
S,I94 

-.195 
S.200 

108"    «'  53','918 
8      0,472 

10  13.  2<:\ 

11  l'J,   4'J6 

12  25,625 

13  31,  649 

14  37,567 

15  43,  3M 

16  49,  0s9 

17  54,6'.i2 

19  0,190 

20  5,  5',4 

21  10. S73 

22  16,  U59 

23  21,  140 

24  26,  117 

25  30,  9'Jl 

26  35,  762 

27  40,  429 

28  44,  993 

29  4  9,  454 

30  53,  8  12 

31  58,  OON 

33  2,221 

34  0,272 

35  10,221 

36  14,068 

37  17,  Sl:} 
3  8    2  1 ,  4  .)  7 

39  24,  '.'99 

40  28,  440 

41  31,781 

42  35,020 

43  3>«,  löJ 

44  41,  197 

45  44,  13.) 

46  46,  972 

47  49,  710 

48  52,  348 

49  54,886 

50  57,  325 

51  59,064 

53  1,904 

54  4,046 

55  6,088 

56  8,  032 

57  9,877 

58  11,  624 

168  5!»    13,  273 

169  0    14,  824 
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3/  B] 

r  3/  B] 

r  3/  B 

3/  5] 

\\/t] 

[V] 

[v/t] 

\v] 

Wt] 

[V] 

[\/t] 

[v] 

40000 

16S''49'  s;'595 

30000 

17l''38'  14;'064 

20000 

174°26'  8;'639 

10000 

m'iy  iii;'os2 

:i9S0O 

52  32,  354 

29800 

41  36,  171 

19800 

29  29,571 

9800 

16  3(1,  312 

3ü(i00 

55  50,  075 

29600 

44  58,250 

19600 

32  50,484 

9600 

19  50,  534 

a94iio 

108  59  19,  759 

29400 

48  20,  300 

19400 

36  11,379 

9400 

23  16,  746 

39200 

169   2  43,  405 

29200 

51  42,  323 

19200 

39  32,255 

9200 

26  36,949 

39000 

6   7,014 

29000 

55   4,318 

19000 

42  53,  114 

9000 

29  57,  144 

36800 

9  30,  5Sü 

28800 

171  58  20,  286 

18800 

46  13,  954 

8800 

33  17,  330 

36(i00 

12  54,  121 

28600 

172   1  48,227 

18600 

49  34,  777 

86  00 

36  37,  508 

3'.4ÜO 

16  17,  620 

2S400 

5  10,  141 

18400 

62  55,  5S2 

8400 

39  67,678 

:ts2nii 

19  41,  0S2 

28200 

8  32,  027 

18200 

66   1,370 

8200 

43  17,  840 

asnoo 

23   4,  508 

28000 

11  53,  888 

18000 

174  59   7,  141 

8000 

4  6  37,994 

37SO0 

26  27,  898 

27800 

15  15,  721 

17800 

175   2  42,895 

7800 

4  9  5  8,  14  1 

H  7  (>  (1 0 

29  51,  262 

27600 

18  37,529 

17600 

6  18,  632 

7600 

53  18,280 

37400 

33  14,  571 

27400 

21  59,  310 

17400 

9  39,  352 

7400 

56  3k,  412 

372(10 

36  37,  854 

27200 

25  21,066 

17200 

13   0,05(1 

7200 

177  59  5S,  53S 

37000 

40   1,  102 

27000 

28  42,  796 

17000 

16  20,  744 

7000 

178   3  18,  656 

3t.S(IO 

43  24,315 

26800 

32   4,500 

16800 

19  41,416 

6800 

6  38,  768 

ülil.llO 

46  47,493 

26600 

35  26,  179 

16600 

23   2,072 

6600 

9  58,  874 

31.400 

50  10,  636 

26400 

38  47,  833 

16400 

26  22,  712 

6400 

13  18,  973 

30200 

63  33,  745 

26200 

42   9,  462 

16200 

29  43,  337 

6200 

16  39,060 

3f,000 

169  56  56,  820 

26000 

45  31,  066 

16000 

33   3,947 

6000 

19  59,  154 

3SS(I0 

170   0  19,  S6Ü 

25S00 

48  52,  646 

16800 

36  24,  642 

5800 

23  19,  236 

351,00 

3  42,  S67 

25600 

52  14,202 

15600 

39  45,  122 

26  39,  312 

3 -.4  00 

7   6,S40 

25400 

55  35,  733 

15400 

43   5,  687 

5400 

29  59,  383 

352ö0 

10  2H,  779 

26200 

172  58  57,240 

15200 

46  26,  237 

5200 

33  19,  449 

3  i  0(10 

13  51,  CSS 

25000 

173   2  18,  724 

15000 

49  46,  774 

5000 

30  3«,  510 

34V00 

17  14,668 

24800 

5  40,  184 

14800 

5  3   7,29  6 

4800 

39  59  5  67 

341.00 

20  37,  398 

24600 

9   1,  620 

14600 

56  27,  804 

4  (1  0  0 

43  1  9,  619 

34400 

24   0,  205 

24400 

12  23,  033 

14400 

175  59  48,  298 

4400 

34200 

27  22,  979 

24200 

15  44,  424 

14200 

176   3   8,779 

4200 

49  69^  -10 

34000 

30  45,  722 

24000 

19   5,  791 

14000 

6  29,247 

4000 

53  19,  749 

33S0Ü 

34   8,432 

23800 

22  27,  136 

13S00 

9  49,  701 

3^00 

66  39,  785 

33(100 

37  31,  110 

23600 

25  48,458 

13600 

13  10,  143 

3600 

178  59  50,  817 

33400 

40  53,  756 

23400 

29   9,  759 

13400 

16  30, 571 

3400 

179   3  111,  846 

33  2  00 

44  16,  371 

23200 

32  31,  037 

13200 

19  50,  987 

3200 

6  39,  h72 

33000 

47  3S,  954 

23000 

35  52,  293 

130(10 

23  11,391 

3  0  0  0 

9  69,  894 

32S00 

51   1,506 

22800 

39  13,  527 

12S00 

26  31,  782 

2800 

13  19,914 

32000 

54  24,  027 

22600 

42  34,  740 

l2(;oo 

29  52,  162 

26  0  0 

16  3  9,  931 

32400 

170  57  46,  517 

224(10 

45  55,  932 

12400 

33  12,529 

2400 

19  5  0,  940 

32200 

171   1   8,977 

22200 

49  17,  102 

12200 

36  32,  885 

2200 

23  19,  95  8 

32000 

4  31,  406 

22060 

62  38,  252 

12000 

39  53,  229 

2000 

26  3  9,9(19 

31S00 

7  5  3,  805 

21800 

55  59,  381 

11800 

43  13,  562 

ISOO 

2  9  5  9,  !I7  7 

3l(;oü 

11  16,  174 

21600 

173  59  20,  489 

11600 

46  33,  884 

KiOO 

33  19,  984 

31400 

14  38,  513 

21400 

174   2  41,  577 

11400 

49  54,  195 

1400 

36  39,  089 

31200 

18   0,822 

21200 

6   2,  645 

1  120O 

53  14,  496 

1200 

39  59,  993 

31000 

21  23,  102 

21000 

9  23,  693 

11000 

56  34,  785 

1000 

43  19,  996 

30S00 

24  45,  352 

20800 

12  44,  721 

10800 

176  59  65, 064 

800 

46  39,  998 

30(100 

28   7,573 

20600 

16   5,  729 

10600 

177   3  15,333 

600 

49  59,999 

30400 

31  2»,  766 

20400 

19  26,  718 

10400 

6  35,  693 

400 

53  20,000 

30200 

34  51,  929 

20200 

22  47,688 

10200 

9  55,  842 

200 

179  56  40,  000 

30000 

171  38  14,  (I(i4 

26000 

174  26   8,  639 

10000 

177  13  16,  0  82 

0 

ISO   0   0,0  00 
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G.viss  an  TEn^cke,  Göttinj^en  lS15*i.l 
[Zur  Berechnung  der  vorstehenden  Tafel  fiir  dii'   parabolisclie  Bewegung.] 
Auflösung  der  Gleichung 

a  tang  |  v  ~  ,3  tang  |  v'  =  A, 
wo  A  durch  seinen  Logarithmus  gegeben  ist  und 

a  =  2.20G2G5      u.   genau     logo  =  5,61  545  51288  4044 
{i  =  ^-.  20()2()r)  log|3  =  5,13833  38741  2078. 

Es  sei  V  derjenige  Winkel  in  runden  2(>""  von  Secunden,  welcher  v  am 
nächsten  kommt ;    man  berechne 

»tangjr    ,    ßtangjF'    _ 
lA         ^         A  ^       ' 

welches  von   1   sehr  wenig  verschieden  sein  wird.     Sodann  hat  man 

v  =  V-^!\—mA  cos  f  (^^)* ; 

um  diese  Formel  berechnen  zu  können,  bedii'ut  man  sicli  für  v  desjenigen 
Werths,  den  die  BARKERsche  Tafel  gibt  **\  indem  man  mit  „  JoMr'  '  "^  eingeht 
(oder  mit  dem  Logarithm  dieser  Grösse.     Hier  ist 

^«göT»  =  ß'"^^^606'   -10]. 

Beispiel:  log^  =  G,1G6. 
Hier  gibt  die  BARKERsche  Tafel 


wir  setzen  also 


V 

= 

120' 

37' 

IS','67, 

V 

_ 

12(1 

37 

20 

i 

V 

+v) 

= 

60 

18 

39,66' 

•5 

[*j  Vgl.  Gauss  an  Oi.bers,  2».  Mai  isij,  S.  :i50.] 

*•)  Wenn  es  nüthig  ist,  kann  man  die  Rechnung  mit  dem    a\i3    der  Formel  gefundenen  verbesserten 
Werthe  wiederholen. 
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tang^-F 0,24402  38G(34 

4 9,44945  51288 

9,69347  89952  Zahl  0,49371  80388  54 

tanglF^ 0,73207  1  5992 

4 8.97233  38741 

A 

9,70440  54733      0.50629  71390  22 

m  =   1.00001  51778  76 

1  — »« 5,181  21 09„ 

4loo'COS  ^4^=  8.779  4436 

A 6,166  0000 

0,1266545„  Zahl  —  i;'33861. 

Also 

V  =  120''37'1S';66139. 

Die  Wiederholung  mit  ^-^ —  =  60"  18'34','G65    gibt    kein    verändertes  Resultat. 

Um  zu  einem  Logarithmen  J  die  Zahl  m  zu  finden,  dient  folgendes  Ver- 
fahren. Es  sei  L  der  nächste  Logarithm  der  Tafeln  und  M  die  dazu  ge- 
hörige Zahl.      Sodann  hat  man 

Tif  ,     {l-L\\lhnM' 
m  =  M-| jr- • 

wo  k  der  Modulus  der  BRiGcischen  Logarithmen  und  logy  =  0,362  2157. 
Beispiel : 

l 9.69347  90052 

L 9,69348  07203  M  =  0,49372 

0, 17151 

l—L 4,234  2894„ 

ilog(»iM)  =  9,693  4799 

\    0,3622157 

4,289  9850„  Zahl  —  0, 19497  8 

m  =  0,49371  80502  2. 

Sie  könnten  nun  den  Anfang  machen  (um  dies  Beispiel  mit  benutzen  zu 
vir.  4  7 
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können^    von   log^4  =  G.16ü,    welches   ungefähr   in    die  Mitte    der  Tafel   fällt, 
vorwärts  zu  gehen,  indem  Sie 

log  .4  =  6,230 

log -4  =  6,294 

log-4  =  6,35S  etc. 
setzen,  während  ich,  so  wie  ich  Zeit  habe,  rückwärts  gehe,  wozu  Sie  sich 
Vegas  Thesaurus  Logarithmorum  von  der  Bibliothek  nehmen  können,  da  ich 
mein  Exemplar  hiebei  selbst  anwende.  Die  Gründe  der  Vorschriften  werden 
Sie  leicht  selbst  ent%^ickeln  können.  Dies  Blatt,  wovon  ich  keine  Abschrift 
behalten  habe,   erbitte  icli   mir  bald  zurück.  G. 


Gauss  .in  Olbers,  Göttingen,    IG.  Februar  1816. 

Ich  sehe  aus  Ilixem  Briefe  nicht  bestimmt,  ob  Blkckhardts  neue 

Tafel  in  der  C[onn.l  d[esl  t[ems]  abgedruckt  oder  bloss  angezeigt  ist.  Im  erstem 
Fall  bitte  ich  mir  ein  paar  auf  einander  folgende  Glieder  mitzutheilen.  Ich 
selbst  habe  eine  ganz  ähnliche  Tafel  in  müssigen  Stunden  angefangen  und 
bereits  zum  grössern  Theile  vollendet.  AVahrscheinlich  ist  aber  doch  noch 
einiger  Unterschied  in  der  Einrichtung.  Ich  habe  die  Tafel  durchgehends 
auf  100000  Theile  der  Secunde  berechnet,  um  die  Hunderttheile  bis  auf 
wenige  Ausnahmen)  immer  gewiss  zu  geben ;  meine  Argumente  wachsen  immer 
um  0,001,  aber  sie  sind  von  den  Logarithmen  der  Tage  in  Lacailles  Tafel 
um  eine  Constante  verschieden,  die  so  gewählt  ist,  dass  die  absolute  Zahl  der 
Logarithmen  für  unendlich  kleine  Anomalien  diesen  selbst  in  Secunden  gleich 
ist.  Für  die  ersten  1 1°  gebe  ich  die  Zahlen  selbst,  wo  dann  das  Interpoliren 
sehr  leicht  ä  vue  geschehen  kann,  da  die  Differenz  immer  sehr  wenig  von 
100  abweicht.     Hier  einige  Proben  [*)]: 


Argiim. 

8000 

2°  13'  18;'00 

8100 

14    57,92 

99;'92 

8200 

16    37,84 

99,92 

8300 

18    17,76 

99,92 

8400 

19    57,68 

99,92 

G.il'ss  gibt  drei  Proben,  von  denen  hier  nur  die  erste  abgedruckt  ist.] 
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Die  Tafel  wird  etwa  bis   167"   oder  169"  fortgehen,    uud  füi"   den 

Schluss  bis  180"  wird  wieder  eine  andere  Einrichtung  stattfinden,  wobei  man 
dieselbe  Bequemlichkeit  hat  wie  im  Anfange,  so  dass  die  Tafel  eine  absolute 
Vollständigkeit  hat  und  auch  sonst  für  cubische  Gleichungen  mit  Vortheil 
gebraucht  werden  kann.  Bis  jetzt  ist  die  Tafel  erst  für  die  Hälfte  der  Ar- 
gumente berechnet ;  durch  eine  bequeme  Interpolationsmethode,  die  fast  nichts 
als  das  Schreiben  erfordert,  wird  das  übrige  ausgefüllt  werden,  so  dass  sie 
zusammen  etwas  über  4000  Glieder  enthalten  wird.  Die  Differenz  348"58  ist 
das  Maximum.  Ich  habe  diese  Tafel  schon  im  vorigen  Jahre  bei  Ihrem  Co- 
meten  mit  Vortheil  angewandt 


[4.] 


Astronomische  Nachrichten.     Band  XX.     Nr.  4  7  4.     Seite  2  9 <).     1843  April  13. 

Schreiben  des  Herrn  Hofraths  Gauss  an  den  Herausgeber. 
Göttingen  184  3  April  1. 
Um  aus  Elementen  für  eine  gegebene  Zeit  einen  Ort  zu  berechnen, 
brauche  ich  zur  Berechnung  der  Anomalie  gern  die  BuRCKHAROTsche  Tafel,  die 
aber  nur  bis  16 3°  4 5'  geht,  und  daher  füi*  den  gegenwärtigen  Stand  des  Co- 
meten  nach  Herrn  Gälles  Elementen  unzureichend  wird.  Barkers  Tafel  reicht 
zwar  überall  aus,  wird  aber  bei  grossen  Anomalien  wegen  des  beschwerlichen 
Interpolirens  sehr  unbequem.  In  solchen  Fällen  pflege  ich  ein  besonderes 
Verfahren  anzuwenden,  dessen  Mittheilung  Ihnen  vielleicht  angenehm  sein  wird. 
Ist  M  die  Zahl,  mit  der  (oder  für  grössere  Werthe,  mit  deren  Logarithmen) 
man    in    die    BARKERSche    Tafel    eingehen    müsste ,    also    31  =     '^'sc  enzei_  ^    ^^^ 

n  q^' 

logw  =  0,039  8723,  so  setze  ich  log  gg„  =  3P,  und  suche  in  meiner  kleinen 
Logarithmentafel,  A  und  B  in  der  dortigen  Bedeutung  genommen,  der  Glei- 
chung ^A-\-2B  =  ZP  Genüge  zu  leisten,  was  immer,  wenn  P  gross  ist,  sehr 
schnell  bewirkt  wird.  Ist  dann  a  die  zum  Logarithmen  Ä  gehörige  Zahl,  so 
wird,  die  Anomalie  =  v  gesetzt, 

tang4-v  =  \/[^a)     oder     logtang^-u  =  4- 'J.-!- log  3). 

47* 
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Auch  der  Logarithm  dos  Radius  Vector  wird  dann  äusserst  bequem  be- 
rechnet, indem  mau  mit  A-\-\ogd  wieder  in  die  erste  Columne  eingeht,  oder 
A-rlog^  —  A*  und  die  dazu  gehörige  Grösse  in  der  zweiten  Columne  =  B* 
[setzt"!,  wodurcli  sogleich  der  Logarithm  des  Radius  Vector  =  ^  *-|-jB*-|-log^ 
wird. 

Die  indivecte  Auflösung  jener  Gleichung  geschieht,  wenigstens  für  die 
ersten  Wnsuche,  etwas  bequemer  und  fast  ä  vue  in  der  Form  C  =  P-fi-ß; 
man  kann  zuerst  P  in  der  dritten  Columne  aufsuchen,  oder  P  =  C  und  die 
dazu  gehörige  Grösse  in  der  zweiten  Columne  =  B'  setzen,  dann  PA-^B'  =  C" 
und  dazu  aus  der  Tafel  die  Grösse  der  zweiten  Columne  =  B",  dann  wo  nöthig) 
P-f  J-JB"=  C"  und  dazu  gehörig  B'"  nehmen  u.  s.  w.,  welche  Rechnung  sehr 
schnell  zum  Stillstand  kommt.  Will  man  sich  mit  der  Genauigkeit,  welche  fiinf- 
ziffrige  Logarithmen  geben,  nicht  begnügen,  so  kann  man  die  ^LiXTHiEssENSche 
Tafel  (welche  ich  sonst  wegen  der  unzeitigen  Öconomie,  w^omit  sie  ganz  un- 
nöthigcrweise  gedruckt  ist,  nicht  gern  gebrauche  hier  mit  Vortheil  zu  Hülfe 
nehmen,  was  ich  aber  lieber  erst  dann  thue,  wenn  ich  durch  die  kleinere 
Tafel  die  beiden  Stellen,  zwischen  welchen  der  Definitivwerth  von  .4  fällt, 
schon  bestimmt  habe,  und  dann  wende  ich  lieber  die  Gleichung  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Form   3^-I-2J5=  3P  an. 

Soll  z.  B.  die  Anomalie  für  Febmar  48,33333,  oder  für  die  Zeit  nach 
der  Sonnennähe  20^87603  bestimmt  werden,  so  ist  nach  Galles  Elementen 

q' 7,080  9490  20.87663 1,319  6604 

WV16875    2,1534942  9,234  4432 

Const.   Logarithm   =9.234  4432  2,085  2172 

Also   3P=  4.170  4344 
P=  1.390  1448. 

Mit  den  kleinen  Tafeln  findet  sich  daraus 

B'  =  0,01806  C"  =  1,39616 

B"=  0.01781  C"  =  1,39608, 

womit  die  Rechnung  schon  steht,  uiid  A  =  1,37827  wird,  ;^Li^THIESSE^•s  Tafel 
gibt  genauer  A=  1,3782739.     Die  weitere  Rechnung  wird  dann 
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A=^  1,3782739 

3 0,477  1213 

1,855  3952 

0,927  6976  =  logtang    83"  15'  49','53 
und  die  wahre  Anomalie  =  166   31    39,06. 

Ferner  gehört  zu 

A*  =  1,855  3952 
B*=  0,0060170 

q 8,053  9660 

Logarithm  des  Radius  Vector  =9,915  3782. 

Man  sieht  übrigens,  dass  diese  Methode  nichts  weiter  ist,  als  eine  in- 
directe  Auflösung  der  bekannten  cubischen  Gleichung  zwischen  der  Tangente 
der  halben  Anomalie  und  der  Sectorfläche,  und  zugleich,  dass  meine,  oder  für 
schärfere  Rechnung  die  MATTHiESSENsche  Logarithmentafel  auf  ganz  ähnliche 
Weise  zu  einer  sehr  bequemen  Auffindung  aller  reellen  Wurzeln  jeder  al- 
gebraischen Gleichung,  die  nicht  mehr  als  drei  effective  Glieder 
liat,  benutzt  werden  kann,  wie  ich  in  Beziehung  auf  die  quadratische  Glei- 
chung unlängst  bei  der  letzten  Ausgabe  der  VEGASchen  Logarithmentafel  schon 
ii,ezeigt  habe. 


BEMERKUNGEN. 


In  der  »Zeitschrift  für  Astronomie,  herausgegeben  von  Lindenau  und  Bohnenberger«,  Erster  Band, 
Kteht  in  der  von  LiNDENAU  im  November  1 8 1 5  entworfenen  Einleitung,  S.  4  0,  die  Bemerkung:  »Gauss  hat 
•leuerlich  beinahe  die  ganze  Cometentheorie  umgearbeitet,  neue  Tafeln  entworfen,  und  wir  haben  ein  eigen- 

Himliches  Werk  darüber  von  ihm  zu  erwarten,  was  wohl  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen  wird.«  Die 
■liUissworte  bilden  eine  von  Gauss  häufig  gebrauchte  Redewendung,  dürften  also  einem  Briefe  von  Gauss 

111  Lindenau  entnommen  sein.  Hiemit  in  Übereinstimmung  steht  der  Brief  an  Olbers  vom  13.  Jan.  isis, 
^  ;i;i5,  wo  sich  dieselbe  Redewendung  findet.  In  einem  Brief  an  Schumacher  vom  21.  Nov.  1S25  sagt 
tiAVSs:  »Der  Wunsch,  den  ich  immer  bei  meinen  Arbeiten  gehabt  habe,  ihnen  eine  solche  Vollendung  zu 
geben,  ut  nihil  araplius  desiderari  possit ,  erschwert  sie  mir  freilich  ausserordentlich.«  Man  sehe  auch 
Schumachers  Antwort  darauf  vom  2.  Dec.  1S25,  Dass  Gauss  sich  namentlich  im  December  isi4  und  im 
Januar  1S15  mit  der  Bahnbestimmung  der  Cometen  beschäftigt  hat,  geht  auch  aus  dem  Briefwechsel  mit 
Olbers  :;S.  332  u.  350)  hervor,  während  die  in  Band  VI,  Seite  25  ff.  abgedruckte  Abhandlung  über  diesen 
Gegenstand  bereits  im  September  1813  der  Göttinger  Societät  vorgelegt  worden  ist. 
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Auf  Seite  325 — 370  sind  alle  Notizen  zusammengestellt,  welche  sich  im  Nachlass  darQber  vorgefunden 
haben.  Die  Notizen  [i]  und  [2]  stehen  in  Handbüchern,  [3]  auf  der  Einbandscite  eines  Exemplars  von 
»LAMnEBT,  insigniorcs  orbitae  cometarum  proprictates ,  Augiistae  Vindeliconim  1761«;  [4]  ist  aus  Ein- 
tragungen im  vorgenannten  Buche  und  einem  Handbuche  zusammengestellt.  Die  Fussnote  auf  S.  3  3«  stammt 
aus  dem  Umschlag  eines  Exemplars  der  deutschen  Übersetzung  der  oben  erwähnten  Band  Yl,  S.  26  ff.  abge- 
dr>ickten  Abhandlung,  welches  auch  viele  andere  hieher  gehörige  Notizen  enthält  (z.  B.  eine  andere  Ableitung 

der  Formel  — ;- — r--, —  =  — "^ —,  als  die  S.  32« — 330  gegebene\  deren  Inhalt  sich  aber  durch  die  ab- 
Dreieck                3  cos  (p 
gedruckten  Notizen  und  Briefstellen  erledigt.    Ausser  der  S.  331  abgedruckten  Tafel  finden  sich  Andeutungen 
über  weitere  Hülfstafeln,    die  Gavss   ziu-  Losung   der  auftretenden  Gleichungen   zu  entwerfen  beabsichtigte. 

Merkwürdigerweise  ist  von  den  in  den  vorgenannten  Notizen  benutzten  Kunstgriffen  in  der  Notiz  [7], 
welche  im  Januar  isi5  entstanden  zu  sein  scheint  und  vennuthlich  das  im  Brief  an  ÜLBERS  vom  13.  Januar 
1815  (S.  337j  erwähnte  «Musterbeispiel"  enthält,  nur  weniges  wiederzufinden.  Diese  Notiz  steht  in  einem 
Handbuche,  die  Bezeichnungen  sind  wohl  verstündlich,  wenn  sie  auch  zum  Theil  von  denen  der  Abhandlung 
vom  September  isi3  abweichen.  Übrigens  ist  in  dieser  Notiz  ein  Rechenfehler  untergelaufen:  Gaus.s  hatte 
(vgl.  Seite  341)  den  Werth  von  Q  zu  272'40'2l"  gefunden  statt  2'j4''3i'57"  und  hat  auch  diesen  Fehler 
selbst  später  bemerkt.  Er  hatte  beabsichtigt ,  dass  Beispiel  mit  dem  Wcrthe  P  =  Q  weiter  zu  rechnen, 
weil  diese  Wahl  von  P  die  grösste  Schärfe  ivgl.  Seite  341}  bietet.  Infolge  des  Rechenfehlers  ist  aber  die 
weitere  Rechn\ing  mit  P=  -iTi' *ii' 2 \"  S.  34  2)  ausgeführt,  und  in  dieser  Form  bei  der  Herausgabe  beibe- 
halten, weil  ja  doch  die  AVahl  von  P  beliebig  und  die  Abweichung  von  dem  richtigen  Werthe  von  Q  nicht 
sehr  erheblich  ist. 

Zu  der  Seite  351 — 367  abgedruckten  Tafel  zur  parabolischen  Bewegung  vergleiche  man  die  Fussnote 
in  der  Theoria  motus  S.  5H  dieses  Bandes.  Gauss  hat  diese  Tafel,  wie  er  selbst  (S.  3  SS)  sagt,  auf  5  Decimalen 
der  Bogensccunde  berechnet  und  beabsichtigte,  sie  in  Intervalle  von  rVirT  für  das  Argument  log  A  f;  und  auf 
2  Decimalen  der  Bogensecunde  abzudnicken ;  aus  diesem  Grunde  ist  bei  der  Herausgabe  die  3.  Decimale 
beibehalten  worden,  so  dass  sich  die  Interpolation  vgl.  S.  371)  mit  der  von  Gai-ss  gewünschten  Schärfe 
für  das  von  ihm  beabsichtigte  Intervall  ausführen  lässt. 

Die  Tafel  steht  so,  wie  sie  abgedruckt  ist,  in  einem  Handbuch,  zum  Theil  auch  auf  einem  Convolut 
loser  Blätter;  an  ersterer  Stelle  trägt  sie  die  Unterschrift  «Vollendet  Febr.  25.  isi6'<,  an  letzterer;  »Voll- 
endet 1816  Febr.  21.« 

Das  hinter  der  Tafel  abgedruckte  Schreiben,  das  sich  im  Nachlass  vorfand,  war  offenbar  an  E.nxke 
gerichtet,  der  hier  rechnen  half;  es  verdient  besonders  deswegen  Interesse,  weil  es  die  ganze  Technik  zeigt, 
mit  der  Gauss  seine  Tafeln  zu  berechnen  pflegte. 

Auffallend  ist  übrigens,  dass  der  S.  371  abgedruckte  im  Jahre  1S13  veröffentlichte  Artikel  gar  keine 
Andeutung  mehr  von  Gauss  eigener  Tafel  enthält. 

Brendel. 


STÖRUNGEN  DER  CERES. 


BRIEFWECHSEL  UND  NACHLASS. 


[I.  ERSTE  METHODE.] 

[OCTOBER-DECEMBER  1802.1 


Gauss  an  Olbers,  Braunschvveig,    12.  October   1802. 

Ich  habe  angefangen,  mich  mit  der  Verbesserung  der  ^-Bahn  zu 

beschäftigen.  Ich  habe  erstlich  nach  den  VII.  Elementen  die  Störungen  be- 
rechnet, aber  bloss  erst  die  erste  Potenz  der  Excentricität  in  Betracht  gezogen, 
weil  der  Bogen  noch  zu  klein  ist,  um  die  beti'ächtliche  Arbeit  der  Berechnung 
der  höhern  Potenzen  zu  vergüten.  Ich  habe  einige  beträchtliche  Unterschiede 
mit  Oriani.  Mit  diesen  Störungen  habe  ich  bereits  eine  neue  Bahn,  und  nach 
dieser  neuen  Bahn  wiederum  die  Störungen  aufs  neue  bestimmt.  Ich  habe  in 
allem  54  Gleichungen.  Mit  diesen  Störungen,  die  von  den  erstem  nicht  s  ehr 
verschieden  sind,  berechne  ich  morgen  oder  übermorgen  eine  neue  Bahn,  das 
Resultat  schicke  ich  Ihnen  dann  zusammen.  Die  gefundenen  Störungen  sind 
in  der  Länge : 


I  1801  Jan.  1.     Febr.  11 


Dec.  7. 


1802  März  17. 


Mai  24. 


nach  d.  1 .  Form. 

,)      ..    2.       » 


—  428,7  2 

—  415,82 


358','2  3 
346,12 


+  646,91 
+  641,41 


9  54','39 
94  5,31 


+  108  3','37 
+  1069,42 


In  der  Breite  ist  der  Unterschied  ganz  unbedeutend,   beim  Radius  vector 
bin  ich  noch  nicht  fertig.   —  In  der  Zeit,  dass  ich  nach  den  Störungsformeln 
den  numerischen  Werth  berechne,  könnte  ich  mehr  wie  eine  Bahnbestimnmng 
VII.  48 
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machen.  Übrigens  hofte  ich,  alle  bisher  vorhandenen  Beobachtungen  durch- 
gehends  fast  haarscharf  darstellen  zu  können,  und  darf,  so  auf  künftiges  Jahr 
nocli  eine  sehr  gute  Übereinstimmung  erwarten.  —  Bei  der  Ceres  wird  man 
nun  füi-  die  Störungen  wohl  noch  eine  brauchbare  Convergenz  erhalten,  und  ich 
habe  schon  einige  Ideen  zu  einer  bequemen  Abkürzung  und  Zusammenziehung 
der  Tafeln  entworfen,  aber  bei  der  $  wird  sicher  die  Theorie  noch  einer  Art 
von  Revolution  bedürfen 


Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,   26.  October   1S02. 

Die  in  meinem  letzten  Briefe  erwähnten  Rechnungen  über  die    p 

habe  ich  beendigt 


Gauss  an  Gerlixg,  Göttingen,   2 S.  Dezember   1815. 

Die  Anordnung  des  Calculs  der  Störungen  nach  dem  gewöhnlichen 

\'erfahren  hatte  ich  1802,  als  ich  es  auf  die  Ceres  anwandte,  mir  selbst  ent- 
wickelt; allein  meine  Papiere  sind  freilich  nicht  so,  dass  ein  anderer  als  ich 
sie  gebrauchen  könnte.  Indessen  müssen  die  Vorschriften  von  Laplace  in  der 
Mec.  Cel.  Vol.  I  oder  auch  von  Schubert  B.  3  im  Wesentlichen  damit  über- 
einstimmen  


[2.1 
Die  Störungen  der  Planeten. 


Coordinaten  desSf^lT"!'  V- 


Masse  des  st.  PI. 


X,   y,   z  

x',y',z'\  ^""^'^'"'*''^"    ^''''  I  störenden  i'  **  Masse  der  Sonne 

r  =  \J'xx-\-yi/-{-zz:,        r'r'  =  \/  x' x' -\- y' y' -{- z' z' ,       di  =  Abst[and]  d.  beiden 

Planeten  [von  einander] 
m,  A  mittlere  [Länge]  und  [mittlerer]  Abstand  eines  beliebigen  Plan[eten  von 

der  Sonne 


xx'+yyj  +  zz'_^  =  -^  COS  Dist.  pl.  angul.  -  i- 
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Fundamentalgleichungen : 


0 

0 

0 

[1] 

0 

[2] 

0 

[3] 

n 

Wir 

setzen 

AAy        yA' 

+  M'(f) 

dm«  +    r' 

+  M-(i?) 

Ar^'  +  rrAv' 
dm» 

-~  +  ~  + 

■I^LA'fdR 

dr-  +  jddr 

Ar^  +  rrAv"     , 
Am^          + 

~  +  l^Äh- 

(AB 

[-Ä7 

rAAr  +  Ar"        A'    .    A'     .    „..   js/'rir)    ,    ..  ^.l^/d-B 


2iiA\fdR-^liA^ 


2i.A\fdR  +  ^A'r(^)=Q; 

[der  Ausdruck   dR   ist   so   zu   verstehen,    dass   bei   der  Differentiation   nur  die 
Coordinaten  des  gestörten  Planeten  zu  variiren  sind. 

Sind  or  die  Störungen  von  r,  so  wird  aus  der  Gleichung  3  mit  Vernach- 
lässigung der  2.  Potenzen  der  störenden  Masse] 

\4\  0  =      ■    .    -4---^ror-\-  Q. 

[Zur    Einführung    der    wahren    Länge    v    als    unabhängige    Veränderliche 
schreibt  sich]  die  vollständige  Gleichung  also,  or  =  p  gesetzt, 

r.n  ,-,  rddp  4-2dj-dp  + pddr  ■■       ,        in  ddw    ,     A'  ,    r\ 

Nun  ist,  die  Excentric[ität]   des  gest.  PI.  =e  und  \/(l — ee)  =  •(   gesetzt, 
[mit  demselben  Genauigkeitsgrade] 

rrdv  =  ■^A'a'chn 
und,  dv  als  constant  betrachtet, 

■Irdrdv  =  -(A'a'ddm 
[also  wird  Gleichung  5] 

rddp  +  pddr  — -^dr'  ., 

[6]  « = d^.^-^^+4«-'-p+Q- 

Endlich  ist  [wieder  mit  dem  gleichen  Genauigkeitsgrade] 

48* 


lli  +  i  =  -i-     oder     l^-M^  +  l^  =  iül. 
Also 

oder    da  das  dritte  und  vierte  Glied  rechter  Hand  sich  fortheben] 

d»*    '   r   I    de'   r 
oder 

Hieraus  ergibt  sich  sogleich 
p  =  cosw  /     '  ^    sin I? dt;  — sin i;  /    /.  ^    cos t; dt?    oder    [da  rrdv  =  -(aad  nt 
*     p=  {cosv/"rQsint)d(n?)  — sinu/')-Qcosvdinf  j -jFw-yir^- 


[Ferner  folgt  aus  den  Gleichungen   1   und  3j 


-  jr)-di;'+2rdd 


j'+^^^-4^  +  f^+3MYöE+2M''-M 


[also   nach  Einführung  von   p   und^ov,    Forthebung   der  ungestörten   AVerthe, 
und  Vernachlässigung  der  2.  Potenzen  der  Störungen] 

^   3drdp-rrd«do«--rpdr'  +  2pddr  +  2rddp    .    ^'p    ,    .,     j^ifßji   i    -^  n  ^l^,. /dii ) 

dm*  "^   rr      '    '  "      .'  i    -  r  \  dr  / 

[91         ^     dpdr  +  2rdp-rrd^ry.-rpd.'  +  pddr     ^  _^^^  3  ^^^3J^  j;  ^  ,  ^^»^^dgj 

Nun  ist  nach  obiger  Gleichung  [2  mit  ausreichender  Genauigkeit] 
also 

Folglich 

>,,  _        pdr  +  2rdp         ,  ■/./ ''    Ur/ 

•^  ~  oov/(l-e«  .d«tl    '  y/ll-ce 
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Nehmen  wir  endlich  füx  die  Fundamentalebene,  worin  die  Coordinaten 
x,  y  liegen ,  die  ursprüngliche  Bahn  des  [gestörten]  Planeten  an  und  setzen 
i"  =  r6,  so  ist 

welche  [Gleichung]  sich  eben  so  integriren  lässt  wie  obige  [4],  daher 

6  =  jcos  vfr  (^)  sin  « .  d  'n  t)  -  sin  vfr  (^)  cos  ?; .  d  [n  t)  \  j~^  • 

[6  bedeutet  die  Breite  resp.  den  Sinus  der  Breite  über  der  als  fest  an- 
genommenen ungestörten  Bahnebene.]     Dadiu'ch  wird  also 

die  hel[iocentrische]  Breite  vermehrt  um   ^""i'".',    ö 

j.       ,     ,r.  .•ITT"  •     1      i.  6  sin  (incl.l  cos  farg.  lat.) 

die  hel[iocentrische]  Lange  vermindert  um  cos  (lat  hei  ^ 


[3.] 
[Die  obigen  Gleichungen   für   die    Störungen    p  =  o?-    und    ov   lassen    sich 
schreiben,   wenn  mit   V  die   wahre  Anomalie    der  Ceres   bezeichnet,   und   die 
Grösse   Q  etwas  anders  definirt  wird,] 

[11]   8,.  =  -_^Ji^|cosF/VQsinF.rtd^-sinFf;-QcosF.?jd^j 

[wo] 

Q=.2fdR  +  r{^) 

R=  ^-^  [dt  =  sl {rr  +  r' r'- 2 rr' cos w); 

w  ist  der  von  den  beiden  Radiis  vectoribus  eingeschlossene  Winkel. 

Zur  Entwickelung  der  Störungsfunction  ist  (vgl.  Laplace,  Mec.  cel.  Tome  I. 
p.  263):] 

_JL_  cos  w  -  -, ,     ,  /  ,— =  ■M""+  4">cos  tv  Ar  A'=>  cos  2  w  +  ■  •  • 

aa  \J  aa-\-a'a'— 2aa' cos w] 

=  S-J  J.*'*cosnt', 

[wo  für  i  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  mit  Einschluss  der  XuU 
zu  nehmen  sind. 
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Setzt   man 

wo  p  =  nt-x-t  und  %  =  «7-1- e'  die  mittlein  Längen  von  Ceres  und  Jupiter 
sind,  so  ist  Laplace,  a.a.O.,  p.  264  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  Po- 
tenzen der  Exccntricitäten  und  der  gegenseitigen  Neigung: 

R  =  li A^'h-.osiD  +  i  I^r .la(-f^)cosiD ~  i  Ar' .la' {^^)cosi D 

-  läw.liA^'^ sin iJ). 

Mit   der   gleichen    Genauigkeit   ist,    wenn   M  und   M'   die  mittlem  Ano- 
malien, vom  A]>hel  gezählt,   sind :] 

r  =  ail  -\-e cos  M ,        [r  =  fl'(l  -J- e'cos M' ,j        ic  =  D  —  2  e sin 3f -)-  2 e'sin M' 
[A  r  =  e  cos  M,  Ar'  =  e' cos  M',  Aw  =  —  2  e  sin  M -p  2  e' sin  M: 

also,  da  ^'— '  =  A^'>:] 

R  =  li  A''^ cos iD  +  iela (^) cos (iD -f  M)  - e 2 i A^'' cos (iD  +  3f 

+  -<  e' S a' (^) cos  >-D -f  M')  +  e'S i^('> cos  (iD  -f  3/';. 
^Da  nun 

wo  der  letztere  Differentialquotient  so  zu  verstehen  ist,  dass  a  nur  in  soweit 
variirt  werden  darf,  als  es  in  den  Coefficienten  ^<"  vorkommt,  so  wird: 

;D  -  lel  '■  I«  (^)  -  2  iA^'>\  sin  iD  -  M 
-ie'li\a'(^-\-2iA^''\siniD^M'. 


(") 

=  1 

*(■ 

iA«\ 

COSJ 

"d^j 

(") 

=  - 

1. 

,/^<' 

sin 

Es 

wird 

also 

■■] 

e  az 


,/dd^«\    ,    „•/dAW\ 


§  =  ila(^^-)cosiDi-ieal\a(^^^)-  ■2i-V:{^^\lcos(iD^M 


vL,'  _^J^    I  2i  ii±-    cos  ,D--3i' 


Vdada 
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amd  wegen  dr  —  —aesinM.ndt,  dV  =    l  —2e cos Mjtidt: 

-  i e'li  \a' (^)  +  2  iA^'^\  sin  iD -f  M') 
und  hieraus,  wenn  man 

0  =  ^ 
setzt :] 

2fdR  =  2(/-^lj^  ^w  cos  iD  4-  eS  ._^+^.g  ja  (^)  -  2  iA^'^\  cos  '«D  +  ilf) 

[wo  _9'  eine  noch  beliebig  zu  wählende  Constante  ist. 
Setzt  man  also :] 

2fdR  =  2^  +  2aWcos?D  +  2eß'')cos(;<Z)4-M)  +  Se'f''cos((i+  I)D  +  M') 
[13]       Q  =  2ff-]-^n^'>cosiD  +  leW>cos'W-^3I)  +  le'^''^cos{(i^l)D-i-M'), 
[so  haben  die  hier  auftretenden  Constanten  folgende  Werthe :] 
«(')  =:  I  A^'\  [«(»^  =  0,]  21*"  =  a^'-^  +  i  B^'\ 

ßC)  =:  -i±l  (£(■■)  -  2  i^c)) ,  33<'>  =  ß''>  +  i  C*'^  -  ^•5«, 

-^(0  _  i±l('5(.+»^2(>-+  l)Ac+"),  6"'  =  f)  +  ^'C('-+»  +  (i+  i)J5<'+", 

[wo  gesetzt  ist:] 

-(^)  =  c"'      «(^'l  =  ■<?'".  ■     " 

[Übrigens  ist  auch] 
Daher 

[so  dass  die  Coefficienten  'B''^  und  'C-'^  nicht  erst  berechnet  zu  werden  brauchen]. 
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[Zur  Berechnung  der  Cocflicienton  A^''^,  W\  C*''  u.  s.  w.  verfälnt  man  auf 
folgende  Weise:] 
Man  macht 

=  J  P<'"  -f-  P'  cos  w  +  P"  cos  2  m;  -f-  etc. 


\J  aa  +  o'a'— ^aa'costc) 

1 


i  Q'"*  -f-  Q'  cos  w  -L  Q"  cos  2  H'  +  etc. 


^[aa  +  a'a'—  2aa'coswj" 
[und    hat   dann    in   Analogie   mit   den   Entwickelungen ,    die   Laplace    a.  a.  O. 
p.  268 — 269  gibt,   die  Recm-sionsformeln:] 

0  =  (i  +  4)  Q<'- ')  -  »■  (|r  f  ^)  Q"  +  (.■  -  i)  Q<'+^' 

[aus  denen  man  alle  P*'^  und  Q^'^  berechnen  kann,  so  bald  die  beiden  ersten 
Coefficienten  P'"*  und  P'  gefunden  sind;  zur  Berechnung  dieser  führt  ein 
eigenes  Verfahren  schneller  zum  Ziele  als  die  üblichen  von  Laplace  a.  a.  O. 
p.  271  —  272  gegebenen  Reihen:] 


Man  macht 


•J-  (a  +  a')  =  .r, 


\[a  —  a    =y 


[wo  in  unserm  Falle,  a<^a',  das  untere  Zeichen    zu  nehmen   ist],    und   bildet 
die  Reihen 

X,  x',  x"  etc. 

y,  y\  y"  etc. 

r,  z\  z"    etc. 


auf  folgende  Art: 


x'  =  l'\x-^y),         y  =  \l[xy), 
x"  =  i-[x'-\-y%       y"  =  V  ix'y') 


etc. 


etc. 


z  =  XX— yy  = 
z'  =  x'x'—y'y'  ■■ 
z"=  x"x"-y"y' 


=  \aa  vel  t«  ''  ?  prout  a  <C  ^el  ^  o' 


[etc. 


STÖRUNGEN  DER  CERES.      ERSTE  METHODE.  385 

Alsdann  ist 

P(0)  —   _J_    —    _1_ 

[Für  unser]  Beispiel  [ist  nach  den  VII.  Elementen] 

a  =  2,76996  44796,  log«  =  0,44247  4200Ü 

[und] 

a'=  5,2027780000,  loga'=  0,71623  52952 

X     =3,98637  12398  log  =  0,60057  77409 

y      =  1,2164067602 0,08507  88250 

x'    =2,60138  90000  log  =  0,41520  52995 

y'     =2,20205  56130  0,34282  82829 

x"    =2,4017223065  log  =  0,38052  27916      [also]     log  P^^^  =  9,62022  98822. 

1/"    =2,39340  82913  0,3790167912 

x'"  =  2,39756  52989  log  =  0,37977  04442 

^'"=2,39756  16953  0,3797697914 


,„  =  2,39756  39971 

log=  0,3797' 

Ol  178 

[Ferner] 

logP  =  9,06314  11941. 

Es  sei  ^  +  ^  = 

=  u,  [so  hat  man 

nach  den  obigen  Recur 

äionsl 

P "  =  - 

-iP""  +  fwP' 

"(v-^yQ'"^=«^'"'- 

-2P" 

P  '  =  _ 

-fP    +f«P" 

li-i'J^'  ^^i""'- 

-uP' 

piv^  _ 

-fP"     +fMP"' 

Q"  =  -SQ^^'  +  '^mQ' 

P^  =- 

-iP'"  +|-mP'' 

Q"'  =  -ijQ'    -i-iuQ" 

etc. 

Q^=-iQ"  +f«Q"' 

[wonach  die  Rechnung  gibt 
[*)]  oder  A, 


in  num.,  maior  in  üenom. 
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pC)  =  0,417  0901 
P'  =  0,1136488 
P"  =  0,046  8318 
P'"  =  0,020  9281 
P^  =  0,009  7925 
P"  =  0,004  7063 
P"  =  0,002  3019 
P™=  0,001  1400 


Q<">  =  0,427  3906 
Q'  =  0,306  6070 
Q"  =  0,196  0930 
Q'"  =  0,119  2794 
QJ*  =  0,070  5238 
Q'  =  0,040  9390 
Q"  =  0,023  4617 
QV'>=  0,0133179. 


I 


[Zui-  Berechnung  der  A^'^  und  ihrer  Differentialquotienten  findet  man 
leicht  die  folgenden  Formeln,  welche  aus  den  LAPLACESchen  Entwickelungen, 
a.  a.  ().  p.  2  70,  hergestellt  werden  können:] 


^(0  _  _  p(0             ^aberj 

^(.)  _  _p'+ 

P«  =  iP<0-.(^_A)Q(.) 

B^'^  =  iP-i 

c(')  =  -üpw--;q« 

C(')  =  -P'- 

^» +  £«  +  '£»=  0 

£«  +  C»  +  'C«  =  0. 

^Q' 


Q'+ 


[Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen   11    und   12    für   Ir  und   ov   können 
auf  folgende  Weise  berechnet  werden;]    es  sei  ^allgemein] 


Glied  von  Q  =  Acos\  k7l  —  k'n'^t- 


=  ^C0S'1>, 


[und   man   setze]   näherungsweise    [d.  i.    mit   Vernachlässigung   der    2.  Potenzen 
der  Excentricitäten :] 


V=  M—'2es'm  M,        sin  V  =  sin  31— e  sin  2  M, 
r  =  a{l-\-e cos M),     r  sinF  =  a(sin M—  | e sin  2 31], 

so  ist  [das  entsprechende 


cos  V  =  cos  31 -\-  e  —  e  cos  2  M, 
r  cosF  —  a  cos  3/-J-  le  — ^  ecos 2 . 
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Glied  von]  rQsinF 

=  -J-a^  { sin  lif  +  (J';  +  sin  [M—  i^]  \  —  \eaA  \ sin  (2 ilf  + '];;  +  sin  (2  M—  <]^] ) 
Glied  von]  rQcosF 

=  ^  ff  A  { cos  (lf+ (}))  + cos  (ikf— ({;i }  + 1- e  rt -4  cos  ({;  — I- ea  ^  I  cos  (2  M-f- '})  + cos  (2  M— 1}<) } . 

Nach  der  Integration 


Glied  von  cosPjrQsinF.nd^^J   -    \^j^_^,^' '  i-fc  +  fc^e' 

j  1     \  eaA  cos  f'JBl+'h)     .    \eaAcos,[2M -< 
("I  2  +  fc-fc'e  '  2-/c  +  A;'8 

Grliedvon— Sin  F/?-Q  cos  F.  ?m^=J    -     -         _*    t:_y =  _y; 


(cos  M-|-  e  —  e  cos  2  M") 


i+fc-fc'e  i-fc  +  fc'o 

j_-|ea^sinj;  V  fsin  M- 6  sin  2 . 

j       fc-fc'e 

f.     iea^sin(2itf+ij;)     ,     -l-ea^sin(2i>f- 6) 
'+         2  +  fc-fc'e         "•"         2-J;  +  /c'8 

Hieraus  folgt  [nach   1 1]  das  zugehörige 

ri4l     Glied  von  r^r  —      1""°^     (  cos^  ,    \ecos[M  +  ^]     .     fc- fc'e:ecos(M+ 1^)    ,    f  ecos  (ilf+6)  ^ 

Li4j    uriieavono»  — -^^-^y— —  1— j— -^-^Tgp-^   2  +  fc-fc'8    ^       i-ifc-^'ö;^       ^      fc-fe'e 

j  .    jecosfM-t!;)  _  (fc- fc'e)ecoB(ilf  -  ■];)  _  -lecosiJ/- -i;) 

(  +    2-fc  +  fc'6  l-(fc-fc'ej''  fc-fc'6       j 

[Diese  Formel  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  einer  der  Nenner  verschwindet ; 
und  zwar  erstens,  wenn  tj^  =  0,  also  Ar  =  ä:'  =  0  ist ;    dann  ist  dafür  zu  setzen 

(*«*^  .(1— J-ecosM  +  |ew?sinM); 


\l[\-ee) 
und  zweitens]  für-  c}^  =  h  ?  —  constans  [also  /t  =  1 ,    k'  =  <)]    wird  [dieses  Glied  :J 

=  T^rrlir  j—  icos  ^  —  i«.?sin '];  1"+  Vs-e  cos  (M+  (}^)  +  ^ent^in  (M  +  (j^jl) 
1  L—    iecos(M— 4')  +  i6W^sin(M'— (j;)]) 

[wo  übrigens  M—']^  eine  Constante  ist. 

Der  Ausdruck   12  für  hv  lässt  sich  schreiben:] 

[15]   iv  =  virr^f     aide      +  ^ [^a/Q«d^-  fx« /;fai;»d^l 

[Zunächst  ist  das  erste  Glied  in  der  Klammer  zu  berechnen:]    es   ist  der 
aus    [dem   Theil   von    Q,    welcher   gleich]  Acosf]^,   entsprungene  Theil  von    p 

49* 
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[aus    der    Glcit^huug  14    zu    entnehmen;    er  fi;il)t,    nacli   der   MnltiiAication  mit] 
l/- =  1  -{-^ecosM,    den  zugehörifjen  Tlieil  von  -^- 1/ h  = 


folglich  [der  zugehörige  Theil  von'  2 


dt 


^laA      l    2lk-k'9]       ■     ,        /il+k-k'd]    .    2'k-k'6)-i    ,    I  ü  +  fc- fc'6  \  ^  „•     / /w  i    n\ 


fjil-k  +  k'Q'  _  2(fc-fc'ei  +  i  _  f(l-fe  +  fe'9, 
^   2-k  +  k'lj  l  +  k-k'%  k-k'9 


esin 


[M-^)\ 


[Hieraus  ergibt  sich  der  ents23rechcnde  Theil  von — ^- — —  gleich  dem 

vorstehenden,   deml  rechter  Hand    diuch  die  Multiplication   mit  1/-  hinzuge- 
fügt wild: 

u-aA      (,        k  —  k'O  ■     ,-mm    1     IN         ,        k  —  k'b  ■     „,        ,.i 

[In  den  beiden  letzten  Ausdrücken  findet  wieder  Ausnahme  statt,  erstens 

2l/rd(pl/l) 

wenn  ^  =  constans ;    dann   wird   das  Glied   in  — ^—^ — ^       "-  gleich 

-   ,';"^  ,  UeünM+ZentM\ 
und  zweitens^    für  (J/  =  nt  —  constans    i ergibt    die    Rechnung    dieses   Glied   in] 


andt 

\t.aA 


I  sm «{;  ■ 


i^cos'}  F— |-J-esin(3f-f  (}')4-  V  ^sin  '3f  — (j^  1) 
L+  \entcos'M-\-if)  —  ^entcos'M — '})j) 


[Der  übrige  Theil  von  Iv  ist  leiclit  zu  bilden.] 
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[Man  kann  nun  alle  Glieder  bilden,  aus  denen  sich  er  und  Zv  zusammen- 
setzen, indem  man  in  die  Gleichung  14  die  einzelnen  Theile  von  Q  nach  13 
einsetzt.]     So  hat  man  die  Theile  von  Sr  folgendermassen 

1)  aus  2^  +  2l<"> —  rta  2^  +  51''")  il  —  ^e cos  M-^  ^-ent sin  M  \ 

ih 


2)  aus  W'^cosiD aaSl'"  |,^cos/I>  +  ie(,^^-^  +  |)cos(*JD  +  M) 

aus  e33'"'cosM —  eaaSB*"' {i cos  M-f-^?»« sin M} 

4)  aus  e'ßC^cosfD  +  M') -  e'flfl(S'°>  jx  cos  D  +  M')  +  ^-w^sin  (D  +  Jlf) j 

5)  aus  e33<'' cos  uZ)  +  i»f) eaaW- -f^^,^  cos  {iD^  M) 

6)  aus  e'S<''cos(>'+l)D  +  M')  .  .  e'flfl(S''>-  ^^^ofe  cos((i+  1)  J>  +  i>i'). 

[Die  Summe  aller  dieser  Theile,  welche  noch  mit  der  störenden  Masse  [z 
zu  multipliciren  sind,  ist  or,  wobei  in  2,  5,  6  i  alle  positiven  und  negativen 
ganzen  Zahlen,  Null  ausgeschlossen,  darstellt. 

Hingegen  [ergeben  sich]  die  Theile  von  ov  [welche  aus  dem  ersten  Gliede 
der  Gleichung  1 5  stammen,  folgendermassen :] 

is  ^ff-i-A^"' —a[2ff-{-'ä^°>)\fesmM^ientcosM] 

18  2t"' cos  «D —  a2l''' j^^^7^smiZ)-|-(^^-~2— ^~^-|-^— ^— lesmf«D-l-3f) 

/•;7i-l)         •2hh-h-\     .     %h-\)\       ■       .-r,        -.m- ) 

IS  <;SB<"^cosJi —  J<?a33'">jsinM+2w!fcosM} 

IS  e'(£(">cos!'i)-|-3i') —  jea @<»>  { sin  (D  +  M')  +  2  n t  cos  (D  +  M')  \ 

.s  eSÖ''^  cos  iD  +  M] -  2  eaS« ;^f^ sin  («D  +  iW) 

is  e'^'cos(ii-\-i)D  +  M').  .  -  2e'aS<'^-^^|^  sin((z+  llD  +  M'). 

[Die  aus  den  beiden  letzten  Gliedern  von  15]  noch  hinzuzusetzenden 
Theile  sind: 
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a r^f,  +  2 r >: » /  +  S  ^'-^''^-  *""'  sin » J 

oto(0      1  a(') 

+  (2  Sö«"^ -  i ßC)) ea sin  3/+  S  -"^^_^^^P    ea  sin  (/D  +  M) 

+  ;2  S<"'  -  i^«"))  e'a  sin  (D  +  M')  +  2  "^)['~;^"^  e'a  sin  ((t  +  1 )  D  +  M'), 

[wo  der  Coefficient  a^"'  bei  Seite  gelassen  ist,  weil  fiir  den  constanten  Theil 
von  j dB,  die  Bezeichnung  g  eingeführt  ist.  Audi  liier  sind  alle  Glieder  noch 
mit  |x  zu  multipliciren.1 

Es  sollen  nun  noch  einige  jiassende  Transformationen  vorgenommen 
werden : 

In  öv  ist  das  Glied  a  3 _^+ -21^"';  w/ gefunden  worden,  das  diuxh  passende 
Wahl  von  g  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,  so  dass  n  in  der  That 
die  Bedeutung  der  mittlem  Bewegung  erlangt;]    hieraus  folgt 

[Weiter  sollen  die  secularen  Glieder  in  or  und  oi'  in  Secularstörungen 
der  Excentricität  und  der  Sonnenferne  verwandelt  werden ;  es  ist  nach  den 
obigen  Formeln 

der  seculare  Thcil  von  or  gleich  J  aa(5'''>-2  SS*")) e«^ sin 31-  •  a a^^-'n/ sin (D+itf) 

»    Iv      »       la;33<''>-2  23'"V«fcos3/-rt(S<"V'nfcos  Z)  +  3f'; 
und,  da  D  =  3/ —  3/'-f  <J5  — ä',  so  wird 

der  erstere  gleich   |aa(5"*— 233*"'— 2y {S<"'cos  üi  —  üi' ]eH?sin3f 

— \  aaß*"'sin((i>  —  üj'  e' nt cos  M 
der  letztere  gleich   J  a  (j5^">  —  2  S'"'  —  2  y  S^"^  cos  («u  —  ä')  e«7  cos  3/ 

+  aS*"*  sin  (ö  —  ü)')  e'nt  sin  3f . 
Aus  den  llelationen 

r  ^  fl  1  -}- e cos M)         v  =  nt-~-z  —  'le sin M 
erliält  man  aber 

or  =  acos3f  .oe  +  aesin3i.od) 
8«;  =  — 2sin3f.5e+ 2ecos  3f  .0(5: 
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also  wird 

oe    =  ie'a  S^"' ti  t  sin  (w '  —  ui ) 

od)  =  iaf^C'  -  2S3W  -  2  ^  SC' cos  (ü)'-  (!)))«#.] 


[7.] 
Aus  obigen  Formeln  folgt  nunmehr 

I)  Secularer  Zuwachs  der  Excentricität  =  J-e'a(S''''«?sin(üJ'— d)  ;  [nun  ist] 
S'")  == -j- Q",  also  der  Zuwachs  ~  \e' aQ!' nt%va.'\ii'  —ü) 

Für  Ceres  ist :  [Für  Jupiter :] 

w  =  352''58'0"  ü)'=  19l'*10'20" 

log ?J  [täglich]  =  2,886  2959  loge'=  8,681  331  7  [— 10] 

[und  hieraus  findet  man 

jährliche  Abnahme  der  Excentricität]  0,00000  59089. 

II)  Secularzunahme  der  Länge  der  Sonnenferne : 

^  I  /^(O)  _  2  ©C)  -  2  y  (£<»'  cos  («)'—  tl)))  w^ 
Nun  ist 

also  jene  Zunahme 

= -J  (Q'  — ^  Q"  cos  (d)'— (I))k^ 

Für  Ceres,  Motus  Annuus  Apsidum  =  -|- 70',' 150 3. 

Nach  diesen  Secularänderungen  der  Excentricität  und  Sonnenferne  fallen 
die  oben  roth[*)]  unterstrichenen  Gleichungen  ganz  weg. 

III)  Der  beständige  Theil  von  or  ist  =  \—aa[1g^'^%  =]  -U^aa^*") 

[also]      =—0,000  9475. 

IV)  Der  Coefficient  von  cosiD  [in  or]  wird  (weil  i  oben  sowohl  die 
positiven  als  die  negativen  Zahlen  bedeutete  und  nun  auf  die  positiven  einge  - 
schränkt  wird) 


*)  Seite  389,  wo  sie  im  Abdruck  ebenfalls  unterstrichen  worden  sind. 
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In  unserm  Falle,  log/t'  =  2,475  8502  wird  logO  =  9,580  5603  und  hie- 
mit  der  Theil  von  or:] 

-}- 0,001  (t304cosZ)  —0,000  0350  cos  5D 

—  0,00 3  8023  cos  2  D  —0,000  Ol  28  cos  6 D 

—  0,000  4206  cos  3  D  —  0,000  0050  cos  7  D. 

—  0,000  107  7  cos  4  D 

V)  In  ov  wird  der  CoeÖicient  von  siniD 

,t  i_6,«-i^i-6^   ^■'■^  j^i.i-e  [i-f,^^-^  ) 

[also  in  unserm  Falle  die  entsprechenden  Glieder:^ 

—  2  3 1  "9  4  sin  D  +  3','ü  5  sin  5  D 

-}- 496,68  sin  2  D  +l,07sin6D 

+    44,15  sin  3 D  +0,41sin7J5. 
+     10,07  sin  4  D 

VI)  Zum  Behuf  der  von  M  und  M'-\-D  ^abhängigen  Glieder]  dient  fol- 
gende Untersuchung.  [Bisher  sind  in  ov  die  Integiationsconstanten,  welche 
die  Gleichung  1 1  enthält ,  unberücksichtigt  geblieben ;  sie  können  beliebig 
gewählt  werden,  da  sie  sich  mit  den  elliptischen  Elementen  e  und  w  ver- 
einigen, und  sollen  so  bestimmt  werden,  dass  die  von  Mund  D-^M'^  3f— w  — oj' 
abhängigen  Glieder  in  ou  verschwinden.  Wenn  die  Integrationsconstanten  /', 
und  /','  so  eingeführt  werden,  dass  die  Constante  von  |^rQ  sin  F.  nd/  gleich 
aaefi-\- aae'fi  cos  [ü>  —  ü'  und  die  aus  J'rQ  cosV.ndt  entspringende  glcicli 
aae'f[sm{ü  —  w')  wird,  so  ist  der  entsprechende  Theil  von  or  mit  A'eniach- 
lässigung  der  zweiten  Potenzen  der  Excentiicitäten 

a  aaef'i  cos  M-{-aae'ficos  [M-r  w  —  w' 

und  hiedurch   entsteht  in  or  der  Theil 

ß)  —  '2aef\  sin  M—  2 ae'/i'sin (M-^ü  —  &).] 

Die  [gesamten  von  M  und  D-^-M"  abhängigen"  Glieder  mit  lubegiirt 
derer  [a],  die  aus  den  Constanten  entspringen,  seien 
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in  ör  .  .  .  .  aae/cosM+aa(''/^cos(M-|-w  — w') 
[so  dass  also 

Hiemit  wird  der  gesamte  von  den  beiden  Argumenten  abhängige  Theil 
in  o«....-2a{/'-i£(»^-J-93('')  +  iß^"'!esinilf 

-2a{r--J-SW  +  if»>}e'sin(M+«>-üi').] 

Man  bestimmt  f,  f  so,  dass  der  Inbegi-iff  dieser  Grössen   in   or   verschwindet. 
So  bleibt 

in  ör aa e (^- SB<"' -  iß<">  +  i£W)  cos  ikf+aae'(iS(")-i/''j  cos  (-^+w  —  w') 

oder 

«fle(TV-B<"'  +  i <^'''^)  cos M+aae' {^A'-iC)  cos  (M+  tö  -ö') 
[und  numerisch] 

—  0,000  0  526  cos  M  +0,000  0141  cos(M'+ w  — w'). 

[Diese  beiden  Glieder  lassen  sich  in  eines  vereinigen ;    bezeichnet  man  sie 
vorübergehend  mit 

6,  cos  M+  bi  cos  {M-\-  ü>  —  w') 

und  bestimmt  man  die  Constanten  c  und   C  aus  den  Gleichungen 

c  cos  C  =  ii  +  62  cos  (w  —  w') 
c  sin  C  =  b^  sin  (ö  —  w'), 
so  erhalten  sie  die  Form 

ccos(M+C), 

numerisch]   —0,000  0633  cos  (M+ 25"  56' 46"). 

VII)  In  or  wird  der  Coefficient  von  cos  (iD -]-  M),    [der   mit]  aaeE^'^  [be- 
zeichnet werden  mag] 

VIIIj  In  ör  wird  der  Coefficient  von  cos  ({i -ir  l) D -{- M'),  [der  mit]  aae'U''' 
vn.  50 
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[bezeichnet  werden  mag 

[Auch  hier  unterscheiden  sich  die  Argumente  iD-^M  und  (t+l)D  +  M' 
nur  um  constante  Grössen ;  sie  lassen  sich  auch  in  ein  Glied  vereinigen. 
Setzt  man  ähnlich,  wie  unter  VI] 

sin   '  Ä      I    n  sin  /  r>  /'Sin   /  j     ,      \ 

a       .x  —  A->rB       x  —  B=i       x  —  A-[-z], 

cos  '  I    r  cos  '  cos  '      '' 

[so  bestimmen  sich  /'  und  z  aus 

,3 sin  A  —  B   =  /sin  z 
a 4- 1^ cos  A  —  B)  =  /cos z.] 

IX)  In  öv  wird  der  Cocfticient  von  sin  viD  •{■  M) 

X)  In  ov  wird  der  Cocfticient  von  sin(  i-f  1  ,D4--^^ 


2(Ä+l)i)«  + 


h+l       i 


A+1 


2Z)»-i^((2i+lU'' 


i8. 
[Die  Formeln  für  die  Breitenstörungen  wurden  in  ähnlicher  Weise  abge- 
leitet,   wobei  aber  nicht,    wie  in  Notiz  2,    die  ungestörte  Bahnebene,   sondern 
die  Ekliptik  als  feste  Fundamentalebene  angenommen   wurde.     Es  seien]  /,  F 
die  Tangenten  der  Neigungen ;    N,  N'  die  aufsteigenden    ü,  [und]  man  mache 

/sin  (u'— iVj  — /'sin  {v'  —  N')  =  3sin  [v'— 9i 
[/ cos (v'— iV)  —  i' cos (v'—iV';  =  3cos  u'  — 9i^j 
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XI)  Secularbewegung  des  Knoten 

=  —  iantQ'^  cos  (N-m). 

XII)  Secularzunahme  der  Neigung 

=  —iantQ'^siniN—'iR). 

XIII)  Periodische  Gleichungen  der  Breite 

,        «3      l  »  g<''  sinjiD  +  v'-m)  _  ^  Q^^  Bm{iD-v'  +  %i 

'^  2[l-b)\^i+l-[i-l]&  i-l  f^i-l-(i  +  l)6  i+l  ]' 

[Die    vollständigen    numerischen    Eesultate    der    vorstehenden    Entwicke- 
lungen    sind    veröffentlicht    in    Zachs    Monatlicher    Correspondenz,   Band  VI, 

S.  492  —  498.*)] 


[*)  Band  VI,  S.  227—230.] 
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BRIEFWECHSEL. 


[IL  TAFELN  FÜR  DIE  STÖRUNGEN 
DER  CERES.] 

Gauss  an  Olberr,  Braunschweig,   3.  Dccember  1802. 

Ich  berechne  mir  jetzt  eine  Tafel  füi-  die  im  Nov.  der  M.  C.  an- 
gezeigten Störungen  der  p ,  wobei  ich  zum  T heil  eine  Einrichtung  mache,  die 
von  der  sonst  üblichen  verschieden  ist.  Die  Tafeln  für  die  bloss  von  p  —  %. 
abhängenden  Störungen  der  Länge  und  des  Radius  vector  und  für  die  Breite 
sind  schon  fertig.    Ich  schreibe  Ihnen  darüber  nächstens  ausführlicher 

Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,   21.  December   1So2. 

Meine,  jetzt  vollendeten,  Tafeln  i  *)"  der  Störungen  der   p    vom  %. 

werde  ich  noch  in  dieser  Woche  an  Zach  schicken ;  sind  sie  für  die  M.  C.  noch 
zu  weitläuftig,  so  werde  ich  Ihnen  eine  Abschrift  davon  besorgen.  Ihnen  kann 
ich  die  Einrichtung  mit  ein  paar  Worten  beschreiben.  Bei  der  Länge  machen 
erstlich  alle  Gleichungen,  deren  Argument  ein  Vielfaches  von  p  —  2],  ist.  Eine 
Tafel;  die  Summe  aller  übrigen,  von  der  einfaclien  Excentricität  abhängigen, 
lässt  sich  durch  A  sin  B  —  p  )  ausdi-ücken,  so  dass  A  und  B  bloss  von  p  —  %. 
lunctionen  sind;  diese  Grössen  A  und  B  gibt,  für  alle  Werthe  von  p  —  ^ 
von  (irad  zu  Grad,  eine  zweite  Tafel.  Eben  so  kommen  2  Tafeln  für  den 
Kadius  vector  und  Eine  für  die  Breite,  zusammen  5  Tafeln,  da  man  sonst  für- 
alle  die  von  mir  gebrauchten  Gleichungen  Kl 'I'afeln  oder  doch  an   '.Ui  brauchen 

[•)  Band  VI,  Seite  235—243.; 
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würde,  wenn  man  die  wegliesse,  die  nicht  auf  2"  gehen.  Mir  wenigstens  ist 
es  weit  leichter,  diese  leichten  trigonometrischen  Rechnungen  zu  machen,  als 
so  viele  Argumente  zu  bilden,  in  so  viele  Tafeln  einzugehen,  so  viele  Addi- 
tionen zu  machen.  Man  könnte  auch  leicht  den  Gebrauch  meiner  Tafel  noch 
mehr  erleichtern,  wenn  man  z.  B.  statt  A  gleich  logA  aufnähme;  oder  auch, 
wenn  man  nach  Gefallen  eine  beständige  Grösse  =  2M  annähme,  die  nicht 
kleiner,  als  irgend  ein  Werth  von  A  wäre,  -j^  =  cos  C  machte :  hiedurch  würde 
die  Summe  der  von  der  Excentricität  abhängigen  Gleichungen 

=  3Isin(B -  C  —  p  )  -h Msiniß  +  C  —  p  . 

Man  nähme  dann  in  die  Tafel,  für  jeden  Werth  von  p  —  %-  die  Werthe  von 
B  —  C  und  von  B-\-C  auf  und  fügte  noch  eine  Tafel  hinzu,  die  Msincp  für 
alle  Werthe  von  cp  enthielte.  —  In  meiner  Tafel  habe  ich  übrigens  nicht  die 
Winkel  B,  sondern  für : 

die  Länge B—2:p  —  %: 

den  R.  V.  )         ^ 
Breite         ) 

angesetzt  oder  der  Summe  der  Gleichungen  die  Form 

für  die  liänge A  sin  [B' -j-  p  —  2  9|_) 

für  den  R.  V.  und  die  Br .4  sin  5'+ 2p  -  32|-) 

gegeben. 

Dieses  B'   bleibt   so   immer   zwischen   bestimmten  Grenzen,   wenn    p  —  2|- 

alle   Werthe   durchläuft,    da    hingegen   B    einen    oder    zwei   Umläufe   machen 

würde  während  einer  Periode  von    p  — 2|_ 


Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,   4.  Januar    1803. 

Nach  meinen  vorläufigen  Tafeln  der  p- Störungen  ....  habe  ich 

schon  häufige  Rechnungen  gemacht,  und  ihre  vorzügliche  Bequemlichkeit 
bewährt  gefunden.  Aber  mit  den  VIII.  im  Nov.  der  M.  C.  abgedruckten 
Elementen  bin  ich  noch  nicht  recht  zufrieden.  Ich  hatte  dazu  lediglich 
Meridianbeobachtungen  gebraucht,  die  dadurch  sehr  gut,  und  viel  besser  als 
durch  die  VII.  dargestellt  wurden.     Aber  jetzt,   nachdem   die  ohne  Tafeln  so 
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sehr  boscliwerlichen  Berechnungen  der  Störungen  kein  Hinderniss  mehr  in  den 
We"-  legten,  habe  ich  auch  die  letzten  Ori ANischen  Beobachtungen  damit  ver- 
glichen, und  zu  meiner  \'envunderung  den  Fehler  merklich  grösser  gefunden, 
als  nach  den  VII.  Elementen.  Die  Ascensionen  stimmen  alle  ziemlich  gut, 
aber  die  Dedinationen  sind  mit  vieler  Harmonie  etwa  40"  zu  klein,  so  dass 
ich  den  Längenfehler  für  den  5.  Aug.  +1S",  den  Breitenfehler  —37"  im 
Mittel  ansetze;  der  Fehler  der  VII.  Elemente  ist  nur  etwa  halb  so  gross. 
Mich  dünkt,  dies  bestätigt  eine  schon  ehemals  von  mir  geäusserte  Mei- 
nung, dass  die  Unsicherheit,  die  eine  Folge  der  noch  zu  kurzen  Dauer 
der  Beobachtungen  ist,  bis  jetzt  auf  die  Voraussagung  des  künftigen  Laufs 
nachtheiliger  wirken  kann,  als  die  Vernachlässigung  der  Störungen.  Ich  will 
deswegen  erst  noch  eine  Politur  vornehmen  und  die  Elemente  allen  vorhan- 
denen Beobachtungen  möglichst  genau  anpassen.  Fast  alle  Rechnungen,  die 
ich  dazu  machen  muss,  müsste  ich  ohnehin  in  diesem  .Jahre  1803  zur  Be- 
nutzung der  künftigen  Beobachtungen  doch  auch  machen ;  die  Arbeit  ist  also 
nicht  verloren,  ob  sie  gleich  zur  Wiederauffindung  am  östlichen  Himmel  eben 
nicht  nöthig  ist ;  dazu  werden,  denke  ich,  die  von  Triesnecker  und  Bode  be- 
rechneten Ephemeriden  hinreichend  genau  sein.  —  "Was  übrigens  die  Er- 
reichung einer  grossen  Präcision  in  den  Elementen  noch  hindert,  ist  haupt- 
sächlich die  kurze  Dauer  der  PiAzzischen  Beobachtungen  von  1801.  Zu  einer 
genauen  Bestimmung,  wenn  so  wie  hier  die  mittlere  Bewegung  nicht  aus  sehr 
entfeiTiten  Beobachtungen  abgeleitet  werden  kann,  ist  es  wesentlich,  dass 
man  4  Beobachtungen  A,  B,  C,  D  habe,  die  alle  weit  genug  von  einander 
liegen,  auch  wo  möglich  das  Inten^all  B,  C  viel  grösser  sei,  als  A.  B  und 
C,  D.  Dazu  kann  man  nicht  umhin,  dass  man  für  A  und  B  die  ersten  und 
letzten  Puzzischen  Beobachtungen  nehme,  die  nur  41  Tage  von  einander  ab- 
stehen. Man  kann  sich  daher  einen  viel  grossem  Grad  von  Genauigkeit  ver- 
sprechen, Avenn  man  von  Piazzis  Beobachtungen  nur  noch  Eine  für  A  nöthig 
hat  (die  man  natürlich  diu-ch  Vergleichung  mit  den  benachbarten  genauer 
macht,  als  Eine  einzelne  ist,  also  1S03 
iA\  1801 

B\   ^^^   J1802    oder  Zachs  Beob.  vom  7.  Decbr.    1801) 

j  1802 

l  1803 
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nehmen  kann.  Aber  eine  recht  grosse  Genauigkeit  darf  man  erst  nach  der 
(P  von  1804  hoffen,  wenn  man  A,  B,  C,  D  aus  so  viel  verschiedenen  Jahren 
nehmen  kann,  und  1806,  wenn  man  4  Oppositionen  benutzen  kann,  wird 
man  hoffentlich  die  Bahn  der  p ,  etwa  die  mittlere  Bewegung  ausgenommen, 
fast  eben  so  genau  kennen,  als  die  der  übrigen  Planeten.  Mit  der  $  wird 
alles  Ein  Jahr  länger  dauern.  —  Finden  wir  aber,  woran  wir  noch  nicht 
verzweifeln  Avollen,  einen  von  beiden  in  einer  altern  Beobachtung  wieder,  so 
wird  freilich  alles  viel  geschwinder  gehen 

Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,   1.  März   1803. 

Meine  Tafeln  für  die  Störungen  der  p  hätte  ich  Ihnen  längst  ge- 
schickt, wenn  nicht  von  Zach  mir  geschrieben  hätte,  dass  alles  im  Februarhefte 
der  M.  C.  erscheinen  würde.  Da  in  diesem  der  Platz  nicht  zugereicht  haben 
wird,  so  erhalten  Sie  dieselben  in  meinem  nächsten  Briefe.  Ich  habe  mir  auch 
die  übrigen  für  die  Bewegung  der  p  nöthigen  Tafeln  leni  calamo  nur  auf 
Minuten  berechnet,  eigentlich  nur  zu  meinem  Gebrauch,  um  die  ganz  neuer- 
lich erhaltene  Histoire  Celeste  durchzumustern ;  ich  habe  sie  bereits  durch- 
blättert und  einige  llüchtige  Versuche  angestellt;  ich  verzweifle  aber  fast,  die 
P  darin  zu  finden,  ob  ich  gleich  mehrere  Tage  angetroffen  habe,  wo  der 
Unterschied  der  Declination  nur  einige  Grade  betrug.  Auch  diese  Tafel 
schicke  ich  Ihnen  nächstens.  Beide  Tafeln  sind  indess  nur  provisorisch;  nach 
dem  Schluss  der  diesjährigen  Beobachtungen  werden  wir  weit  genauere  Ele- 
mente haben,  und  dann  wird  es  schon  die  Mühe  belohnen,  die  Störungen 
genauer  und  vollständiger  zu  berechnen  und  aufzunehmen 

Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,   8.  April   1803. 

Hiebei   schicke    ich   Ihnen    die    so    lange    versprochenen   kleinen 

p  -  und  $  -  Tafeln ;  die  eine  noch  rückständige  für  die  $  erhalten  Sie  näch- 
stens nach 

Erst  in  gegenwärtigem  Jahre  werde  ich  zur  fernem  Verbesserung  der 
p- Elemente  diejenige  Methode  anwenden  können,  die  dann  immerfort  zur 
weitern  Ausfeilung  brauchbar  sein  wird ;    bisher  war  es  dazu  zu  früh.    Da  diese 
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Methode  racinor  Meinung  nach  kein  unwichtiger  Theil  des  Ganzen  ist,  denke 
ich  an  die  Bearbeitung  des  Ganzen  dann  zu  gehen,  wenn  ich  diesen  Theil 
erst  praktisch  geprüft  und,  wie  das  zu  gehen  pflegt,  ihn  praktisch  vervoll- 
kommnet habe 


Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,  2  5.  Januar  1805. 
Meine  neuen  Elemente  der  Ceres sind  folgende: 

Ei)oclic  Aplielium  Excentricität 

1801  77"  17'  0';i     320"  10'  511"     0,078  4929 

1802  155  27  34,2        22   0  4S71 

1803  233  38   8,3        24   2  4814 

1804  312   1  33,5         20   3  4757 

1805  30  12   7,7         28   4  4700 

Logaritlim  der  halben  gi-ossen  Axe 0,442  0004 

Tägliche  tropische  Bewegung 77r,'0524 

a    1801 80"54'4e" 

Neigung   180  1 1 0"  38'  1 3". 

Diese  Elemente,  mit  denen  noch  meine  alten  Perturbationstafeln  ver- 
bunden werden  müssen,  sind  auf  die  3  §  und  Piazzis  Beobachtungen  von  1801 
gegründet.  Inzwischen  lassen  sich  die  Breiten  in  den  4  Jahren  nicht  mit 
der  gefundenen  Säcularändenmg  vom  ü  und  Inclination  darstellen  (das  erstere 
bemerkte  ich  schon  voriges  Jahr  ;  und  ich  muss,  um  die  Beobachtungen  mit 
meinen  Störungstafeln  zu  vereinigen, 

dem  Knoten   0','24  3   tägl.   VeiTÜckung 
der  Neigung  0','0  25  tägl.  Abnahme 

geben,  beide  viel  grösser,  als  sie  die  Rechnung  gibt.  Ohne  Zweifel  liegt  dies 
bloss  an  der  UnvoUständigkeit  der  periodischen  Gleichungen  für  den  Radius 
vcctor  und  die  Breite,  und  wird  sich  künftig  bei  umständliclier  Rechnung  der 
Störungen  schon  ausweisen. 


BRIEFWECHSEL  UND  NACHLASS. 


[III.  ZWEITE  METHODE.] 

[MAI-JULI  1805.] 

Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,    10.  Mai   J80  5. 

Die  Methode,  nach  der  ich  die  p  -  Störungen  zu  berechnen  ange- 
fangen hatte,  habe  ich  doch  wieder  aufgegeben.  Das  gar  zu  viele  mechanische 
todte  Rechnen,  was  ich  dabei  vor  mir  sah,  hat  mich  abgeschreckt ;  auch  selbst 
wenn  alle  Rechnungen,  die  ich  Fremden  hätte  übertragen  können,  von  Hm. 
Bessel  und  Hrn.  v.  Lindenau  ....  übernommen  wären,  würde  fih-  mich  noch 
mehr  übrig  geblieben  sein,  als  meine  Geduld  hätte  bestreiten  können. 

Ich  habe  indessen  bereits  eine  andere  Methode  ausgesonnen,  die  eben  so 
weit  führen  kann,  als  jene,  aber  bei  weitem  weniger  —  obwohl  künst- 
lichere —  Arbeit  erfordert.  Ich  habe  schon  stark  angefangen,  sie  auf  die 
Ceres  anzuwenden,  wiewohl  vorerst  nur  nach  einem  eingeschränktem  Plane, 
indem  ich  nur  bis  an  die  5.  Potenzen  der  Excentrici täten  von  2|.  und  p  gehe. 
Diese  Methode  hat  um  so  mehr  Reiz  für  mich,  da  ich  dabei  von  vielen, 
schon  vor  längerer  Zeit  angestellten,  ziemlich  tiefen  Untersuchungen  über 
eigene  Arten  von  transcendenten  Functionen  einen  glücklichen  Gebrauch 
machen  kann.  Ich  werde  in  [der]  Folge  Ihnen  eine  Idee  davon  zu  geben 
suchen.  Auch  hoffe  ich,  dass  ich  im  Stande  sein  werde,  alles  so  einzurichten, 
dass  ich  durch  eine  fremde  Unterstützung  eine  ansehnliche  Erleichterung  ei- 
halte,  zwar  nicht  bei  meiner  diesmaligen  Rechnung  für  die  p  denn  gerade 
in  dem  Theile,  wo  Hülfe  zu  brauchen  wäre,  bin  ich  schon  selbst  zu  weit 
VII.  51 
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vorfi;('iiu-kt  .  uIkt  docli  wriin  ich  dieselbe  wifdcrholr ,  welches  nötliig-  sein 
wird,  da  ohne  Zweifel  die  erweiterten  Störungsgleichuugen  noch  mit  ansehn- 
lichen Ändernngen  in  den  Elementen  selbst  verbunden  sein  werden  —  oder 
audi  wenn  ich  einst  diese  Arbeit  bei  der  $  und  %  vornehme,  wo  sie  beträcht- 
lich weitläuftiger  sein  wird 


[Z\ir  Berechnung  der  Breitenstöningen  soll  die  ungestörte  Bahn  der  Ceres  als  Fundamentalebene  ge 
wühlt  werden;    es  ist  also  zunächst  die  gegenseitige  Lage  der  Bahnen  von  ^   und  S|.  zu  berechnen*. 

Nimmt  man  an,  -nenn  N  und  N'  die  Längen  der  aufsteigenden  Knoten  beider  Bahnen  bedeuten : 

t=    10*37'  ri4"  t' =      l°l*>'5l" 

JV  =    so    57     l:l  JV'=I)S    21-,    27, 

so  ergibt  sich  : 

Neigung  beider  Bahnen  =  J  =  '.i'-iv'  ll",  logsinj  =  '1,212  431(1, 

Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  ^-Bahn  auf  der  3]. -Bahn: 

gezählt  in  der  ^-Bahn:   7s''32'2«" 

"       ..    4 -Bahn:    Q    =   li*:n' .ih". 
Schreibt  man  in  der  Gleichung  «  für  0  ,S.  381    statt  der  Länge  v  die  wahre  Anomalie  V,  so  wird 

«  =  7r^l-''/'(">'"  •'•'<''-•'"  ■-/'(")< 

Nun  ist  [vgl.  S.  378 

Bezeichnet  man  mit  l  und  b  heliocentrische  Länge  und  Breite   der  Ceres ,    bezogen    auf  die  S).  -  Bahn 
als  Fundamentalebene,  und  mit  v'  die  wahre  Länge  des  3\.  in  seiner  Bahn,  so  ist 

cos  IC  =  cos  6  cos  >•'—/. 
Setzt  man 

l  =  v  +  h  7>  =  31--.? 

v'=  3\.  +  t' 

wo  V  die  wahre  Länge  der  ^  in  ihrer  Bahn,    5  bis  auf  das  Vorzeichen  die  Reduction  dieser  Länge  auf  die 
Si-Bahn,   ^ ,  S}.  die  mittlem  Längen,    femer   e  =  Aequ.  Centri    7,    e'  =  Aequ.  Centri  2).  sind,    so  kommt 

cosj«  =  cosftcos  D-f- e'— <■ 


IcosF.  wdt 


[•)  Siehe  Art.  15  der  weiter  unten  abgedruckten:  Exposition  dune  nouvelle  mithode  de  calculer  les 
perturbations  planitaireg  oder  auch  die  etwas  ausführlichere  Darstellung  bei  der  Berechnung  der  Pallas- 
störungen.] 
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(rr  +  r'r'-  2rr'co86cos  D  +  e'-a  )^ 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  die  Reihe 

^  =  iQ+Q'coi  D  +  E'-r,j  +  Q"coii-2  D  +  z'- 
entwickeln,  und 

'"'  w 

setzen,  wo  also  die   Q'''  Functionen  von  r,  r',  cosb  sind  und  wo   Q'"'  =  Q jj-  ist. 

Ferner  ist 

i'  =  )-'sin  J  sin  «;'— 8;  =  r' sin  J  sin  ,2|- +  e'— ^^  i  ; 

folglich  wird  der  Ausdruck  für  6  : 

2)     6  =  I  ,       (2'sini^  +  C(-  Q)  \ 

(+g^''^sin  D  +  ^  +  e'-Q)  _  ^"sin  D-  i  +  E'-2a+n)        j 

IxasmJ     r    «»s^^r  ^,,sm^   I       g^g;,,  ,2_d  + ^  +  2e'- a  -  Q)      -  §'"  sin  (2l>- ^  +  2^' -  ;ia  +  ßjLdJ 

4  v^ii  —  ee    |~  sin     J         cos       1      ^  *  *    '  i         i 

/+<J"sin;:!X)  +  ?  +  :u'-2a-  Qi-§'sini:iZ)-^  +  :i£'-4c<+Q)    \ 


[3.] 
[Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  ist  eine  periodische  Function  der  beiden  Argumente  ^  und 
2|.,  resp.  der  beiden  mittlem  Anomalien  M  und  M'  und  kann  in  eine  Reihe  nach  Vielfachen  derselben  ent- 
wickelt werden.     Diese  Entwickelung  wurde  einzeln  für  jedes  Glied  nach  der  in   der  Theoria  interpolationis 
methüdo  no\a  tractata  vorbereiteten  Methode  ^)  vorgenommen  und  soll  hier  als  Beispiel  für  das  Glied 

3)  const.j-»-'0"sin{3D+  ?+ :!e'— 2«  — Q),     wo     const.  =  — -^ — — -. — r, 

4  V  ii  —  eej.smt 

numerisch        log  const.  =  2,ü73ii.')41  in  Secunden, 

mitgetheilt  werden.  Zwecks  dieser  Entwickelung  wurde  der  Umkreis  in  lo  Theile  getheilt  und  die  nume- 
rischen AA'^erthe  der  zu  entwickelnden  Functionen  für  die  Werthe;  M  resp.  31'  =  ±18°,  +54°,  +9  0° 
+  126",  +10  2''  berechnet,  wo  M  und  31'  von  der  Sonnenferne  gezählt  sind.  Setzt  man  für  den  Augen- 
blick, um  die  weiter  unten  Art.  2  der  allgemeinen  Störungen  der  Pallas,  erste  Rechnung,  gegebenen  For- 
meln benutzen  zu  hönnen,  m  =  Oii"— M,  und  will  man  eine  Function   jT  in  die  Reihe: 


[*)  Band  III,  Seite  265;    vgl.  auch  die  Eutwickelungen  bei  den  Störungen  der  Pallas.] 

51* 


404  NA(  HLASS. 

r  =  o,  -f-  Ol,  cos  MI  -t-  a,  cos  J  m  H =  "o  ~  ?i  '^°^  -^^     «»  '"o»  -  -^I  +  • 

4-  p,  sin  w  +  p,  sin  '2  )h  H +  a,  sin  JU  -  ß,  sin  2  JJ/  -  • 

entwickfln.  >ind  sei 

für  die  AVerthe  »l   =   n,   :ti;'',   Tl',  ...   ssd«,   :i24' 
T  =  -J.,   ./,,   .1, /,,   .Ja 

gegeben,  so  ist  nach  den  ii.  a.  O,  entwickelten  Fonneln 

loa,  =  ^,  +  ,4,  +  .1,  -\-  ./,  +  ./,  -  yi,+  .<,  +  ^U  +  -ii  +  ^«) 

5  a„  =  W,  —  ^5  +  -4,  +  W,  —  .-<4  —  ^e  cos  M  a  +  i -J,  +  --^s  ~  ^a  "~  -^i.  '^°^  2  >i  a 
5  ß„  =  1^,  —  ^1,  +  -l«  -  Wj  sin  »1  a  +  lyl,  —  ^9  +  ^,  —  A,  sin  2  «  a 

Sa,,  =  A^  +  A^-\-[Ai-\-  A^ 4-  A^  +  ^,:  cos »1  a  +  (--J,  +  v4,  +  ^,  +  A,  cos  2  « a 
&ß„  =  fyi,  —  A^  —  A^-\-Ag  sin  MO  +  (^  —  A,  —  Af-\-A,)6m  •i7ia 


»1  ungerade 
>i  gerade 


a  =  :)«''. 

Das  i\i  entwickelnde  Glied  3    wurde  nun  wie  folgt  zerlegt: 

rr'<2"sin  32)  +  ^  + 3c'-2a- ß    =       r'cos.ic'j      rcos  2a.  §"sin[3i)  + ^  —  Q)l 

l-rsin  2a.§"co8(3D  +  .?-Q)j 

+  r'sin:u'  1      rcos  2a .  Q"co8  (3D  +  .?  -  Q)l 

l-f  rsin  2a.  §"ein(3D  +  .?  —  Q)j 

und  es  wurden  zunächst  die  Ausdrücke  r  .     Ii.  Q"  für  alle  AVerthepaare 

sin 

M  resp.   M'  =   ±18",   +  54",   +  90°,   +  m;»,   +  1C2» 


[Zur Berechnung  der  §'''  bedient  man  sich  der  bereits  früher,  S.  3  8  5,  angewandten  Methode;   man  setzt 
4)  5R9{  =  -~°--(l+?3-2,3co8X>4-E'-a), 

WO 

.  ^  [rr  +  r'r'  ■{-  irr'  coBb)  —  \/  [rr  +  r'r'—irr'cosb) 

~    \/  [rr  +  r'r' •{■  irr'coBb]  +  fJ  {rr  +  r'r'  —  irr' coib)  ' 

sobald  man  also  für  ein  Werthepaar  von  M,  M'  die  Grössen  r,  r',  cos 6  und  hieraus  ß  berechnet  hat,  er- 
geben sich  die  entsprechenden  Werthe  der  Q'"'  nach  dem  Seite  3  85  gegebenen  Verfahren  mit  den  nöthigcn 
Modificationen,  die  sich  aus  der  Form  der  Gleichungen  1  und  4  ergeben ;  auch  a  rechnet  sich  nach  be- 
kannten Fonneln.     Man  findet  auf  diese  Weise  für  unser  Beispiel  mit  Annahme  von 

loga  =   0,442  0004  logo'  =   0,7  1«  2304 

löge    =   8,894  7674  loge'    =    8,682  7554 

Sonnenfeme  =  w  =  326*  24' 2" 
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z.B.  für  M'  =  +18° 


>/     i       logr        I      log^' 


löge'  =  o,;:).-)  76'J3 


—  1»3h'  46;'36' 

I  const.  rcos  2a  .Q"  |    const.  rsin  2ot . 


),463  U-Jl 
),444  6563 
),423  4498 
),408  6211 


8,07!  22U1 
8,086  9422 

8,044  6234 
8,073  7311 

8,007  0532 
8,0152581 

7,949  3412 
7.929  3295 

7,887  3044 
7,872  3513 

—  2»  35' 
+  2    12 

3  6 
11 

'80 
11 

—  6    31 
+  6    3S 

41 
40 

64 
63 

—  8    34 
+  9      9 

46 
49 

38 

woraus  man  nach  den  obigen  Interpolationsf'ormeln  erhält 
const.  ccos  2a  .  §"  =   l,19i>i- 


const.  r  ein  'li.Q" 


—  0,1386 
+  0,1221 


—  0,3181 
+  0,3462 


—  0,3652 
+  0,3967 


•0,2756 
■  0,2754 


—  0,1027 
+  0,089  7 


WO  nur  die  grössten  Glieder  berechnet   sind.     Dieselbe  Rechnung   ist   auszuführen    für   die  übrigen  Werthe 
von  M' ;    es  fand  sich  so  mit  Berücksichtigung  nur  der  grössten  Glieder 


M' 

const.  )•  cos  2  a  .  Q" 

const.  r  sin  2  a  .  <3  " 

+     IS» 

1,1961  +  0,370lcos  Ji 

—  0,3770  sin  ilf 

+     54" 

1,3186 +  0,4188  cos  il/ 

—  0,4  157  sin  il/ 

+     9  0» 

1,5632 +  0,5057  cos  JX 

—  0,4929  sin 3/ 

+  126» 

1,8871  +0,6230  COS  il/ 

—  0,59  53  sin  3/ 

+  162» 

2,1429 +  0,7  179  cos  ilf 

—  0,(:7  5ssinil/ 

const.  r 

cos 2a.  Q"a'm{ 

31»+?- 

Q) 

—  const.  r 

sin  2a.Q"cos(3D  +  .?- 

Q] 

±     18» 

1,196  1  SU 

i:3Z)  +  ^ 

—  ff)  +  0,3766 

sin(3D  + 

i-Q  +  M) 

+     54» 

1,3186 

.. 

+  U,4I72 

n 

+     90» 

1,5632 

.. 

+  0,4993 

n 

+  126» 

1,8871 

« 

+  0,6092 

.. 

+  162» 

2,1429 

» 

+  0,6968 

const.  r  cos  2  a  .  Q"  cos  '3  D  +  ^^  —  Q 1  +  const.  /•  sin  2a.  Q"  sin  3  D  +  j?  —  Q ) 


gelten   dieselben   Werthe,    wie   Torstehend, 
die  entsprechenden  Cosinus  zu  setzen. 


sind    statt    sin  3D  +  ^-Q)    und   sin  :3D  +  ^  -  Q  +  il/^ 
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1  Anudrücke  sind  n\in  endlich  mit 
i1/'        I         logr'         I  e' 


e'  resp.  r'äin:ic'  zu  multipliciren ; 
)  logr'co83e'  |logi+ r'sinae' 


+     .8« 

0,7357093 

+  l°38'  4«','30 

0,-3422 

9,06195 

±     54» 

0,728  9695 

+  4    18    30,  00 

0,71782 

0,07861 

4-    «0» 

0,717  2353 

+  5    30    39,  96 

0,61.890 

0,17143 

+  126» 

0,704  4044 

+  4    37    2»,  37 

0,0910t 

0,08423 

+  IßZ« 

0,6«5!I734 

+  1    48    31,2ii 

o,ii;i4U2 

■.1,87109 

CDUst.  r  cos  2  a .  Q"  sin  (3  D  +  ^?  -  Q  j 
const.  rein  2a.Q"cos{3D  + ^  —  Q) 


+  r'8in  1 


j      const.rcos  2a  .  Q"co3  ;3  2)4- ? 
(-|-  const.rsin  2a.  ^''sin   3D  +  .? 


+  If' 

i.,48«2  sin 

■il)  + 

+     54« 

«,8554 

■> 

±     '■">' 

7,8147 

•• 

+  .2«« 

0,27  68 

» 

±..,0» 

1(1,59:10 

" 

Q    +  2,04  19  sin  .3  2)  +  .?  -  Q+Mi  Ü,54U1C0S.3U  +  ^-  Q1  +  0,l-29CO8,:iD  +  ^  - 

-|- 2,1787  »  1,5802  »  +0,4999  » 

+  2,196!  »  2,31«:  •■  +0,7410  » 

+  2,994.'>  »  2,2910  n  +0,7390  >> 

+  :l,444s  >.  I  1.0U62  "  +0,3272  • 

AVird  hienaili  noch  die  Inteq)olation  nach  dem  Argument  M'  vorgenommen,  so  finden  sich  die  Haupt- 
glieder der  Entwickelung : 

,  ,1      const.rco82a.(2"sin(3D  +  ^  —  Q  i   =        >;'2l  12  —  2;'i210  cos3/';8in(:tD  +  ^  —  Q; 

r  C0S3E  i_^„„3t  ,.gi„.^,    g»<.os;3D  +  ^- Q  i         +:2:'(i:n2-»;'7243co3il/')8in::iD  +  ^-Q+JM-j 

,  .        ,1      const.rcos2a.  (2"cos  3Z)  +  ^  —  Q  )  =  —  2:'372fl  sin3f'.cos  3i)  + ^  —  Q, 
r  sm  .iE  j  ^const.rsin  2ct.  (^"sin  ;3U  + ^  -  Q  j         —  o;'7  592  3inilf'.cos(3l>  +  ^  -  Q  +  M, 

Die  Siunrae  dieser  beiden  Ausdrücke  gibt  die  EntTrickelung  des  Gliedes  3'.] 


a+3 


[Nachdem  auf  diese  AVeise  alle  Glieder  des  Ausdnicks  2    auf  die  Form 
A  sin  :iD  +  7  +  Q  +  1 3/ -  h'M' 
gebracht  sind,  wird  das  entsprechende 

5)  Glied  in  ^^-^  =  -  ^cosFTsin  F.  sin  iD  +  ^  +  f?  ■\-l;M-k'M'  hat 

'  smt  .'  — 

+  4sinF^co3F.8in  ;tD  +  ^+  Q  +lcM-k'Mrndt. 

Der  nächste  Schritt   besteht   nun   in  der  Entwickelung  von        V  nach   Vielfachen   von   3/,    welche 
auch  nach  der  interpolatorischen  Methode  erfolgen  kann.     Es  fand  sich 


cosF: 
sin  F 


.07S4S  +  l>,!lli30S  COS^f  —  0,il77S4  COS  2  3/    etC. 

0,99461  sin  3f—0,07792sin  23/  etc. 


Nachdem  die  Ausmultiplication  mit  diesen  Grössen  unter  den  Integralzeichen  in  5;  ausgeführt  ist,  kann 
die  Ausfühnmg  der  Integration  ohne  Weiteres  erfolgen  und  nach  nochmaliger  Multiplication  mit  cos  F  resp. 
sin F  erhält  man  das  entsprechende  Glied  in  6.     Das  oben  als  Beispiel  benutzte  Glied  3.  ergab  so: 
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—  2  7;'4  7sm(3D  +  ^?  —  Qi 

—  i','b6sm[3D  +  ^  ~Q  +  3I] 
+  2,"2Csm(3D+ ? -Q- -V) 
+    2;'sismf:tD+^-fi  +  3/'). 

Die  gesammten  numerischen  Resultate  finden  sich  im  folgenden  Briefe,  aus  vrelchem  auch  zu  ersehen 
ist,  ■wie  die  Glieder,  deren  Argumente  sich  nur  um  constante  Grössen  unterscheiden,  in  eines  zusammenge- 
zogen worden  sind.] 


[6.] 
Gauss  an  Olbers,  Brauiischweig,   2.  Julius   iSü5. 

Mit  meiner  Rechnung  der  Störungen  der  p   bin  ich  leider  noch 

nicht  fertig.  Theils  habe  ich  nicht  immer  anhaltend  daran  gearbeitet,  theils 
habe  ich  auch  daran  bei  weitem  mehr  Mühe  gehabt,  als  ich  vorher  glaubte,  hie 
und  da  auch  wohl  mehr,  als  nothwendig  gewesen  wäre.  Aber  die  zweckmässigste 
Ausübung  einer  Methode  lernt  man  erst  bei  ihrer  Anwendung.  Mit  den 
Störungen  der  Breite  hatte  ich  angefangen.  Ich  hatte  bei  meiner  ersten  Rech- 
nung alles,  Avas  von  den  Excentricitäten  abhing,  übergangen:  Oriani  hatte 
nur  Ein  Glied  mitgenommen.  Nunmehro  habe  ich  alle  Gleichungen,  die  ich 
über  l"  fand,  mitgenommen,  worunter  auch  ein  paar  sind,  die  von  dem  Pro- 
ducte  der  Excentricitäten  abhangen,  also  (da  ohnehin  in  alle  Breitengleichungen 
die  Neigung  entrirt)  von  der  Ordnung  ;{  sind.  Von  dieser  Arbeit  habe  ich 
nun  gewissem! assen  auch  schon  Früchte  geerndtet.  Sie  erinnern  sich,  dass  ich 
mich  schon  seit  180  3  beklagt  habe,  dass  sich  die  Breiten  in  der  ^  von  I803 
mit  denen  von  180  1  nach  der  aus  der  Theorie  gefundenen  Bewegung  des  ft 
nicht  mehr  vereinigen  Hessen,  und  dass  ich  gezwungen  war,  den  9,  1S0H  um 
o'  weiter  zu  rücken.  Eben  so  stimmte  in  der  ^  1804  die  Breite  nicht  mit 
der  von  1802;  die  Neigung  musste  weit  mehr  verringert  werden,  als  die 
Theorie  angab. 

Bei  meinen  neuesten  Elementen  musste  ich  dem  ß  eine  tägliche  tropische 
Bewegung  von  0','241  und  der  Neigung  eine  tägliche  Abnahme  von  o'.'0  24  3 
geben,  um  die  Beobb.  zu  vereinigen,  so  dass 

ß    1801    Jan.  1.    80°  5 4'  46"  1  Neigung    1802   <?    ]0"38'     l" 
1803        (?         80    58    28     |  1804    c?    10    37    38. 
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Zu  meiner  grossen  Freude  ist  dies  nun  niclit  mehr  nötliig,  und  die  Be- 
obachtungen stimmen  jetzt  mit  den  neuen  Breitengleichungen  und  Säcularbe- 
wegungen  recht  gut.  Die  an  sich  unbedeutenden  noch  zurückbleibenden  Diffe- 
renzen von  ein  paar  Secunden  können  recht  gut  dadurch  erklärt  werden,  dass 
die  dabei  gebrauchten  Radii  vectores  noch  Verbesserung  nöthig  haben,  weil 
dabei  die  Störungsgleichungen  noch  niclit  vollständig  angewandt  sind.  Hier 
die  Breitenstörungen : 

p  :   Mittl.   Länge  der  p ,        w  :    Sonnenferne 

%  :       ..  I.  des   9|.,        w': 

ß    Länge  des  aufst.  Knotens  der   p    auf  der  .'^ -Bahn  =  7S"35' 

Knoten  der    P    1801 80"  53'  56" 

Tägl.  Bewegung -|-  0','00405 

Neigung   1801 1  o"  37'  29','9 

Tägl.  Abnahme   o','001 195. 


Breitenglcicliungen : 
A. 


Il';i9sin  %-—a) 
2,78  sin  Ä—  ß)cos  2|- 


J-  I4,17sin  ;p  — 2  2}.-L-fli) 
-f  2  7,4  7  sin  2  p  —  3  2|.  -f  ft ) 

—  4,62sin(3p  — 42|-  +  fl; 

—  0,01  sin;4p  — 52|.-Lft 
-}-  5,51  sin  2p  — .^4.— ft) 
4-    0,99sin(3p  — 2  2t.  — ß) 

—  2'^71  8in(w— ß) 


+ 

3,44  sin  fp  —  2|-  —  (ö-fß; 

— 

3,33  sin  (p-2|.-fd)-a) 

+ 

2,25  sin  (p-2|.  +  ä,'-ft) 

- 

0,24  sin  (p  —  2|.  —  (i)'-fft) 

—  0','65sin(2|.— 74"  13' 

+  M.17sin;p-2?|_  +  78''35') 
+  27,47  sin  ;2  p  —  3  21.  +  78"  35') 

—  4,62sin:3p  — 4  2H-78''35') 

—  0,01  sin;4p  — 52|.-h78"35') 
-f    5,51sin(2p-2|.-7  8"35') 


-f    0,99  sin '3  p  • 

B. 

+    1"91 


2  21- -7  8"  35') 


-{-    8,(31  sin;p  — 2t_-f  9  5"26', 
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+ 

3,59  sin  (2  p - 

-22|-+ö>-a) 

— 

2,93  sin  (2  p - 

-22|-  +  <ö'-ft) 

— 

2,26  sin  (3  p - 

-32}--<ö  +  ft) 

+ 

3,90  sin  (3  p - 

-32|.  +  ä)'-ft) 

+ 

4,17  sin  (2  p- 

-  ft  -  (&')   j 

— 

10,41  sin  (2  p - 

-ß-ö.)     1 

- 

l,65sin(3p- 

-  ft  —  w  —  ö'j 

+ 

2.72sin(3  2|_- 

-p-a-«') 

- 

4,56sin(3  2|_- 

-p-a-<s) 

- 

2,81  sin  (2  p - 

_42^+ft+d)') 

-h 

1, 82  sin  (2  p- 

-42|.+  fl+ib) 

+  13, 75  sin  (3  p  — 5%+  ß  + 
—  1  0,56  sin  (3  p  —  521-  +  ft  +( 


—  10;'31  sin(2p  — 2  2|.  +  94"l0') 

—  6,16sin(3p  — 3  2|.+  112''26') 

—  1  3,69  sin (2 2J-— 57" 2  0 

—  l,65sin(321_  — Se^Q') 

—  6,77sin(3  2(_-P-6l''25') 

4-    4, 30  sin  f2p— 4  21. +  72"  24') 
-22,51  sinSp— 5  2[-+70"27'). 


Hiemit  ist  Orianis  Rechnung  im  Dec.  1802  der  M.  C.  zu  vergleichen. 
Alle  roth  unterstrichenen  [*)]  Gleichungen  sind  von  ihm  übergangen.  Der  nu- 
merische Werth  ist 


von  den  A  bez.  Gleichg. 

von  den  Gleichg.  B 

von  allen 

Jan.  1. 

18ül 

—  47;'0  3 

-17','14 

-64','17 

Febr.  11. 

180  1 

—  45,88 

-17,56 

-63,44 

C? 

1802 

—  25,78 

+  27,20 

+    1,41 

<? 

1803 

+    0,46 

+  41,53 

+  41,99 

<? 

1804 

+  22,87 

-33,60 

-10,73. 

Hieraus     ist    klar,    dass    die    Vernachlässigung    der   Gleichungen   B    dem 
alleinigen  Gebrauche  der  A  allen  Werth  nahm. 


I*)  Die  Striche  sind  im  Abdruck  wiedergegeben  worden.] 
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Die  Notiz  .2 j  des  Abschnitts  I.  ist  einem  Heftclien  Schedae,  die  Notiien  [3j — [7]  einem  Handbuche 
entnommen ;  wegen  der  fragmentarischen  Beschaffenheit  der  Originale  musste  die  Bearbeitung  ziemlich  frei 
gehalten  werden.  Das  genannte  Handbuch  enthält  auch  die  erste  numerische  Rechnung  der  Stönmgen  nach 
den  in  7;  gegebenen  Formeln,  deren  Resultate  in  Zachs  Monatlicher  Correspondenz  Bd.  VI  Werke,  Bd.  VI 
S.  225)  abgedruckt  sind.  Auf  Gnind  dieser  Störungen  hat  Gauss  die  Elemente  wiederum  verbessert  'Bd.  VI 
S.  228  und  Notiz  [ij),  und  dann  mit  den  so  verbesserten  Elementen  die  Stör\ingen  von  neuem  berechnet; 
diese  letztere  Rechnung  findet  sich  in  einigen  zusammengehefteten  Blättern,  welche  den  Titel  "Praktische 
Anweisung  zur  Berechnung  der  Störungen ■■  tragen,  und  Eingangs  auch  eine  Zusammenstellung  der  ange- 
wandten Formeln  mit  Einschluss  derer  für  die  Breitenstörungen  Notiz  [&)  enthalten.  Die  letztem  hatte 
Gauss  in  der  ersten  Rechnung  bei  Seite  gelassen;  ihre  Ableitung  hat  sich  nicht  gefunden.  Die  Resultate 
der  zweiten  Rechnung  sind  abgedruckt  in  Zachs  Monatlicher  Correspondenz,  Bd.  Yi  Werke  Bd.  VI 
S.  228  — 229\    Die  Jupitersmasse  hat  Gauss  gleich (nach  Laplace    angenommen. 

'  1067,09 

Die  unter  II.  abgedruckten  Briefstellen  beziehen  sich  auf  die  Tafeln,  welche  Gauss  im  Anschluss  an 
die  vorerwähnten  Rechnungen  hergestellt  und  in  Zachs  >Ionatlicher  Correspondenz  Bd.  VII  lAVerke  Bd.  \'I 
S.  2;)  5— 2  4  3]  veröffentlicht  hat. 

In  der  zwischen  den  beiden  Briefen  an  Oi.iiERs  vom  25.  Januar  \md  10.  Mai  isos  liegenden  Zeit 
!oder  früher  hat  Gauss  begonnen,  seine  erste  Methode  auf  die  zweiten  Potenzen  der  Excentricitäten  auszu- 
dehnen. Der  Beginn  dieser  Entwickelungen  findet  sich  ebenfalls  im  genannten  Handbuch :  sie  sind  aber  ihrer 
Weitläuftigkeit  wegen  von  Gauss  sehr  bald  wieder  aufgegeben  worden ,  worauf  dann  die  Rechnung  nach 
der  zweiten  unter  HI.  mitgetheilten  Methode  erfolgte.    Vgl.  hierzu  den  Brief  an  Olbers  vom  10.  Mai   18O.S. 

Von  dieser  zweiten  Methode,  bei  welcher  Gauss  bereits  die  spätere  HANSENsche  interpolatorische 
Entwickelung  der  Störungsfiinction  angewandt  hat  vgl.  Gauss  an  H.ansen,  11.  März  184  3),  und  die  auch 
die  Grundlage  der  spätem  Rechnung  der  Pallasstörungen  bildet,  sind  nur  die  numerischen  Rechnungen  in 
demselben  Handbuch  aufzufinden  gewesen ,  auf  Grund  deren  die  Entwickelungen  reconstruirt  worden  sind. 
Da  demnach  die  Notizen  [2] — [s]  gänzlich  neu  verfasst  sind,  so  sind  sie  in  Petitsatz  gedmckt.  Aus  dem 
Originale  stammen  nur;  S.  4  02  die  Werthe  von  N,  sin  J,  Q,  und  die  Erklärung  der  Bedeutung  von  o,  e,  c' ; 
S.  40  3  die  Gleichung  2'  und  derWerth  der  Constante  bei  Gleichiing  3  ;  S.  4  0  5- — 4  07  die  numerischen  Werthe 
mit  Ausnahme  derer  auf  S.  405,  Zeilen — 5  von  unten,  und  der  Factoren  von  cos  ^D  +  ^  —  Q+Af^ 
auf  S.  406,  Zeile  11 — 15,  welche  ergänzt  wTirden.  Gauss  hat  hier  nur  die  Breitenstömngen  gerechnet;  von 
der  Anwendung  auf  die  Störungen  des  Radius  Vector  und  der  Länge  fand  sich  nur  der  allererste  Anfang 
vor,  Gauss  ist  dann  zur  Bearbeitung  der  Pallasstörungen  übergegangen.  Die  Resultate  finden  sich  im 
Briefe  an  Olbers  vom   2.  Juli   1805;    sie  sind  damals  nicht  abgedruckt  worden. 

Im  ganzen  haben  Gauss'  Arbeiten  über  Ceres  den  Charakter  von  Vorarbeiten  zu  seinen  ausgedehnten 
Untersuchungen  über  Pallas,  womit  es  sich  wohl  rechtfertigt,  dass  manche  Punkte  dort  ausführlicher  be- 
arbeitet worden  sind,  als  hier. 

Man  vergleiche  auch  die  bereits  in  Bd.  \1  abgedruckten  einzelnen  Mittheilungen  über  den  Fortgang 
von  Gauss'  Untersuchungen.     Mehrfach   wurden  kleinere  Unrichtigkeiten  verbessert. 

Bkendel. 
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Gauss  an  Olbers,  Braunschweig,   S.Januar    1806. 

Einige  zufällige  Umstände  waren   vor   einiger  Zeit  Ursache,    dass 

ich  verschiedene  Untersuchungen  über  die  Interpolationstheorie  [*)]  auszu- 
arbeiten anfing;  ich  glaubte  dies  auf  einen  oder  ein  paar  Bogen  bringen  zu 
können,  nun  sind  es  aber  4  geworden,  die  gedruckt  wohl  8  füllen  könnten. 
Gerade  die  letztere  grössere  Hälfte  ist  es,  von  der  ich  bei  meiner  Methode, 
die  Perturbationen  zu  berechnen,  einen  sehr  nothwendigen  und  vortheilhaften 
Gebrauch  mache,  daher  ich  wohl  Gelegenheit  wünschte,  jene  Abhandlung  vor- 
her irgend  wo  zum  Druck  zu  befördern 

Gauss  an  Olbers,  Göttingen,   6.  August   1810. 

Ich  habe  angefangen,  einen  für  die  Societät  bestimmten  Auf- 
satz [**)]  über  meine  die  Pallas  betreffenden  Rechnungen  zu  schreiben,  worin 
ausser  den  numerischen  Resultaten  mein  Verfahren,  aus  4  Oppositionen  eine 
Planetenbahn  zu  bestimmen  (eigentlich  aus  4  Längen  in  der  Bahn  die  ellip- 
tischen Elemente),  sowie  diejenigen  Abkürzungen,  deren  ich  mich  bei  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  bediene,  Ihnen  vielleicht  nicht  ganz  un- 
interessant sein  werden.  Wäre  der  Termin  für  die  Pariser  Preisfrage  noch 
4  Monate  weiter  entfernt,  so  würde  ich  jetzt  vielleicht  mich  noch  darum  be- 
werben ;    aber  so  ist  die  Zeit  zu  kurz,  und  seit  1 0  Monaten  fehlte  es  zu  jeder 


Vgl.  Band  III,  S.  26  5.; 
)  Vgl.  Band  VI,  S.  l.] 
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etwas  weitläuftigein  zusammenhängendeu  Arlieit  mii  durchaus  an  Lust  und 
Muth.  Aber  demungeachtet  denke  ich  nun  alle  Theile  der  Methode,  nach 
der,  wie  ich  glaube,  die  Pallasstörungen  zweckmässig  berechnet  werden  können, 
in  etwa  4   oder  5  einzelnen  Memoires  für  die  Societät  auszuarbeiten. 


Gauss  au  Olbers,   24.  Oktober   1810. 

Nächstens  werde  ich  bei  der  Societät  die,  wie  ich  glaube,  schon 

einmal  gegen  Sie  erwähnte  Arbeit  [*]  über  die  Pallas  vorlesen.  Sie  werden 
dann  einen  umständlichen  Bericht  darüber  in  unsem  Anzeigen  finden.  Theo- 
retisches ist  auch  einiges  darin:  theils  die  Entwickelung  meiner  schon  seit 
mehrem  Jahren  gebrauchten  Methode,  aus  4  Oppositionen  eine  elliptische 
Bahn  zu  bestimmen,  gleichsam  ein  Supplement  zum  2.  Abschnitt  des  2.  Buchs 
meiner  Theoria;  theils  die  Erklärung  eines  praktischen  Kunstgriffs,  wodurch 
bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  das  sonst  so  beschwerliche  Eliminiren 

bedeutend  abgekürzt  wird Ich  werde  daher  vielleicht  bald  anfangen,  die 

Störungen  eines  der  neuen  Planeten  vollständiger  zu  berechnen.  Wüsste  ich, 
dass  das  Institut  die  Preisfrage  noch  einmal  prorogirte,  so  wäre  ich  nicht 
abgeneigt,  die  $  dazu  zu  wählen,  sonst  muss  billig  die  Q.  den  Vortritt  haben, 
wo  auch,  weil  bald  die  8.  ^  beobachtet  wird,  eine  grössere  Satisfaction  zu 
erwarten  ist.  Bei  der  $  würde  ich  doch  wohl  zuerst  anfangen,  die  Elemente 
als  variabel  anzusehen  und  ihre  Störungen  während  7  Jahren  durch  Quadra- 
turen zu  bestimmen,  wozu  ich  mir  Formeln  entworfen  habe,  die  mir  etwas 
bequemer  scheinen  als  die  LAPLACESchen.  Falls  es  dann  gelingt  wie  es  nicht 
anders  zu  erwarten  ist,  die  6  bisher  beobachteten  Oppositionen,  die  sich  gar 
nicht  mehr  in  Eine  Ellipse  fügen  wollen,  gut  zu  vereinigen,  so  würde  ich 
nach  meiner  schon  vor  4  oder  5  Jahren  entworfenen  Methode  die  Störungen 
in  der  sonst  üblichen  Form,  als  periodische  Störungen  der  Länge,  der  Breite 
und  des  Radius  vector.  oder  noch  besser  seines  Logarithmen  berechnen 


STÖRUNGEN  DER  PALLAS.      BRIEFWECHSEL.  415 

Gauss  an  Olbers,   26.  November   1810. 

Ich  glaube  Ihnen  bereits  in  meinem  letzten  Briefe  geschrieben  zu  haben, 
dass  ich  Willens  war,  eine  Arbeit  [*)]  über  die  Störungen  der  Pallas  durch 
den  Jupiter  zu  unternehmen,  nicht  die  allgemeine  Theorie  derselben,  sondern 
nur  ihren  Betrag  seit  1803  bis  1811  zu  entwickeln.  Die  Berechnung  dreier 
Systeme  von  elliptischen  Elementen  aus  den  Oppositionen  von  1803,  1804, 
1805,  1807  —  1804,  1805,  1807,  1808  —  1805,  1807,  1808,  1809  hatte  die 
starke  Einwirkung  der  Störungen  erwiesen ;  urtheilen  Sie  selbst  nach  fol- 
genden Proben : 

Perihelium   1803 121"    3'll''  I2l"    5' 22"  120"58'    5" 

cp 14"  10' 59"  14"  10'    4"  14"    9' 3 7" 

Tägl.  mittl.  Bewegung.  ..  .     770','214  770;'447  770','926. 

Ich  wui'de  neugierig,  ob  diese  sechs  Oppositionen  sich  viel  besser  ver- 
einigen lassen  würden,  wenn  die  Störungen  vom  Jupiter  mit  in  Betracht  ge- 
zogen würden.  Ich  gestehe,  dass  eine  solche  an  sich  nicht  angenehme  Arbeit 
so  lange,  als  Eine  Ellipse  alle  Beobachtungen  darstellte,  zu  wenig  Interesse 
für  mich  gehabt  hatte,  und  dass  selbst  der  Preis  von  6000  Francs  mich  kaum 
dazu  hätte  anlocken  können.  Jetzt  habe  ich  indess  jene  Arbeit  muthig  unter- 
nommen, und  nachdem  ich  4  Wochen  den  grössten  Theil  meiner  disponiblen 
Zeit  dazu  angewandt  habe,  die  Hauptsache  abgethan,  so  dass  ich,  wenn  nicht 
Hauptfehler  in  meiner  Rechnung  sind,  bald  die  Früchte  davon  zu  pflücken 
hoffen  darf.  Ich  habe  es  am  zweckmässigsten  gehalten,  die  Elemente  als  ver- 
änderlich zu  betrachten,  und  ihre  täglichen  Änderungen  durch  Jupiter  von  50 
zu  50  Tagen  durch  einen  Zeitraum  von  mehr  als  8  Jahren  zu  berechnen.  Ich 
fing  damit  an,  mir  selbst  Formeln  dazu  zu  entwickeln,  oder  vielmehr  die 
schon  vor  mehrern  Jahren  von  mir  entwickelten  in  die  möglichst  geschmeidige 
Gestalt  zu  bringen;  denn  die  LAPLACESchen  hielt  ich  für  viel  zu  unbequem, 
und  ich  hätte  bei  Anwendung  der  letztern  gewiss  zwei-  bis  dreimal  so  viel 
Zeit  nöthig  gehabt  als  bei  den  meinigen.  Die  Jupitersörter  berechnete  ich 
nach  den  BouvARDschen  Tafeln  (mit  Anwendung  eines  besondern  Kunstgriffs  [**])) 


[*)  Vgl.  S.  473  dieses  Bandes.] 
[**)  Vgl.  S.  47B  dieses  Bandes.; 
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vmd  (lio  Pallasörter  nach  einem  4.  System  von  Elementen,  das  an  alle  Oppo- 
sitionen sich  möglichst  genau  anschliesst.  Jene  61  täglichen  Änderungen  der 
einzelnen  sechs  Elemente  habe  ich  nun  endlich  heute  vollendet,  so  dass  theils 
noch  die  mechanische  Integration  die  nicht  viel  mehr  als  Addiren  ist),  theils 
die  neue  Berechnung  der  Grundelemente,  die  mit  den  so  sich  ergebenden 
Störungen  verbunden  die  Oppositionen  am  besten  darstellen,  übrig  bleibt. 
Diese  Störungen  sind  viel  beträchtlicher,  als  ich  dachte,  und  besonders  über- 
wiegend stark  im  Jahr  1809,  wo  Jupiter  mit  der  Pallas  in  heliocentrischer 
Conjunction  war,  daher  ich  glaube,  dass  meine  Ephemeride  in  der  nächsten 
Opposition  sehr  viel  abweichen  wird.  Harding  hat  neulich  die  Pallas  gesucht, 
weiss  aber  noch  nicht  gewiss,  ob  er  sie  gefunden  hat;  sollten  Sie  sie  beob- 
achten, so  verbinden  Sie  mich  sehr  duich  baldige  Mittheilung.  Die  tägliche 
Bewegung  wird  jetzt  mehr  als  2"  gi-össer  sein  als  1803;  der  Winkel  'f,  welcher 
beständig  abgenommen  hat,  wohl  I :?'  kleiner,  das  Perihel  ist  auch  wohl  um 
20'  oder  30'  zurückgegangen  etc.  Sollte  die  Übereinstimmung  mit  den  sechs 
bisherigen  Oppositionen  und  der  7.  des  nächsten  Jahrs  zu  meiner  Satis- 
faction  ausfallen,  so  unternehme  ich  vielleicht  auch  die  allgemeine  Theorie, 
obwohl  das  ungeheuer  viele  mechanische  Rechnen  dabei  sehr  abschreckend 
ist.  Die  Störungen  durch  Jupiter  sind  so  überwiegend,  dass  man  die  durch 
die  andern  Planeten  vorerst  noch  bei  Seite  setzen  kann 

Sollten  Sie  durch  Ihren  Wink  in  Paris  eine  nochmalige  ^'erlängerung 
der  Preisfrage  veranlassen,  so  würde  ich  dadurch  einen  Grund  mehr*  zur  Unter- 
nehmung der  vorhin  erwähnten  Arbeit  haben.  Das  Gelingen  meiner  gegen- 
wärtigen wird  indess  die  erste  Bedingung  sein  müssen.  In  vierzehn  Tagen 
werde  ich  darüber  im  Klaren  sein,  wenigstens  in  Beziehung  auf  die  bisherigen 
Beobachtungen ;  doppelt  neugierig  werde  ich  dann  auf  die  demnächstigen  sein, 
wo  sich  die  bei  der  Conjunction  erlittenen  Störungen  erst  in  ihrer  ganzen 
Stärke  zeigen  werden 

P.  S.  Vor  Schluss  dieses  Briefs  habe  ich  noch  die  Integration  der 
Störung  der  Neigung  vollendet,  die  am  wenigsten  beträchtlich  ist.  Setze 
ich  sie  in  der    1.   Opposition 

1803      zu      34"37'47". 
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1804  34"37'36" 

1805  34°  37' J  2" 

1807  34°37'25" 

1808  34''37'31" 

1809  34''36'40" 
1811  34"  35'  5". 

Gauss  an  Olbers,  30.  Xovember  1810. 
Ich  kann  nicht  umhin,  Ihnen  wenigstens  mit  ein  paar  Worten  zu  schreiben, 
dass  ich  jetzt  beinahe  fertig  bin  mit  der  Arbeit,  über  welche  ich  Ihnen  neu- 
lich schrieb,  und  dass  sie,  wenn  mich  nicht  alles  trügt,  über  alle  meine  Er- 
wartung befriedigend  ausfallen  wird.  Gestern  berechnete  ich  zuerst  aus  den 
4  ersten  Oppositionen  die  Normalelemente,  die  mit  den  vorher  integrirten 
Störungen  verbunden  jene  genau  darstellten,  und  diese  wichen  von  der  5.  Oppo- 
sition 4',  von  der  6.  20'  zu  meinem  grossen  Schrecken  ab.  Ich  entdeckte 
hiedurch,  dass  in  meine  ganze  Rechnung  ein  Fehler  eingeschlichen  war,  in- 
dem der  Haupttheil  der  Störung  der  mittlem  Bewegung  mit  falschem  Zeichen 
genommen  war.  Heute  habe  ich  nun  alles  redressirt,  und  nach  den  vorläufig 
leni  calamo  nur  mit  den  kleinen  Tafeln  berechneten  Normalelementen  werden 
diese 

bei  den  6  Längen       8"      l"     8"     O"        6"     5" 

bei  den  6  Breiten        2"     ö"     6"     5"     17"     3" 
abweichen.     Die  feinere  Politur  muss  erst  noch  hinzukommen    die  Breite  der 
5.  Opposition  war  bekanntlich  schlecht  beobachtet,    und   ich  traute  ihr  einen 
Fehler  von  30"  zu).    Die  rein  elliptischen  Elemente,  die  am  besten  überein- 
stimmten, difFerirten 

in  der  Länge       —  l  U"     -{-  59"     +  20"     -^  86"     -1-137"     —  2 1 1" 
in  der  Breite       —      S"     -3  7"  O"     -f25"     -f    29"     +    83". 

Um  Ihnen  einige  Ideen  von  den  Störungen  der  Elemente  zu  geben,  setze 
ich  ein  paar  her : 
j? 1803  IS04         1805  1807  1808  1809  1811 

Motus  duu-nus  j    ^■^(^'^■j.2i    77o;'389  770','l33   770','497    770','154    768','293    768';860 
medius  sider.    ) 

«p 14"  12' 47"    11' 33"  10'59"        lO'lO"         8'10"       l'35"    13"58'57". 

vn.  53 
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Gaiss  an  Olbers,   13.  Deceraber  181  <>. 

Meine  beiden  letzten  Briefe  haben  sich  mit  dem  Ihrigen  gekieuzt.  Ich 
habe  seitdem  meine  Ai-beit  über  die  Störungen  der  Pallas  durch  Jupiter  voll- 
endet, und  eine  meine  kühnste  Envartung  übertreffende  Übereinstimmung  her- 
ausgebracht.    Sehen  Sie  hier  die  Unterschiede: 

1S03  1S04  1S05  1SÜ7  ISOS  I S09 
Mittl.  Länge  +  r,'3  -  3;'8  +3','9  -  3;'3  +  3;'2  -  l','4 
Heiioc.  Breite     —  r,'0     4-4','l      +0"0     -}- 3','9     —IG"     —  3V9. 

Bei  Berechnung  der  Stümngen  hatte  ich  die  Elemente  zum  Gninde  ge- 
legt, die  Sie  auf  den  beiliegenden  Blättern'*]  pag.  [1971]  als  No.  IV  finden, 
ich  habe  angefangen,  die  ganze  Rechnung  nochmals  zu  wiederholen,  indem 
ich  den  ganzen  Zeitraum  von  1803  — 1811  in  sieben  oder  acht  Perioden  theile 
und  in  jeder  besondere  Elemente  zu  Grunde  lege,  wie  sie  meine  erste  Rech- 
nung gegeben  hat.  Aber  wie  werden  Sie  mit  mir  erstaunen,  wenn  ich  Ihnen 
sage,  dass  meine  Ephemeride  im  Oct.  der  M.  C,  wenn  ich  mich  auf  die  Re- 
sultate der  Störungsrechnungen  verlassen  darf,  jetzt  über  l"  falsch  ist?  Ich 
glaube  zwar  meiner  Sache  gewiss  zu  sein,  doch  bin  ich,  da  die  Rechnung  so 
sehr  weitläuftig  ist,  nicht  eher  ganz  i-uhig,  als  bis  Pallas  wiedergefunden  ist. 
wozu  ich  jetzt  mit  Ungeduld  günstiges  Wetter  wünsche.  Sollten  Sie  in 
Bremen  glücklicher  sein,  so  sehen  Sie  sich  auch  wohl  einmal  danach  um. 
Nach  den  gestörten  Elementen  sollte  die  AR  den  19.  Dec.  um  j"lO',  den 
K».  Jan.  um  1°40'  kleiner,  die  südliche  Declination  um  12'...  10'  grösser 
sein  als  in  der  Ephemeride.  In  der  cT  1809  mit  %,  ist  $  gar  zu  sehr  gestört. 
Bestätigt  sich  meine  Rechnung  auch  hier  zu  meiner  Zufriedenheit,  so  werde 
ich  vielleicht  Juno  und  Vesta  auf  eine  ähnliche  Art  behandeln. 

Die  Abhandlung,  wovon  ich  Ihnen  hier  die  Anzeige  beilege,  wird  bald 
gediTickt  werden 


[*)  Band  VI,  S.  «3.] 
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Olbers  an  Gauss,  Bremen,   19.  December  1810. 

j Ich   hoffe   bald,    vielleicht  noch   diese  Woche   einen   Anlass    zu 

linden,  an  Delambre  zu  schreiben  und  werde,  natürlich  ohne  Sie  im  gering- 
sten zu  compromittiren,  zu  erfahren  suclien,  ob  nicht  der'  Preistermin  für  die 
$-Perturbationen  noch  verlängert  werden  könne. } 

Gauss  an  Schumacher,  Göttingen,   6.  Januar  1811. 

Auf  den  Fall,    dass  das  Pariser  Institut  die  Pallasstörungen  zum 

viertenmale  zur  Preisfrage  aufgibt,  bin  ich  nicht  ganz  abgeneigt,  darauf  zu 
reflectiren,  da  jetzt  dieser  Gegenstand  aucli  an  sich  Interesse  für  mich  er- 
halten hat.  Ich  zweifle  aber,  dass  jenes  geschehen  wird.  Da  Sie  dort  den 
Moniteur  selbst  lesen,  so  bitte  ich  Sie,  wenn  Sie  in  diesen  Tagen  etwas  dar- 
über darin  finden,  es  mir  gütigst  mitzutheilen. 

Olbers  an  Gauss,  Bremen,  26.  Januar  1811. 

j Mit  dem  gi'össten  Vergnügen  habe  ich  aus  dem  Moniteur  ge- 
sehen, dass  der  Preis  für  die  Perturbationen  der  Pallas  von  6000  Franken  bis 
zum  1.  October  1816,  doch  in  dem  Masse  prorogirt  ist,  dass  er  der  ersten, 
während  dieses  Zeitraums  einlaufenden  Schrift,  die  den  Absichten  und  For- 
derungen der  Preisaufgeber  entspricht,  ertheilt  werden  soll.  Nun  zweifle  ich 
nicht  .  .  .,  dass  Sie  nach  Ihrer  mir  so  erfreulichen  Äusserung  die  vollständige 
Auflösung  dieser  Aufgabe  unternehmen } 

Schumacher  an  Gauss,  Hamburg,   31.  Junius    ISII. 

{Erst  jetzt  habe  ich  den  Moniteur  vom  9.  Junius  18 Jl  zu  sehen  be- 
kommen, und  ich  eile  Ihnen,  wenn  Sie  es  noch  nicht  wissen,  das  Nähere 
über  die  Preise  zu  schreiben.  Auf  die  Störungen  der  Pallas  sind  zwei  Ab- 
handlungen eingegangen,  wovon  die  eine  gar  nicht  beachtet  wird,  die  andere 
aber  grandes  connaissances  en  analyse  verrät,  dennoch  aber  nicht  Genüge  ge- 
than  hat.     Der  Termin  ist  also  noch  5  Jahr  hinaus  verlängert  bis  zum   1.  Ju- 

53* 
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nius  IMG,  und  das  Institut  wird  die  i-rste  in  der  Zeit  einlaufende  Abhandlunii: 
klönen,  welche  vollkommen  den  Bedingungen  Genüge  leistet.  Der  Preis  ist 
noch  derselbe,  nemlich   6000  Francs.} 

Gauss  an  Olbers,  Göttingen.    12.  August   1811. 

Ich    habe    Ihnen    ....    nicht    eher    geschrieben,    um    doch    noch 

Einiges  über  Ihre  Pallas  hinzusetzen  zu  können.  Einiges,  was  Sie  in  einem 
der  nächsten  Stücke  unserer  Gel.  Anz.  finden  werden  [']  ich  glaube  vom 
17.  Aug.),  übergehe  ich,  um  nur  etwas  von  den  allgemeinen  Pertuibations- 
resultaten  zu  erwähnen.  Ich  habe  die  Störungen  der  Neigung  und  der  Länge 
der  Knotenlinie  als  das  am  wenigsten  mühsame)  in  der  ersten  Rechnung  voll- 
endet, auch  erstere  an  den  7  Oppositionen  (für  welche  meine  frühern  Ar- 
beiten die  Elemente  geben)  geprüft.  Anfangs  schlechte  Übereinstimmung, 
bis  ich  fand,  dass  2  Gleichungen  das  unrechte  Zeichen  hatten.  Jetzt 
stimmen  sie  zu  meiner  Zufriedenheit  überein.  Mit  der  Prüfung  des  ß  werde 
ich  auch  in  einigen  Tagen  fertig  werden,  dann  will  ich  die  E.\centricität  vor- 
nehmen, eine  Arbeit  von  einem  Monat  etwa.  Um  Ihnen  doch  eine  Idee  von 
den  Resultaten  zu  geben,  füge  ich  die  40  Störungsgleichungen  fiir  die  Neigung 
bei;  ich  habe  bloss  beibehalten,  was  über  Eine  Secunde  ging;  auch  können 
vielleicht  noch  einige  kleine  Aequatiunculae,  die  von  der  9  fachen  und  1 0  fachen 
Jupiterslänge  abhangen,  dazu  kommen ['*] 

Die  80  Gleichungen  für  Inclination  und  ß  liessen  sich  in  4ü  für  die 
Breite  zusammenziehen,  ich  glaube  aber  nicht,  dass  etwas  gewonnen  wird, 
denn  wenn  man  die  Elemente  selbst  stören  lässt,  so  kann  man  ohne  Be- 
denken einerlei  gestörte  Elemente  als  mehrere  Monate  gültig  ansehen,  und 
braucht  also  alle  Jahr  nur  einmal  für  6  Elemente  die  Störungen  zu  be- 
rechnen vielleicht  zusammen  etwa  300 — 4  00  Gleichungen);  dahingegen,  wenn 
man  bei  den  Elementen  bloss  Secularänderungen  anbringt  und  die  periodischen 
bei  Breite,  Länge  und  Radius  Vector  (zusammen  vielleicht  gegen  200  ,  diese 
in  einem  Jahre  doch  wohl  wenigstens  für  6  verschiedene  (Jrter  berechnet 
werden  müssten,    um   interpoliren   zu  können.     Doch    kann   man   dies  in   der 


[•)  Band  VI,  S.  327.] 

["*)  Hier  folgen  die  S.  sis  dieses  Bandes  gegebenen  Glieder  von  5i. 
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Folge  machen,  wie  man  will,  wenn  niu*  erst  alle  Störungen  in  irgend  einer 
Form  da  sind. 


Olbers  an  Gauss,  Bremen,   5.  April    1812. 

I Ganz  entzückt  bin  ich  über  die  äusserst  merkwürdigen  Resul- 
tate, die  Sie  mir  aus  Ihren  tiefsinnigen  Untersuchungen  über  die  Pallasbahn 
mittheilen.  Allerdings  halte  auch  ich  Ihre  Entdeckung,  dass  18  2|_  genau 
=  79  sei,  für  eine  der  merkwürdigsten,  die  seit  langer  Zeit  im  Sonnensystem 
gemacht  worden  ist.  —  Aber  wie  ist  es  mit  der  Ceres?  Hat  diese  eine  be- 
trächtliche von  18  2|_ — 7p  abhängende  Gleichung?  Wird  sich  für  diese  und 
die  übrigen  kleinen  Planeten  nicht  auch  ähnliche  Gleichungen  von  der  Form 
m%.  =  np   u.  s.  w.  finden  lassen?     } 

Gauss  an  Bessel,   Göttingen,   5.  Mai    IS12. 

habe  ich  mich  haujitsächlich  mit  den  Pallasstörungcn  durch  Ju^jiter 

beschäftigt.  Sie  werden  darüber  in  Nr.  67  unserer  Gelehrten  Anzeigen  einiges 
gelesen  haben.  Ihnen  theile  ich  das  merkwürdige  daselbst  in  einer  Chiffre 
niedergelegte  Resultat  gern  mit,  doch  mit  der  Bitte,  dass  es  vorerst  ganz 
unter  uns  beiden  bleibe.  Es  besteht  darin,  dass  die  mittlem  Bewegungen 
von  %  und  $  in  dem  rationalen  Verhältniss  7:  18  stehen,  was  sich  dui-ch 
die  Einwirkung  Jupiters  immer  genau  wieder  herstellt,  wie  die  Rotations- 
zeit unsers  Mondes.  Ich  habe  mit  einer  zweiten  Berechnung  der  perio- 
dischen Störungen  bereits  einen  Anfang  gemacht 

Olrers  an  Gauss,  Paris,   12.  Mai   1812. 

{ Laplace  erkundigt  sich  sehr  umständlich  nach  Ihnen  und  Ihrer 

Arbeit  über  die  Pallas.  Er  scheint  sehr  neugierig  auf  Ihre  Methode  zu  sein, 
von  der  ich  ihm  nichts  sagen  konnte,   auch  nichts  sagen  wollte.     Sie  können 

nicht  glauben,    wie   enthusiastisch    er   und    alle    Andern die    Hoffnung 

aufnahmen,  Sie bei  einer  meiner  künftigen  Reisen  nach  Paris  zur  Be- 
gleitung bereden  zu  können \ 
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Gauss  an   Oi.behs.   Göttinf:jen.   8.  Ai)iil    ISi:t. 

ISlit    den  l'allasstüninycn    l)in    icli    zicmlicli    vorgerückt;    es    felilt 

jetzt  nur  noch  ein  Element,  die  Epodie.  Beim  Perihel  sind  vom  :4-  h^i- 
rührend  183  Gleichungen,  die  über  ü"l  betragen.  Wenn  die  Epoche  auch 
beseitigt  ist.  unternehme  ich  viellciclit  noch  wenigstens  eine  Probe  von  Tafeln; 
800  Gleichungen  sclirecken  freilich  ab ,  aber  der  Umstand  7  $  =  1  8  2|.  quam 
])roxime}  erlaubt  eine  grosse  Abkürzung.  Inzwischen  beendigt  Hü:.  Nicolai 
wohl  die  Stömngen  durch  "^.  und  vielleicht  unternimmt  ein  anderer  sehr  ge- 
scliicktcr  Schüler  von  mir.  Hr.  Encke,  die  Störungen  durch  rf.  Erlaubt  es 
Ihre  Zeit,  so  helfen  Sie  doch  auch  nächstens  die  $  aufsuchen 

Gauss  an  Olbers,  Göttingeu,   2.  .Julius   1S13. 

Die  Störungen  der  Pallas  durch  Jupiter,    so  weit   ich  sie  zu  be- 

rcclmen  die  Absicht  hatte,  sind  jetzt  zum  grössten  Theil  vollendet.  Von  den 
numerischen  Rechnungen  für  die  bisherigen  Opi)ositionen  ist  aber  noch  viel 
zuri'ick 

Gauss  an  Olbers.  Göttiugen.   2:5.  April   1814. 

Wie  genau  die  9  Pallas-Oppositionen   mit   meinen  Störungsrech- 

nuugen  übereinstimmen,  liabe  ich  Urnen  bereits  geschrieben.  Indcss  sind  mir 
doch  die  Differenzen  noch  zu  gi-oss.  Die  Störungen  durch  Satiu-n  und  Mars 
können  sie  vielleicht  noch  etwas  herunterbringen,  aber  nach  einem  gemachten 
Überschlage  doch  nicht  sehr  -siel.  Es  scheint  fr-eilich  etwas  bedenklich,  auf 
Resultate  Gewicht  zu  legen,  welche  zu  ünden  für  jede  Opposition  gegen  lOOo 
Gleichungen  numerisch  berechnet  werden  mussten.  Da  indessen  diese  9000 
Rechnungen  alle  doppelt  gerechnet  sind,  und  ich  in  die  Berechnung  der 
Gleichungen  selbst  die  grösste  Sorgfalt  gelegt  habe,  so  halte  ich  es  für  kaum 
zweifelhaft,  dass  meine  Jupitersmasse  noch  eine  Verbesseiaing  uöthig  hat.  Den 
waliren  Werth  dieser  CoiTection  zu  finden,  müssen  nothweudig  erst  die  Stö- 
rungen durch  Saturn  und  iSIars  abgestreift  werden;  jene  hat  Nicolai  beinahe 
fertig,  diese  habe  ich  angefangen.  Indcss  habe  ich  doch  der  Ungeduld  nicht 
widerstehen  können,   zu  sehen,    wie  viel   sich  (noch   ohne   Rücksicht  der  "^- 
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und  cf-Störungen  jene  Differenzen  herunterbringen  lassen,  wenn  die  Jupiters- 
masse selbst  als  unbekannte  Grösse  behandelt  wird.  Mit  grosser  Überraschung 
fand  ich,  dass  die  Übereinstimmung  dadurch  ganz  ausserordentlich  ge- 
bessert wird.     Sehen  Sie  hier  die  Längendifferenzen 

mit  der  alten  2|--Masse    —  0','5   —  2r,'o   —  13','2   -|-19','6   —  25','2 
mit  der  verbesserten         +3,5   —    3,1    -f-    2.3   —    0,5   -f    1,3 
mittlerer  Fehler  ohne  Correction  der  Masse 
»  »         mit  »  ))  » 

Ich  nenne  mittlem  Fehler  die  Quadratwiu-zel  aus  dem  mittlem  Werth 
des  Quadrats  des  Fehlers,  d.  i.  aus  der  Summe  der  Quadi'ate  mit  der  Anzahl 
dividirt.     Die  Summe  der  Quadrate  ist 

ohne  Correction 2684 

mit  Correction     167. 

Auch  die  Breiten,  die  übrigens  schon  ohne  die  Correction  recht  gut  har- 
monirten,  stimmen  mit  derselben  noch  etwas  besser  unter  einander: 

[ohne  Correction]  mittlerer  Fehler 5"  5 

[mit  Correction]  »  »       4,0. 

Die  Verbesserung  der  Masse  ist  ^V  der  alten  und  zwar  Vergrösserang. 
Freilich  ist  dies  Resultat  noch  prccär,  aber  ich  vermuthe,  dass  sie  doch,  nach- 
dem t>  und  cf  zugezogen  sein  werden,  nicht  kleiner  als  -g\  sein  wird.  Wie 
ich  höre,  hat  Laplace  selbst  in  der  IV.  Ausgabe  der  Expos,  (welche  ich  noch 
nicht  gesehen  habe)  die  alte  Masse  nach  den  Saturnbeobachtungen  etwas  ver- 
grössert,  obwohl  nur  sehr  wenig,  ich  glaube  die  Pallas  (zumal  wenn  erst  noch 
mehrere  Oppositionen  benutzt  werden  können)  muss  hier  zuverlässigere  Re- 
sultate geben.  Ich  wünsche  übrigens,  dass  obige  Mittheilung  noch  unter  uns 
bleibe.  Die  alte  Bestimmung  gründete  sich  bloss  auf  den  4.  Jupiterstrabanten, 
dessen  Abstand  Laplace  8' 1 6"  setzte;  Triesnecker  fand  1 J "  mehr,  und  man 
müsste  noch   1'-"  mehr  nehmen,  um  meine  Masse  zu  finden. 
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Gavss  an  Bessel,  Göttingen,    IS.  Mai   isi  1. 

Die  Störungen  der  Pallas  durch  .Ju]iiter,  so  weit  ich  sie  berechnen 

■wollte,  habe  icli  vollendet.  Die  9  ersten  Oppositionen  lassen  sich  mit  diesen 
Störungen  allein  schon  ziemlich  gut  vereinigen,  aber  sonderbar  genug  noch 
ungleich  besser,  so  dass  die  Fehler  im  Durchschnitt  nur  l" — 5"  gross 
werden,  \l  "'""°^„'}"it,tdo^"°'" '  '""'^""  '"^"  ^^^  Jupitersmasse  nicht  unbedeutend 
vergi-össert ;  besser  wird  sich  hierüber  urtheilen  lassen,  wenn  erst  die  Satiuns- 
störungen  mit  zugezogen  werden,  die  auch  schon  vollendet  sind.  Ich  habe 
jetzt  auch  die  Marsstöningcn  angefangen,  die  freilich  zwar  zahlreich  aber  fast 
alle  sehr  klein  sind.  Doch  ist  eine  von  10"  dabei,  die  in  Zukunft  das  beste 
Mittel  zur  Bestimmung  der  iSIarsmassc  geben  wird 

Galss  an  Oi.bers.  Göttingen,    15.  Juni    ISll. 

Mit  der  Pallas  geht  es  wunderlich.     Nicolai  hat  die  numerische 

Berechnung  der  Satiunsstörungen  für  die  9  Oppositionen  vollendet;  aber  die 
vorherige  schöne  Übereinstimmung  wird  dadurch  etwas  schlechter.  Immer  aber 
bleibt  die  Nothwendigkeit  der  Vcrgrösserung  der  Jupitersmasse  entschieden, 
und  wird  noch  etwas  grösser,  nemlich  =  -f\-.  Ohne  Verbesserung  der  Jupiters- 
masse wird  die  möglich  beste  Übereinstimmung  der  Längen  wie  folgt: 

—  o;:     —  2:::     —  i"2     4-2s;7     — :iiji     —  l'^:7     —  (j!^5     —:v.C\     -j-o^i 

Summe  der  Quadrate 4  110 

Mittlerer  Fehler  =  y/ ^A"  =  21". 

Mit  VcrgTösserung  der  Jupitersmasse  um  ^'j,-  hingegen : 
—  2','3      —  9;'S      +  I  l','3      +S','5      +5','!       —  &;'8      —  .i','7      —  5','7      -|- 7';4 
Summe  der  Quadrate  =525,  die  sich  aber  dui'ch  eine  kleine  Nachfeilung 
nocli  auf  50:{  herunterbringen  lässt,  so  dass  mittlerer  Fehler  =  7','5  wird. 

Die  Breiten  hingegen  stimmen  sehr  schön  und  nocli  etwas  besser,  als  vor 
Zuziehung  der  "^-Störungen,  nemlich  : 

+  5';8      —  0','1      —  2;'0      —  3','2      —  8;'5*)      —  1','7      —  8;'2      -1-1 ','2      —  4';3. 


*)  Die  schlecht  beobachtete  cP  in  der  Breite. 
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Ob  bei  den  Längen  vielleicht  ein  Fehler  bei  einem  Elemente  in  Hrn. 
Nicolais  Rechnung  eingeschlichen  ist,  will  ich  nicht  entscheiden;  sonderbar 
ist  es  freilich,  dass,  wenn  ich  allen  Störungen  der  Epoche  das  entgegenge- 
setzte Zeichen  gebe,  die  Übereinstimmung  weit  besser  wird,  und  die  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler  nm-  etwa  200  beträgt;  ich  habe  Hrn.  Nicolai  eine 
Methode  angegeben,  dies  zu  prüfen.  Die  Marsstörungen  werde  ich  schwerlich 
früher  als  binnen  4-  Jahr  endigen,  ob  sie  gleich  sehr  klein  sind ;  mein  Eigen- 
sinn ist  einmal,   sie  so  zu  absolviren,   dass  nichts  zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Gauss  an  Olbers,  Göttingen,   2  5.  September   J814. 

Meine    Beschäftigung    mit    den    Pallasstörungen    hat    einige    Zeit 

ganz  geruht,  ich  werde  aber  bald  wieder  daran  gehen,  und  das  Theoretische 
davon  ausarbeiten.  Die  bevorstehende  Opposition  scheint  sich  sehr  gut  an- 
schliessen  zu  wollen.  Ich  bin  neugierig,  ob  der  Saturn,  wenn  diese  Opposition 
dazu  gekommen  sein  wird,  noch  immer  die  schöne  Harmonie  wieder  etwas 
verdirbt 

Gauss  an  Olbers,  Göttingen,   31.  December   1814. 

Eine  kui'ze  Nachricht  über  die  letzte  Pallasopposition  haben  Sie 

wahrscheinlich  in  unsern  Gel.  Anz.  gelesen.  Ich  habe  seitdem  die  Elemente 
noch  schärfer  angepasst  und  finde  folgende  Unterschiede : 

^     ■ '  Jupitersmasse  um  -gJ^  vermehrt 

Mittl.  Länge         Hei.  Br. 
-|-    4','4  —    3','0 

4-    1,8  —    8,5 

—  5,9  —    3,3 

—  10,8  —  6,1 
4-  3,3  +11,5 
+  1,1  -  0,5 
-1-13,2  —    5,4 

—  1,2  -f-    2,2 

—  4,0  —    0,7 

—  2,0  -f    5,5 
381  325. 

54 


-fllUC      -J  LipiLCJLOllia 

""^   [1067,09 

Mittl.  Länge 

Hei.  Br. 

I. 

-    2','6 

-     5','1 

II. 

-11,2 

—  12,2 

III. 

-17,3 

—    0,5 

IV. 

+    3,2 

—    6,7 

V. 

+  22,8 

+    9,0 

VI. 

+  23,8 

-     3,4 

VII. 

+  16,8 

—     7,2 

VIII. 

-17,9 

+    4,5 

IX. 

-    9,6 

—    0,1 

X. 

—     '!-'! 

+    2,2 

Siimma  Quadr.        2284 

391 

VII. 
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Hiebei  liegen  aber  nur  die  JupitcTsstörungcn  nacli  dcrjeniu^cn  Rechnung, 
die  ich  die  specielle  nenne  (von  einem  Jahre  zum  andern  durch  mecha- 
nische Quadratur  fortgesetzt)  [zum  Grunde].  Die  Berechnung  nach  meinen  all- 
gemeinen Formeln,  sowie  die  der  Saturnsstörungen,  ist  noch  nicht  vollendet. 
Darüber  gehen  jedesmal  einige  Monate  hin.  Ich  werde  nun  bald  meine  Me- 
thode «ausarbeiten  und  auf  eine  oder  andere  Art  bekannt  machen,  um  endlich 
dieser  zwar  durch  guten  Erfolg  belohnten,  aber  an  sich  gar  zu  lästigen  Arbeit 
quitt  zu  werden. 

Olbers  an  Gauss,  Bremen,   25.  Januar   IMS. 

! Hat  sich  der  (.'ontrast,    da  die  Saturnsstörungen    die  nach  Ihrer 

letzten  Mittheilung  wieder  so  vortreffliche  Harmonie  unter  den  PaUas- Oppo- 
sitionen bei  etwas  vermehrter  Jupitersmasse  zu  ver^virren  schienen,  aufge- 
klärt? —  Ich  hoffe  doch Sie  werden  Ihre  Methode  dem  Pariser  In- 
stitut mittheilen.  Nur  Ihretwegen  hat  man  den  Preis  so  lange  offen  gelassen. 
Von  Paris  höre  ich  jetzt  nichts } 

Gauss  an  Olbees,  Göttingen,   S.Januar   1816. 

Sollte    der  $- Preis  nunmehro  ausgegeben   oder  zurückgenommen 

sein,  so  würde  ich  meine  Theorie  nunmehro  entweder  stückweise  in  den  Comm. 
oder  auch  in  einer  besondem  Schrift  herauszugeben  denken 

Gauss  an  Olbers,  Göttingen,   16.  Febi-uar   1816. 

Fiu-  Ihre  Anzeigen  aus  der  Conn.  des  tems   1818    bin   ich  Ihnen 

sehr  verpflichtet.  Laplaces  Berechnung  über  die  Zuverlässigkeit  der  Jupiters- 
masse lasse  ich  auf  sich  beruhen,  da  sie  von  seiner  Störungstheorie  abhängt, 
bei  welcher  die  Genauigkeit  der  Resultate  precär  ist.  Die  neuen  Planeten 
werden  uns  in  Zukunft  die  Jupitersmasse  am  genauesten  kennen  lehren ;  nach 
Jahrhunderten  werden  auch  der  ÜALLEYsche  und  Ihr  Comet  beitragen 
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Olbers  an  Gauss,  Bremen,   7.  März  1816. 

I Jetzt  eile  ich  nur,  Ihnen  wegen  der  Preisaufgabe  zu  Paris,  wenn 

Sie  es  etwa  noch  nicht  erfahren  haben  sollten,  das  Nähere  zu  melden.  Der 
Ausspruch  über  den  Preis  wegen  der  Perturbationen  der  Planeten,  namentlich 
der  Pallas,  ist  wieder  bis  zum  Jahr  1817  vertagt  worden.  Doch  müssen  die 
Schriften  vor  dem    J .  October   1816  eingesandt  sein. 

Die  Preisfrage  war:  »Die  Theorie  der  Planeten,  deren  Excentricität  und 
Neigung  zu  gross  sind,  als  dass  wir  im  Stande  wären,  ihre  Störungen  nach 
den  schon  bekannten  Methoden  genau  zu  berechnen.«  Die  Klasse  verlangt 
keine  numerische  Anwendung,  sondern  nur  analytische  Formeln,  aber  so  ein- 
gerichtet, dass  ein  geschickter  Rechner  fähig  sei,  sie  mit  Sicherheit  entweder 
auf  den  Planeten  Pallas,  oder  auf  einen  andern  der  neu  entdeckten  oder  noch 
zu  entdeckenden  Planeten  anzuwenden.  —  Es  waren  nur  zwei  Abhandlungen 
eingelaufen,  deren  Verfasser  aber  die  ausgesprochene  Absicht  der  Klasse  in 
der  Preis -Ankündigung  nicht  genug  berücksichtigt  haben.  Beide  (besonders 
der  eine)  haben  noch  zu  mancherlei  analytische  Entwickelungen  vorbeigelassen, 
die  die  Mathematiker  noch  erst  machen  müssten,  um  sie  in  den  Stand  zu 
setzen,  die  Auflösung  des- Problems,  die  sie  gegeben  haben,  verstehen  und  be- 
urtheilen  zu  können.  Sie  haben  es  zu  sehr  versäumt,  sich  bis  zu  dem  Stand- 
punkte des  Calculators  herabzulassen,  der  nun  wünschen  sollte,  Tafeln  fibr  die 
Pallas  oder  irgend  einen  andern  Planeten  zu  bilden.  Die  Nachträge,  die  sie 
zu  verschiedenen  Zeiten  eingeschickt  haben,  sind  weit  entfernt,  alle  diese 
Schwierigkeiten  zu  heben.  Da  die  Klasse  aus  diesen  Nachträgen  und  aus  den 
eingeschickten  Noten  der  anonymen  Verfasser  ersehen  hat,  dass  sie  nicht  Zeit 
hatten,  sich  in  alle  die  nothwendigen  Entwickelungen  einzulassen,  und  zu- 
gleich in  Erwägung  zieht,  dass  auch  vielleicht  andere  Mathematiker,  die  die 
Fähigkeit  und  Geschicklichkeit  besitzen,  diesen  schwierigen  Gegenstand  zu  be- 
handeln, aus  derselben  Ursache  abgehalten  worden  sind,  als  Preisbewerber 
aufzutreten,  so  hat  sie  die  Preisaustheilung  noch  bis  Januar  1817  ausgesetzt.  — 
Der  Preis  ist  doppelt,  eine  goldene  Medaille,   6000  Francs  wcrth | 
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Gauss  an  Olbkus.  Göttingen,   24.  Julius    1810. 

Die    heurige   Pallas -Opposition   [XL]    verträgt    sich    nocli    immer 

sehr  gut  mit  meiner  Theorie  und  bestätigt  die  Nothwendigkeit  einer  Ver- 
grösserung  der  Jupitersmasse.  Ich  tinde  jetzt  ~  =  1050  und  die  wahrschein- 
liche Ungewisshcit  dieser  Zahl  sehr  nahe  =^  1  ;  Laplace  findet  aus  der 
Saturnsbewegung  1070  mit  einer  etwas  giössern  Ungewissheit ;  dieser  Unter- 
schied ist  also  ganz  enorm;  allein  ich  glaube  nicbt,  dass  man  daraus  berech- 
tigt ist.  auf  eine  verschiedene  affinitas  chemica  zu  schliessen,  da  Laplaces  Re- 
sultat sich  auf  s e i n e  Satuinstheorie  gründet,  die  nach  einer  Methode  entwickelt 
ist,  deren  Zulänglichkeit  bezweifelt  werden  kann.  Meine  Bestimmung  der 
Jupitersmasse  wünsche  ich  übrigens  noch  nicht  bekannt  zu  sehen.  Jede  neu 
hinzugekommene  Pallasopposition  wird  die  Genauigkeit  vergrössera.  Freilicli 
ungeheure  Arbeit,  da  die  Rechnung  in  14  Tagen  für  Eine  Opposition  sich 
nicht  machen  lässt.  Sehr  neugierig  bin  icli  darauf,  was  für  Resultate  Juno 
demnächst  geben  wird 

Gauss  an  Oi.bers,   Göttingen,    1").  Februar   1817. 
Auch  habe   icli  angefangen,    für   die  Pallasstörungen   eine  Hülfs- 


tafel  zu  berechnen,  eine  Arbeit  von  ca.  .J  Million  Ziffern,  und  die  ich  ohne 
die  thätige  Beihülfe  einiger  jungen  Leute,  besonders  des  Hm.  Westphal,  gar- 
nicht  hätte  unternehmen  können.  Mehr  als  die  Hälfte  ist  schon  fertig.  AVenn 
die  Tafel  ganz  vollendet  ist.  w'erde  ich  noch  einmal  alle  Oppositionen  auf  das 
sorgfältigste  berechnen  und  dabei  auch  die  Beobachtungen  von  1802,  die  bis- 
her gar  nicht  mit  angewandt  waren,  zuziehen.  Die  Anwendung  der  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie gibt  meiner  Bestimmung  der  2|--Masse  schon  jetzt  die- 
selbe Zuverlässigkeit,  w^elche  die  BouvAiiDsche  nach  Laplaces  Rechnung  hat. 
Die  letzte  Opposition  ist  dabei  noch  nicht  einmal  zugezogen,  sie  wird  den 
Werth  nur  sehr  wenig  ändern,  aber  die  Zuverlässigkeit  bedeutend  vergrösscrn. 
Noch  mehr  wird  die  nächste  <?  leisten.  Suclien  Sie  doch  auch  die  !J>  so  bald 
wie  möglich  auf.     
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Gauss  an  Olbers,  Göttingen,   2.  December   1817. 

Ich  glaube,   Ihnen   schon   einigemale   von  der  Tafel  für   die  Ei- 

leichterimg  der  Berechnung  des  jedesmaligen  Betrags  der  Pallasstöru.ngen  ge- 
schrieben zu  haben.  Seitdem  ich  die  Beihülfe  des  Hrn.  Westphal  dabei  ent- 
behrte, habe  ich  an  dem  noch  fehlenden  Theil  derselben  nur  langsam  arbeiten 
mögen,  seit  einiger  Zeit  ist  sie  jedoch  vollendet.  Ich  habe  es  nun  für  nöthig 
gehalten,  die  sämmtlichen  bisher  beobachteten  12  Gegenscheine  von  neuem 
mit  Hülfe  dieser  Tafel  mit  Normalelementen  zu  vergleichen,  die  daraus  ent- 
springenden 23  Bedingungsgleichungen  (in  Einem  Gegenschein  taugt  die  Breite 
nichts,  da  bloss  David  sehr  schlechte  Declinationen  beobachtete,  No.  V.  von 
1808)  zu  entwickeln  und  die  7  Correctionen  (die  der  2|_-Masse  eingeschlossen) 
daraus  zu  bestimmen.  Diese  mühsame  Arbeit  habe  ich  jetzt  vorläufig  (mit 
Vorbehalt  einer  kleinen  Nachfeilung)  vollendet.  Die  Übereinstimmung  ist  in 
der  That  zu  bewundern,  um  so  mehr,  da  ich  die  Saturnsstörungen  nicht  zuge- 
zogen habe,  die  Hr.  Nicolai  berechnet  hat,  und  die  die  Übereinstimmung 
merklich  schlechter  machen  würden.  Die  Conection  der  Jupitersmasse  ;-f  ^b^i 
bestätigt  sich  nun  immer  mehr,  die  Summe  der  Quadrate  der  1  2  Längenunter- 
schiede, welche  ohne  diese  Verbesserung  nicht  unter  4064"  heruntergebracht 
werden  könnte,  wird  mit  derselben  bis  auf  241"  gebracht,  und  nach  meiner 
Wahrscheinlichkeitstheorie  ist  jetzt  die  Bestimmung  der  Jupitersmasse  aus  den 
Pallasstörungen  etwa  dreimal  so  genau,  als  aus  den  Saturnsbeobachtungen,  aus 
denen  bekanntlich  Laplace  ein  mit  dem  meinigen  in  Widerspruch  stehendes 
Resultat  abgeleitet  hat.  Die  Zuziehung  der  NicoLAischen  Störungen  vom  Satiu'n 
würde  übrigens  die  Correction  der  Jupitersmasse  nicht  abändern.  Sehen  Sie 
hier  die  übriggebliebenen  Differenzen: 

Heliocentr.         Geocentr.  Differenz  nach  Carlinis 

Breite  Bestimmung  der  Oppositionen 

—  i;'2  —  5;'2  —  3o;'2 

—  I  1,8  -K4,5  —    9,8 

—  3,8  —3,7  -\-    3,9 

—  2,3  -1-1,1  —    4,5 

—  16,5:: 


Länge 

I. 

180  3 

+  o;'8 

IL 

1804 

+  4,0 

III. 

1805 

-  2,1 

IV. 

1807 

—  4,6 

V. 

1808 

-  5,0 
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Heliocentr. 

Geocenti-. 

Länge 

Breite 

VI. 

1809 

-f  o;'7 

—    5';  1 

vri. 

ISI  1 

+     2,4 

-    6,6 

VIII. 

1812 

4-10,7 

-f    4,8 

IX. 

1813 

—    0,7 

-    0,8 

X 

1814 

+    1,8 

—    1.1 

XI. 

1816 

-    2,7 

-    S,5 

XII. 

1817 

—    6,5 

+     5,0 

Differenz  nach  Carlinis 
Bestimmung  der  (Oppositionen 

+  2,9  +    6,0 


Diese  Unterschiede  sind  um  so  unbedeutender,  da  die  Bestimmung  meh- 
rerer Oppositionen  von  andern  Astronomen,  z.  B.  C'arlin!,  öfters  von  der 
meinigen  mehr  abweicht,  als  die  obigen  Differenzen  betragen.  Da  l'app^tit 
vient  en  mangeant,  so  denke  ich  die  Oppositionen  II  und  VIII  noch  einmal 
aus  den  Beobachtungen  mit  Zuziehung  meiner  osculirenden  Elemente  berechnen 
zu  lassen.  Auch  die  Beobachtungen  von  1802  denke  ich  noch  discutiren  zu 
lassen.  Die  Längen  stimmen  jetzt  noch  besser  als  die  Breiten,  was  nicht  zu 
verwundern  ist,  da  jene  heliocentrisch,  diese  geocentrisch  sind. 

Gauss  an  Encke,   Göttingen,   2  5.  März   1818. 

Ihre  so  oft  erprobte  Bereitwilligkeit,  mir  durch  Ihre  grosse  Rech- 

nnngsfertigkeit  Gefälligkeit  zu  erweisen,  wage  ich  abermals  in  Anspnich  zu 
nehmen,  hoffend,  dass  der  Gegenstand  auch  für  Sic  selbst  nicht  ohne  Interesse 
sein  werde.  Meine  Tafel  für  die  Störungen  der  Pallas  ist  nunmehro  ganz 
vollendet,  ihre  Bequemlichkeit  lässt  mh-  nichts  zu  wünschen  übrig.  Ich  habe 
die  sämmtlichen  bisher  beobachteten  12  Oppositionen  von  1803  ....  1817 
von  neuem  mit  Hülfe  der  Tafel  mit  den  Elementen  verglichen,  diese  nach- 
gefeilt und  eine  herrliche  Übereinstimmung  erreicht.  Hiebei  sind  nun  die  so 
zahlreichen  Beobachtungen  von  1802,  die  aber  erst  nach  der  Opposition  an- 
fingen, gar  nicht  genutzt,  und  ich  wäre  sehr  begierig  zu  wissen,  welche  Über- 
einstimmung meine  Elemente  in  jenem  Jahrgange  geben;  vielleicht  wäre  es 
doch  thunlich,  die  Opposition  daraus  zu  erhalten,  da  die  Vergleichung  mit 
Elementen  geschehen  kann,  die  der  Wahrheit  so  nahe  kommen  müssen,    dass 
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auch   etwas   entferntere   Beobachtungen    gebraucht    werden   dürften.      Möchten 

Sie   also  nicht  die  Güte  haben: 

»die    scharfe    Vergleichung    der    sämmtlichen    Meridianbeobachtungen 
»der  Pallas  vom  April  und  Mai  1802  mit  den  osculirenden  Elementen 
»zu  übernehmen?« 
Die  Elemente  selbst  sind  zufolge  meiner  Tafeln   folgende,   wobei  Knoten 

und  Perihel  sich  auf  das  mittlere  Aquinoctium  von  der  Epoche  beziehen  und 

als  siderisch  ruhend  zu  betrachten  sind: 

1802   April    19,49214   Göttinger  Zeit 

Mittlere  Länge 166"  44'  30;'43 

Sonnennähe 121    12    1  7,28 

Aufsteigender  Knoten 172   27   35,19 

Excentricitätswinkel 14    13   27,83 

Neigung  der  Bahn 34    37   47,88 

Tägl.   mittl.   tropische  Bew 770','47396 

Logarithm  der  halben  Axe  ....      0.442  2173. 

Die  Epoche  der  Länge  mögen  Sie  erst  so  corrigiren,  dass 

Gauss  an  Olbers,  Göttingen.   31.  März   1818. 

Da    meine    Tafeln    [der    Störungen],    welche    Pallas    abseiten    des 

Jupiter  erleidet,  jetzt  ganz  vollendet  und  die  Elemente  allen  12  bisherigen 
Oppositionen  möglichst  genau  angepasst  sind,  so  habe  ich  Hm.  Encke  ersucht, 
sämmtliche  Beobachtungen  von  1802  nach  diesen  Elementen  zu  berechnen. 
Obgleich  Sie  den  Planeten  erst  etwas  nach  der  Opposition  entdeckten,  so 
wird  sich  jetzt,  da  die  Elemente  so  scharf  bestimmt  sind,  jene  doch  vielleicht 
noch  aus  den  Beobachtungen  ableiten  lassen 

Gauss  an  Schumacher,  Göttingen,    17.  März   1822. 

Was  die  Pallastafeln  betrifft  und    die    letzten  Elemente,    so   sind 

alle  darauf  Bezug  habenden  Papiere  so  vereinzelt,  dass  es  mir  jetzt  platter- 
dings xmmöglich  ist,  mich  gleich  wieder  so  hineinzustudiren,  dass  ich  zur  zu- 
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vorlässigfii  Berechnung  Anleitung  geben  könnte.  Falls  nicht  noch  etwas  da- 
zwischen kommt,  was  dieses  Jahr  die  Fortsetzung  meiner  Messungen  suspen- 
dirt  oder  verhindert,  so  müssen  die  Astronomen  sich  diesmal  helfen  so  gut 
sie  können 

Gauss  an  Gerling,  Göttingen,   8.  Februar   1834. 

Ich  habe  dieser  Tage  'nach  mehrjähriger  Unterbrechung)  die  der 

Opposition  nahe  Pallas  zu  beobachten  angefangen,  wo  Enckes  Ephemeride 
etwa  5  Min.  fehlt.  Es  ist  mir  dabei  ein  schmerzlicher  Gedanke,  dass  meine 
vor  mehr  als  20  Jahren  gemachte  Arbeit  über  die  Pallasstörungen  ohne  Fort- 
setzung, Entwickelung  und  Bekanntmachung  bisher  hat  bleiben  müssen,  auch 
wahrscheinlich  wie  vieles  Andere  einst  mit  mir  untergehen  Avird.  Sie  glauben 
nicht,  wie  schwer  es  mir  durch  so  vielfache  Zersplittemng  der  Zeit  so  wie  unter 
dem  Druck  so  mancher  A'erhältnisse  wird,  eine  wissenschaftliclie  Arbeit  diu'ch- 
zuführen 

Encke  an  Gauss,  Berlin,  4.  October   1834. 

{ Die  Methode  der  partiellen  Stöningen,  welche  Sie  mir  im  Jahr 

1811  vorzutragen  die  Güte  hatten,  hatten  Sie  mii'  damals  unter  der  Äusserung 
mitgetheilt,  dass  Sie  sie  nicht  verbreitet  zu  sehen  wünschten,  da  Sie  selbst 
etw'as  darüber  mittheilen  wollten.  Ich  habe  sie  seitdem  beständig  angewandt 
und  bin  jetzt  durch  das  Jahrbuch  genöthigt,  sie  auf  die  vier  kleinen  Planeten 
und  ausserdem  noch  auf  den  ("ometen  von  kui'zer  Umlaufszeit  fortwährend  an- 
zuwenden. HEiLiGENSTErNs  Tod  hat  es  auch  für  die  Ceres  nothwendig  gemacht, 
was  in  diesen  Ferien  geschehen  ist.  Indessen  sehe  ich  voraus,  dass  es  mir  in 
Zukunft  allein  nicht  mehr  möglich  sein  wird,  und  dass,  selbst  wenn  ein  oder 
der  andere  Ihrer  Schüler  einen  oder  den  andern  Planeten  übernehmen  wollte, 
mii-  damit  nicht  geholfen  sein  wüi-de,  weil  ich  höchst  wahrscheinlich  selbst 
die  Arbeiten  über  den  Cometen  einem  Andern  zu  übertragen  genöthigt  sein 
werde.  Ich  möchte  Sie  deswegen  ersuchen,  mir  zu  erlauben,  diese  Mittheilung 
Ihrer  Methoden  Jedem  machen  zu  dürfen,  dem  ich  eine  solche  Arbeit  anver- 
traue, da  ohne  die  freie  Mittheilung  eine  Hülfe  nicht  möglich  ist  und  noch 
mehr  würden  Sie  mich  beglücken,  wenn  Sie  mir  erlauben  wollten,  etwa  in 
einem  Anhange  des  Jahrbuchs  die  Methode  ausführlich  vorzutragen } 


STÖRUNGEN  DER  PALLAS.      BRIEFWECHSEL.  433 

Gauss  an  Encke,  Göttingen,   13.  October   1834. 

Was  endlich  meine  Methode  der  speciellen  Perturbationsrechnung 

anlangt,  so  lasse  ich  mir  gern  gefallen,  dass  Sie  solche  öffentlich  bekannt 
machen  [*)],  da  ich  vorerst  noch  nicht  weiss,  wann  oder  ob  ich  selbst  dazu 
kommen  könnte  und  durch  jenes  Expedienz  jedenfalls  der  sonst  vielleicht  zu 
besorgende  indiscrete  Missbrauch  der  Privat-Mittheilung  an  andere  von  selbst 
wegfällt.  Meine  Zahlen  für  die  frühern  Pallasoppositionen  werde  ich  Ihnen  auf- 
suchen, sowie  die  Beträge  der  entsprechenden  Elementenstörungen :  seit  langer 
Zeit  sind  aber  die  darauf  bezüglichen  Papiere  mir  nicht  durch  die  Hände 
gegangen 

Hansen  an  Gauss,  Gotha,   7.  Februar  1843. 

{Es  gereicht  mir  zu  besonderm  Vergnügen  Ihnen  mit  der  heutigen  Post 
das  Resume  einer  Abhandlung  übersenden  zu  können,  worin  ich  ein  Verfahren 
beschrieben  habe,  um  die  absoluten  Störungen  (d.  h.  die  Störungen  für  die 
unbestimmte  Zeit  t)  der  Himmelskörper  zu  berechnen,  die  sich  in  Bahnen  von 
beliebiger  elliptischer  Excentricität  und  Neigung  bewegen.  Bekanntlich  ist 
dies  eine  bis  jetzt  unaufgelöste  Aufgabe,  und  eine  Aufgabe,  von  welcher 
man  hie  und  da  die  Möglichkeit  der  Auflösung  bezweifelt  hat.  Erstes  Bei- 
spiel der  Anwendung  meines  Verfahrens  ist  die  Berechnung  der  Störungen, 
die  der  ENCKESche  Comet  vom  Saturn  erleidet;  andere  Beispiele  werde  ich 
in  der  Abhandlung  selbst,  die  zum  Druck  fertig  ist,  geben.  Das  Verfahren 
ist  nicht  bloss  auf  Bahnen  von  grosser  Excentricität  anwendbar,  sondern  die 
Excentricität  der  Ellipse  kann  beliebig  sein.  Namentlich  ist  die  Berechnung 
der  Störungen,  die  die  Pallas  vom  Jupiter  erleidet,  nach  meinem  Verfahren 
sehr  leicht,  und  diese  Störungen  werden  aus  einer  massig  grossen  Anzahl  von 
Gliedern  bestehen,  aus  einer  geringern  Anzahl  wie  die  Mondstörungen.  Ich 
habe  also  hiemit  eine  anwendbare  Auflösung  der  Aufgabe  gegeben,  die  die 
Pariser  Academie  im  Jahr  ISll   mit  doppeltem  Preise  aufstellte. 


[*}  Vgl.    die  Aufsätze   von  Encke   in   den  Berliner  Astronomischen  Jahrbüchern    für    1S37    und  133S, 
speciell  die  Anmerkung  im  erstem,  S.  251.] 
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Sie  werden  in  dem  Resumc  bloss  die  Darlegung  des  Verfalirtns  {\ix  den 
Fall  finden,  wo  der  Radius  \'ector  des  Cometen  kleiner  ist  wie  der  des  Pla- 
neten; der  entgegengesetzte  Fall  ist  darin  nur  kiu"z  angedeutet,  aber  Sie 
werden  sogleich  sehen,  wie  ich  in  diesem  Falle  verfahre. 

Ich  habe  schon  vor  einer  Reihe  von  Jahren  ein  \'erfahren  gefunden  um 
die  Reihenentwickelung  der  Störungsfunction  durch  Hülfe  von  elliptischen 
Transcendenten  auszuführen.  Ich  brauche  dazu  ausser  einigen  leicht  zu 
findenden  Theoremas,  und  denjenigen  die  Sie  in  Ihrer  berühmten  »Determi- 
natio  attractionis  etc.«  betitelten  Abhandlung  gegeben  haben,  das  Integral 

ir+°"ainr       dT  


JL  [  1±^ 

2r.J     T  +  r 


cos  2'+  f"sm  T  }/  mm  coa  T'  +  nn  sin  l''] 


welches  in  den  Schriften  über  die  elliptischen  Transcendenten  nicht  vorkommt. 
(Die  Bezeichnungen  sind  die  Ihrer  angeführten  Abhandlung.)  Für  die  Berech- 
nung dieses  Integrals   habe   ich   folgende  Vorschriften  gefunden.     Man  mache 

a"f=p.  (oY'-f  a'Y'  =  «?,  o'y'^'-;  l -hff  =  p',  i'{'{'  =  q,.  \—^''^'  =  r,, 
ferner 

p'  =  2m'm'  2hr+prx) 

q   =  m'q  mr^  —  np^)  -\-  m'q^  {mr  —  np) 

r'  =  [np  -\-  mr)  [np^  -\-  mr^)  —  n'n'qqi 

p[  =  4?«'?«'/?ir, 

q[  =  2m'q^  mr^  —  npi) 

r[  =  npi  -|-  my,  "  —  n'n  '</,  q^. 

Sind  hieraiis  p',  q\  ?•',  p\,  q\,  r\  gefunden,  so  berechne  man  diuxh  dieselben 
(■>  Ausdrücke  mit  Zugi'undelegung  dieser  Grössen,  die  Grössen  p",  q",  r",p[, 
<jr,",  r'i  und  so  fort.  Diese  Grössen  convergiren  aber  sehr  rasch  nach  den 
Grenzen 

;,'•)  =  ,f  \  q^^  =  0,         j9")  =  »•('),  5^'>  =  0 

und  wenn  diese  Grenzen  eiTeicht  sind,  ist  der  Werth  des  obigen  Integrals 
wo  |ji  das  medium  arithmetico-geometricum  aus  m  und  n  ist.    In  allen  Fällen, 


logp  =  0,368  2319„ 

logi^i 

=  0,460  6912 

log?  =  8,438  7296 

log?, 

=  8.8212120, 

logr  =  6,374  0322 

logr, 

=  0,000  2522 

logp'  =  0,354  7552„ 

log/>( 

=  0,748  3714 

logq'  ^  8,57727„ 

log?; 

=  7,1975U 

logr'  =  0.230  7606,, 

logr,' 

=  0,627  9994 
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in  welchen  ich  die  vorstehenden  Formeln  bereits  angewandt  habe,  ist  die  Con- 
vergenz  der  obigen  Grössen  zur  gemeinschaftlichen  Grenze  eben  so  stark,  wie 
die  der  Grössen  m  und  n  zu  ihrer  Grenze  |i..  Ich  erlaube  mir  ein  aus  der 
Natiu"  entlehntes  Beispiel  hier  anzuführen.     Es  fand  sich 

logm  =  0,016  3851 
logM  =  9,548  7463 

und  hieraus  ergab  sich 

logm'  =  9,842  6840 
logn'  =  9,782  5057 


log;;;'  =  1,605  7592 
log?;'  =  6,95555 
logr;  =   1.605  7688 

log;;;  =  3,4  39  87  74 
log?;"=  5,899 
logr;"=  3,439  87  76 

so  dass  man  entschieden  mit  p'"  ausreicht,    und    schon    bei  p"    die  Rechnung 
hätte  schliessen  können,    denn  p'"   und  p'j'  gibt  den  Logarithmus  des  Integi-als 

=  9,791  4947„ 

und  p"  und  p'i   geben  denselben  =  9,791  4946„. 

Diese  Berechnung  dieses  Integrals,  obgleich  sicher,  ist  länger  wie  die  Be- 
rechnung der  beiden  andern  von  [x  und  v  (Determinatio  attr.  etc.)  abhängigen 
Integrale,  und  dieser  Umstand  veranlasst  mich  Sie  zu  fragen,  ob  Sie  ein  ein- 
faches Berechnungsverfahren  des  oben  angefülirten  IntegTals  besitzen,  so  wie 
zur  Bitte,  in  diesem  Falle  mir  selbiges,  mit  der  Erlaubniss  ziu-  angemessenen 
Bekanntmachung  in  meiner  Abhandlung,  gütigst  mittheilen  zu  wollen j 
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log?»"  =  9.813  6642 

logp"  =  1,210  3355„ 

logw"   =  9,812  6249 

log?"  =  8,02648 

logr"  =  1,210  471  \n 

logwi"'=  9,813  1448 

logp"'=  3,044  5167„ 

logw"'=  9,813  1446 

log?"'=          - 

logr"'=  3,044  5171„ 
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Gauss  an  Hansen,  Göttingen,   11.  März   1843. 

Von  einer  Woche  zur  andern  ist  mein  Dank  für  die  gefällige  Übersen- 
dung des  Berliner  Monatsberichts  (der  um  dieselbe  Zeit  auch  auf  gewöhn- 
liclieni  Wege  mir  7AI  Gesicht  kam)  verschoben,  weil  ich  hoffte  einige  Zeit  zu 
gewinnen,  in  den  Gegenstand  etwas  weiter  in  meiner  Antwort  eingehen  zu 
können.  Leider  ist  diese  Hoffnung  getäuscht,  und  selbst  in  den  bevorstehenden 
Ferien,  fiir  welche  sich  schon  im  Voraus  so  viele  Rückstände  und  neue  Ab- 
haltungen gesammelt  liaben,  darf  ich  mir  kaum  Hoffnung  für  einige  freie 
Müsse  machen. 

Ich  beschränke  mich  daher  darauf,  meine  Freude  darüber  auszusprechen, 
dass  Sie  bei  den  Perturbationsrechnungen  auf  ähnliche  Art  verfahren,  wie  ich 
schon  vor  mehr  als  30  Jahren  bei  meinen  weitumfassenden  Rechnungen  über 
die  Pallasstörungen  zu  Werke  gegangen  bin,  in  so  fern  Sie  den  Gebrauch  von 
Reihen  nach  den  Excentricitäten  und  Neigungen  ganz  cassiren.  Freilich  haben 
Sie  flu-  die  Cometenstörungen  auch  ganz  besondere  noch  andere  Unter- 
suchungen nöthig  gehabt,  zu  denen  für  die  Pallas  keine  Veranlassung  sich 
fand  und  überhaupt  in  vielen  andern  Beziehungen  abAveichende  Wege  einge- 
schlagen. Bei  den  Störungen  der  Pallas  durch  Jupiter  brauchte  ich  die  Me- 
thode der  variabeln  Elemente  und  zwar  mit  Vorbedacht,  denn  obgleich  man 
so  6  Elemente  zu  behandeln  hat,  während  bei  dem  andern  Verfahren  nur 
halb  so  viele  sind,  so  habe  ich  doch  für  den  praktischen  Gebrauch  jenes  vor- 
gezogen; man  braucht  die  Rechnung  für  jedes  Jahr  nxxx  einmal  :für  Einen 
Tag)  zu  machen,  wozu  ich  eine  besondere  Hülfstafel  construirte,  vermittelst 
welcher  in  vergleichungsweise  sehr  kurzer  Zeit  die  Rechnung  absolvirt  werden 
kann,  obgleich  zusammen  801  Gleichungen  (1602,  wenn  die  Sinus  und  Co- 
sinus-Glieder desselben  Arguments  getrennt  gezählt  werden;  es  sind  voll- 
ständig alle,  deren  Coefficient  über  0','l  geht)  berücksichtigt  w-orden '  .  Durch 
sehr  einfache  Mittel  kann  man  dann  das  Resultat  für  die  ganze  Beobachtungs- 


")  Es  ist  wohl  unnüthig  zu  bemerken,  dass  die  Arbeit,  von  der  ich  jetzt  spreche,  ganz  verschieden 
ist  von  der  gleichfalls  von  mir  für  den  ganzen  Zeitraum  von  )602  bis  etwa  1518  oder  1S20  fortgeführten 
Rechnung  durch  Quadratur;  diese  nenne  ich  specielle,  jene  generelle  Rechnung  und  letztere  hat  in  jener 
eine  bei  so  ausgedehnten  Rechnungen  höchst  nothwendige  ControUe  gefunden. 
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Saison  ausreichend  machen,  ohne  der  Schärfe  etwas  zu  vergeben.  Auch  die 
Störung  durch  Saturn  wurde  berechnet  und  die  durch  Mars  nach  einer  wesent- 
lich verschiedenen  Methode  angefangen,  aber  nicht  vollendet.  Andere  immer 
weiter  sich  verzweigende  Geschäfte  haben  mir  später  gar  nicht  erlaubt,  auf 
jene  Arbeiten  wieder  zurückzukommen,  und  es  steht  dahin,  ob  in  meinem 
Alter  ich  Müsse  und  Lust  haben  werde,  mich  wieder  in  die  Sachen  hineinzu- 
arbeiten, da  noch  so  viele  andere  Dinge  sind,  die  ich  eben  so  ungern  unter- 
gehen lassen  möchte.  Sie  sind  sehr  glücklich,  dass  Sie  in  einer  äussern  Lage 
sind,  wo  Sie  Ihre  Zeit  nicht  zu  versplittern  brauchen,  und  es  wird  mir  jeden- 
falls zur  Beruhigung  gereichen,  dass  dieser  Zweig  der  Astronomie  bei  Ihnen 
in  den  besten  Händen  ist.  Ob  ich  bei  den  Marsstörungen  etwas  mit  Ihrer 
mir  angezeigten  Integrationsart  zusammenhangendes  gebraucht  habe,  kann  ich 
jetzt,  wo  mir  die  Sachen  seit  fast  2  5  Jahren  entfremdet  sind,  nicht  bestimmt 
ermitteln,  möchte  es  aber  fast  bezweifeln 


Gauss  an  Bessel,  Göttingen,  21.  März   J843. 

Die    erste    [BESSELSche]    Abhandlung    über   die   Jupitersmasse   hat 

bei  mir  eine  Erinnerung  geweckt,  die  mir  immer  schmerzhaft  ist,  nemlich  an 
meine  alte  Arbeit  über  die  Pallasstörungen.  Sie  ist  seit  fast  einem  Viertel- 
jahrhundert mir  so  fremd  geworden,  dass  es  mir  schwer  wii'd,  mich  selbst  in 
den  vorhandenen  Papieren  zu  orientiren.  Die  Nothwendigkeit  einer  Ver- 
grösserung  der  LAPLACESchen  Jupitersmasse  wurde  freilich  sogleich  erkannt, 
ich  setzte  sie  anfangs  auf  f-f-,  ohne  dass  ich  in  diesem  Augenblick  ausfinden 
kann,  wann  ich  diese  Bestimmung  gemacht  habe;  ich  finde  aber  später,  dass 
aus  den  ersten  1 0  Oppositionen,  —2376  Tage -|- 1759,5  Tage  (von  An- 
fang 1810  als  Epoche  gerechnet),  die  Elemente  von  Grund  aus  verbessert  sind, 
und  darin  u.  a.  auch  jener  Bruch  auf  ff  vergrössert  ist.  Es  fand  sich  die 
Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  (NB.  ohne  Berücksichtigung 
anderer  Störungen,  namentlich  der  diuch  Saturn) : 

Laplaces  Masse  \jq^]     (Hei.)  Länge  3175,69  (Hei.)  Breite  348,54 

vergrössert  um  ^^  963,78  318,4  7 

vergrössert  um  -jV  918,46  322,66. 
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Dann  findet  sich  noch  eine  neue  Verbesserungsrechnung  aller  Ele- 
mente gestützt  auf  die  ersten  12  Oppositionen,  allein  in  den  Papieren,  die 
ich  jetzt  auffinden  kann,  ist  die  Rechnung  nicht  ganz  zu  Ende  geführt.  Eben 
bei  diesem  Suchen  fand  ich  aber  noch  einige  ältere  Papiere,  worauf  eine 
älinliche  Rechnung  aus  den  ersten  9  Oppositionen  steht  [*)],  ohne  dass  ich  darum 
mit  Gewissheit  sagen  kann,  ob  nicht  noch  früher  die  Correction  der  Masse 
gefunden  ist.  Zugleich  aber  sehe  ich,  dass,  was  oben  aus  dem  Gedächtniss 
geschrieben  war,  falsch  gewesen  ist,  nemlich  die  Störungen  durch  Satiun  sind 
allerdings  mit  berücksichtigt.  Es  ist  wohl  überflüssig  zu  bemerken,  dass  allen 
diesen  Rechnungen  diejenige  Störungstheorie  zum  Grunde  liegt,  die  ich  die 
allgemeine  nenne,  indem  danach  ihr  Betrag  für  jede  beliebige  Zeit  gefunden 
wird;  es  sind  dabei  zusammen  über  800  Gleichungen  (wenn  man  diejenigen, 
welche  Sinus  und  Cosinus  desselben  Winkels  enthalten,  zusammcnfasst,  ohne 
diese  Zusammenfassung  also  über  löOO),  und  diese  Theorie  war  mehr  als  ein- 
mal ganz  durchgearbeitet,  was  nöthig  war,  um  erst  die  mittlem  Elemente 
selbst  zu  erhalten.  Neben  dieser  generellen  Theorie  war  aber  zugleich  fort- 
während die  Rechnung  durch  Quadratiu'en  fortgefülirt,  welche  für  jene  eine 
ganz  unentbehrliche  ControUe  lieferte.  —  Das  letzte,  was  sich  vorfindet,  ist 
die  Berechnung  und  Vergleichung  der  14'®°  Opposition  vom  6.  Januar  1820. 
Ob  oder  wann  ich  dazu  kommen  werde,  in  diese  Arbeiten  mich  wieder  hin- 
einzustudiren  und  sie  zu  redigiren  und  zu  publiciren,  steht  dahin;  ohne  eine 
Abänderung  meiner  äussern  Lage,  so  dass  ich  völlig  firei  über  meine  Zeit 
schalten  kann,  wird  es  schwerlich  geschehen,  zumal  da  so  viele  andere  Dinge 
noch  sich  präsentii-en ,  die  ich  eben  so  ungern  untergehen  lassen  mag,  oder 
richtiger,  auf  die  ich  selbst  grössern  Werth  lege. 

[•)  S.  5  61  dieses  Bandes.] 


NACHLASS. 


[nj  EXPOSITION 
DUNE  NOUYELLE  JVIETHODE 

DE  CALCULER  LES  PERTURBATIONS  PLANET  AIRES 

AVEC  L' APPLICATION  AU  CALCUL  NUMERIQUE 

DES  PERTURBATIONS  DU  MOUVEMENT  DE  PALLAS. 

their   motions,    periods   and  their  laws 

Give  me  to  Scan.       THOMSONS  Autumn  13  46. 

See,  how  associate  round  their  central  sun, 
Their  faithfiil  rings  the  circling  jjlanets  run 
Exactly  tracing  their  appointed  sphere. 

Boyle  on  deity:  Elegant  Extracts  p.  126. 

Le  calcul  des  pertiirbations  planetaires  est  susceptible  de  deux  formes 
differentes.  Sous  l'une  de  ces  formes,  on  rapporte  le  mouvement  d'irne  pla- 
nete  ä  des  elemens  constans,  ou  afFectes  seulement  de  variations  seculaires, 
en  corrigeant  le  rayon  vecteur,  la  longitude  dans  l'orbite  et  la  latitude  cal- 
culees  dans  cette  hypothese,  par  des  equations  periodiques ;  sous  l'autre  forme 
le  mouvement  est  rapporte  a  une  ellipse  variable,  laquelle  dans  chaque  in- 
stant, Sans  autre  correction,  repr^sente  exactement  le  mouvement.  On  con- 
nait  assez  le  succes,  avec  lequel  on  s'est  servi  jusqu'ici  exclusivement  de  la 
premiere  forme  pour  les  perturbations  des  anciennes  planetes.  Cependant  il 
est  reconnu,  que  ce  succes  depend  surtout  de  plusieurs  ciiconstances  favo- 
rables,  qui  ne  sont  plus  les  memes  pour  quelques  unes  des  nouvelles  planetes, 
l'orbite  de  Pallas  etant  inclinee   sur  celle   de  Jupiter   de    34  degres   avec  une 
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excentricite,  qui  est  presque  egale  ä  {.  et  l'orbite  de  Juuon,  avec  ime  incli- 
naison  trcs-considerable,  etant  encore  plus  exceatrique.  Dans  ces  cas  las 
anciennes  methodes  ont  parii  impraticables. 

Les  nouvelles  methodes,  qui  fönt  l'objet  de  ce  memoire,  presentent  ori- 
ginairement  les  perturbations  sous  la  seconde  forme.  11  serait  en  effet  facile, 
de  transformer  les  perturbations  des  elemens,  une  fois  trouv^es,  en  pertur- 
bations des  trois  coordonnees,  si  on  le  jugeait  ä  propos:  cependant  nous 
sommes  davis,  qu'on  peut  bien  se  dispenser  de  ce  travail,  et  s'en  tenir  aux 
perturbations  des  elemens.  Quoique  ces  derniers  soient  au  nombre  de  six,  et 
que  les  perturbations  des  trois  coordonnees  ne  semblent  exiger  dans  les  appli- 
cations  numeriques  que  la  moitie  du  travail,  ce  desavantage  nest  pas  reel 
toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  calculer  plusieurs  lieux  de  la  planete  separes  par 
nn  modique  Intervalle  de  tems,  puisque  dans  ce  cas,  qui  est  le  plus  frequent 
dans  la  pratique,  on  peut  fort  bien  s'en  tenir  ä  un  seul  Systeme  d' elemens, 
tandisque  l'autre  methode  exigera  du  moins  le  calcnl  des  inegalites  des  coor- 
donnees pour  deux  epoques  difFerentcs.  La  commodite  d'une  table  auxiliaire 
pour  lequation  du  centre  et  pour  le  rayon  vecteur  dans  une  ellipse  constante, 
ä  laquelle  il  faut  renoncer  en  rapportant  toutes  les  inegalites  aux  elemens 
memes,  est  aussi  fort  peu  de  chose,  lorsqu'on  opere  sur  une  planete  sujette  ä 
autant  d' inegalites  comme  Pallas,  et  peut  m6me  etre  compensee  par  d'autres 
simplifications  de  calcul  qu'il  serait  superflu  de  rappeler  ici. 


Section  premiere. 

Mouvemext  cUiptique. 


Ye  other  wandring  flres  that  move 

In  mj-stic  dance,  not  without  song,  reaound 
Hi3  praUe ,   who  out  of  darkness  call'd  up  light. 
MiLTOX,  Paradise  lost. 


Soient  er,  y,  z  les  coordonnees  dune  planete  relativement  ;i  trois  plans 
pei^iendiculaires  entre  eux  passant  par  le  centre  du  soleil;  soit  de  plus  t  le 
tems,  m  la  somme  des  masses  du  soleil  et  de  la  planete,   r  la  distance  de  la 
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planete  au  soleil.     Ainsi  en  faisaut  abstraction  des  perturbations   nous  aurons 

dda;    ,    mx 


1) 

»=10^  +  -^ 

2) 

o  =  t?+^ 

3) 
11 

s'ensuit.  que  faisant 

«  =  ^+^- 

4) 

S!£^  =  4 

5) 

zdx-xdz           „ 

dt     =^ 

6) 

xdy—%jdx          ^ 
dt                     ' 

A.  B,  C   seront    des    quantites   constantes,    qui   par   consequent   dependront    de 
l'etat  primitif.     On  tire  de  ces  equations 

7)  Ax-\-Bt/^Cz  =  0. 

L'orbite  sera  donc  dans  un  ])lan  passant   par  le  ceiitre    du   soleil.     Nous 
avons  de  plus 

rr  =  a,\i'^i/)/-\-sz 
rdr  =  xd-X-^-j/dy  ^zdz 
rddr  +  dr  =  a;ddv^j/ddj/ ^ zddz ^dr-^- d/^dz'  =  dx^-^d/ +  dz' -  ^  . 

Or  les  equations   4,  5,  6   donnent 

{AA  -^BB^CCj  dt-  ^  (xx  +  i/y-^zz)  (do^'-f  d/  +  d^')  —  {xdi/  +  i/di/-^zd  zf 
=  rr(dj?^+d/+dz^)  — rrdv-  =  r^ddr^mrdt'. 
Ainsi  en  faisant 

AA  +  BB+CC 


dC 
qu'en  faisant 


j),  r — p  =  u, 

j?    equation  analogue  aux  trois  premieres.     On  voit  donc 

xdu~udx   pi 


Q\  ydu~udy   ^ 

^'  dt  —  ^ 

10)  ^du_^^^^ 

VII. 
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viik'ur  dv  (i  ilans  lorbitf    de    la  tcvrc,    siipposaut  de   plus   T  =  365,2563835], 
ou  trouvL- 

Summe  des  masses  du  so/eil  et  de  la   terre  .  .  .  .  0,{J(t(t2959  1  :ro424l 
ou  en  su})j)osaTit  la  premirre  354  7  11»  fois  plus  grande  que  la  dei-nierc 

Masse  du  soleil 0,00029591  2[2082l, 

dont  le  lo''anthmc'  ordinaire  est  6,471  1628  828  —  10. 


La  somme   des  equations   8,9,   10   multiplicos  par  i\  y,  z  nous  donne 


20:  Fx-^Gy-^nz  =  '^f. 

Multijjliant  cellc-ci  par  F,    12  par  H,    13  par  —  G,  et   ajoutant,    il  vient 
(FF+GG  +  HITjj;  =  BH-CG;{r-p;  +  ^^, 
ou  ä  cause  de  FF-\-GG-^HH=  (l  —^^\mp  =  mpee: 

^.\  BH-CG  ,  N    ,      Frdr 

On  aura  de  mime 

CF-AH  ,  s    ,     Grdr 


G-BF  ,^_    V  j_  HrAr 
mpee       ^  "■    '     meedt 


23)  z  =  ^^^f,—i^  •    ""^'^ 


Or  on  a 

r — /j  =  aee  —  aecosE 
rdr  =  aer  sin  E  .  dJS  =  sj  am  .  efänE .  dt: 
ainsi  nous  aurons 

aBH-CG         aBH-CG 


mi)  mpe 

aCF-Am        a  CF-AH) 


24)  X 

25)  y 

26)  z 
'  mp  mpe 

Los  quatre  equations    19,  24,  25,  26  contiennent  la  Solution  complete  des 
Equations  1,  2,  3. 


»1^  mpe 

a[AG-BF)       aAG-BF 


cosje;+ 

<lam_ 

F 

sinE 

cos£  + 

\'am 

G 

sinE 

cos£  + 

^"h 

II 

sinE. 
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4. 

II  nous  reste  encore  de  developper  la  liaison  entre  nos  constantes  et  les 
('lömens  dont  les  astronomes  ont  coutume  de  faire  usage.  Pour  cet  effet, 
ra])portons  ä  une  siu-face  spherique  d'un  rayon  arbitraire  et  dont  le  centre 
coincide  avec  celui  du  soleil,  les  neuf  directions  suivantes :  les  trois  axes  des 
coordonnees ;  la  di-oite  menee  du  soleil  vers  la  planete;  une  droite  perpen- 
diculaire  a  celle-ci  dans  le  plan  de  l'orbite;  la  droite  perpendiculaire  ä  ce 
plan;  la  ligne  des  apsides  menee  vers  le  perihelie;  la  perpendiculaire  ä 
celle-ci  dans  le  plan  de  l'orbite;  l'intersection  du  plan  des  x,  1/  avec  le  plan 
de  l'orbite.  Nous  denoterons  les  points  de  la  surface  spherique.  auxquels 
repondent  ces  directions,  par  X,  Y,  Z,  L,  A,  M,  P,  FI,  N.  Ainsi  X,  Y,  Z 
seront  les  poles  des  gi-ands  cercles  qui  representent  les  trois  plans  fondamen- 
taux,  et  nous  supposeront  ces  poles  pris  du  cote  oü  les  coordonnees  sont  cen- 
sees  positives;  L  sera  le  lieu  heliocentrique  de  la  planete  et  iV  le  point  du 
grand  cercle  de  l'orbite  avance  davantage  que  L  de  90";  P  le  perihelie;  Fl 
ce  que  devient  A  lorsque  L  devient  P;  N  sera  le  noeud  ascendant  de  l'or- 
bite sur  le  grand  cercle  dont  Z  est  le  pole:  enfin  31  sera  Tun  des  poles  de 
l'orbite.  et  pour  ne  laisser  aucune  ambiguite,  nous  supposerons  que  les  points 
P,  n,  M  soient  ranges  sur  la  sphere  dans  le  meme  ordre  que  les  points  X, 
Y,  Z.  C)n  voit  que  pour  cet  effet  il  faudra  choisir  M  du  meme  cote  du 
grand  cercle  XY  que  Z,  ou  du  cote  oppose,  selon  que  le  mouvement  helio- 
centrique de  la  planete  projete  sur  le  gi'and  cercle  XY  va  dans  le  sens  de 
X  vers  Y,  ou  dans  le  sens  oppose :  on  nommera  le  mouvement  direct  dans  le 
premier  cas,  et  retrograde  dans  le  second.  Pour  distinguer  analytiquement  ces 
deux  cas,  soit  ,3  la  distance  de  L  au  grand  cercle  XF,  ou  plutot  ß  =  90"— LZ, 
X  la  longitude  de  la  projection  de  L  sur  ce  grand  cercle  comptee  de  X  dans 
le  sens  de  X   vers    Y;    nous  aurons 

x  =  rcoS|3cos)v 
1/  =  r  cos  j3  sin  X 
z  =  rsinjS. 

De  lä  on  tire  xdi/  —  t/dx  =  r r  cos  ^' .  dX ;    ainsi  dans  le  cas  du  mouvement 
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(liicct  C  sola  positif,  et  ncgatif  dans  le  cas  du  mouvcment  retrogiade :  donc 
C  et  cos  ZM  seront  toujouis  du  meme  signe.     Maintenant  on  a 

27)  x  =  rcosXL 

2S  t/  =  rcos  YL 

29)  s  =  r  cos  ZL 

et  par  un  theoröme  conuu 

cos  XL.  cosXM-pcos  YL.  cos  YM  ~- cos  ZL  .  cos  ZM  =  cos  LM  =  0. 

Par  consequcnt  il  seia 

X  cos  XM-j-j/ cos  YM-\-z  cos  ZM  —  0 

et  puisquo  evidemment  cette  cMiuation  doit  rtre  identique  ä  rcquatioii  7,  les 
quantitcs  A,  B,  C  doivent  etre  pro])ortionnclles  ä  cosXM,  cos  FM,  cos  ZM. 
Ol  par  un  autre  theorcme  connu  on  a  cosXM''-\-cosY3P-\-cosZM^  =  1; 
donc  puisque  nous  vcnons  de  faire  voir  que  cos  ZM  et  C  sont  uecessaii'ement 
du  meme  signe,  et  qu'il  est  de  plus  AA-\-  BB-\-CC  =  mp,  nous  devons  con- 
cliure 

30)  A  =  cos  XM.  \!tnp 

31)  B  =  cos  YM.  \Jmp 

32)  C  =  cosZM.sjmp. 


II  sera  ä  propos  d'inserer  i(;i  un  lerame,  que  nous  n'avons  trouvc  nulle 
part  enoncc,  et  dont  on  peut  souvcnt  faire  un  usage  avantageux  : 

Soient  Q,  R,  Q',  R'  quatre  points  sur  la  surface  dune  sphere,  H  l angle  entre 
les  grands  cerdes  QR,  Q'R\  en  considerant  les  deux  branches  qui  en  partant  du 
point  de  concours  vont  dans  le  sens  des  directions  de  Q  vers  R  et  de  Q'  vers  R'. 
Cela  pose  on  a 

cos  QQ'.  cos  RR'— cos  QR'.  cos  RQ'  =  cosO  .sin  Qi?  .  sin  Q'A". 

On  peut  substituer  ä  la  place  de  0  l'arc  <SS',  <S  et  S'  designant  les  pöles 
des  grands  cercles   QR,  Q'R'  seinblablement   poses   par  rapport   ä  ces   grands 
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cercles,    c'est    ä  dire   que   le  sens   du  mouvement   de   Q   vers  R   autoiu*  de  /S 
seit  le  meme  que  le  sens  du  mouvement  de   Q'  vers  R'  autour  de  S'. 

Apijliquant  ce  tlieoreme   aux  formules  2  7  —  32,    on   trouve    tout   de   suite 

33)  Bz  —  Ci/  =  cosXA.r\Jmp 

34)  Cx  — Az  =  cos  YA.r\Jmp 

35)  Ai/  — Bx  =  cos  ZA.  r^mp. 

Dans  le  perihelie  on  a  dr  =  0,  ?•  —  /)  =  — ae [1 — e),  x  =  rcosXP  ^ 
a{\  —ecosXP,  y  =  a{\ —e)cosYP,  z  =  a'\  —e)cos  ZP.  Les  formules  21, 
22,   23   deviennent  donc 

36)  CG-BH  =  mpecosXP 

37)  AH— CF  =mpe cos  YP 

38)  BF-AG  =  mpecosZP. 

En  les  combinant  avec  les  equations  30,  31,  32,  notre  lemme  nous  donne 
B:BF-AG)  —  CAH—CF)  =  m'p' ecosXU. 

Or  la  meme  quantite  devient  =  FiAA-^BB-i-CC)  —  A[AF^BG  +  CH) 
=  mpF.     Ainsi  nous  avons 

39)  F  =  e\]mp. cosXW 
et  d'une  maniere  semblable 

40)  G  :^  esjmp.cosYn 

41)  H  =^  e<^  mp  .cos  Z^. 


Nous  designerons  Tarc  XN  compte  de  X  vers  F,  par  ft,  et  la  somme 
de  cet  arc  avec  l'arc  NL  compte  de  N  dans  le  sens  du  mouvement  par  v; 
cette  somme  est  ce  que  les  astronomes  nomment  la  longitude  dans  l'orbite. 
Soit  w  ce  que  devient  v  lorsque  L  devient  P,  ou  la  longitude  du  perihelie; 
V  —  &  sera  donc  l'arc  PL  ou  l'anomalie  vraie.  L'inclinaison  de  lorbite  sur 
la  brauche  du  gi"and  cercle  X  Y  qui  va  de  N  dans  le  sens  direct  sera  egale 
ä  ZM ;    nous   la   designerons  par   /.      Cela   pose   les    1 5    formules   precedentes 
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peuvc-nt  (Hro  rcprc-sentccs  dt'  la  niauirn-  suivante : 

42:  X  —  r  (cos  ft  .  cos  (i-  —  ft   —  sin  ß  .  sin  [v  —  9,  .  cos  /) 

43)  y  =  r  (sin  ß  .  cos  i;  —  ß  -f-  cos  ß  .  sin  [v  —  ß  .  cos  (' 

44)  «  =  rsin(v— ß).sini 

45)  A  =  \l  mp .  sin  ß  .  sin  i 

46)  B  =  —\/  mp .  cos  ß  .  sin  i 

47)  C  =  sj mp.  cosf 

4  8;       Bz  —  Ci/  =  r\J  mp .  (—  cos  ß  .  sin  t-  —  ß  —  sin  ß  .  cos  {v  —  ß  .  cos  j) 

49)  Cx  —  Az  =  r  \/  )np .{—  sin  ß  .sin{ü—  ßj -f  cosß  .  cos(t>—  ß).cosi) 

50)  Ay  —  Bx  =  r\j  mp .  cos  i;  —  ß) .  sin  / 

51  CG  —  BH=  mpe (cos  ß  .  cos  w  —  ß  —  sin  ß  .  sin  w  —  ß   .  cos  i) 

52  AH—  CF  =  mpe  sin  ß  .  cos  [(ä  —  ß  +  ^o«  ß  .  sin  w  —  ß  .  cos  i) 

53  B F  —  AG  =  7}ipes\n  <ü  —  ß  .  sin  i 

54  F  =  e^ mp .  (—  cos  ß  .  sin  ö»  —  ß  —  sin  ß  .  cos  w  —  ß  .  cos /) 
55}  G  =  <?  y/  7WJJ .  (—  sin  ß  .  sin  (w  —  ß  -f  cos  ß  .  cos  w  —  ß  .  cos  /, 
56'                    H  =  c\Jmp.  cos' &  — 9, ) .  sin  i. 

Multipliant  k's  cquations  II,  12,  I  ;i    par  A,  B,  C   et   ajoutant,    on    trouve 

X  BH-CG  +y  CF—Air)  +  z[AG  —  BF)  =  mp'r-p. 

Or  Ic  ])r('mior  membre   de  cetto  equation    dovient.    moycnnant   les    cqua- 
tions  27  —  21),    36  —  38 

=  —7np er  cos  PL  =  —mper  cos  [v —  m  ; 
ainsi  on  a 

^'1  '  l  +  ecos.f-i« 

De  meme  l'cquation   20   donne  moycnnant   27  —  29.   30 — 41 

nr  vrdr 

ou  ä  cause  de 

58)  j^  =  ^smj;-u,).\/-. 

].a  differentiation  de  IV-quation   57    donne    ^'^  =  esin(i' —  w  •-^;    combi- 
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nant  ce  resultat  avec  l'equation   58   on  a 

59,  ^  ^  V-^- 

On  peut  remarquer  que  irrdv  est  relement  de  Faire  decrite  autour  du 
soleil  dans  Telement  du  tems;  or  on  obtient  les  projections  de  cette  aire  aux 
trois  plans  fondamentaux  en  la  multipliant  par  cosXM,  cos  YM,  cos,  ZM: 
donc  ^  AAt,  ^Bdt,  ^Cdt  doivent  etre  egaux  ä  ces  meines  projections,  ce  qui 
au  reste  se  verifie  de  soi-meme. 

Remarquons  enfin  qu'on  a 

r  sin  !v  —  w   =  1/  ^^  ■  y^^  =  \j  ap  .smE  =  a\j  i\  —  ee) .  sin  E 
y  +  rcosiy-&:  =  P-'-^^-l.  =  P-<^i-e^^-ecosE    _  ^.^  _^,  ,j  ^  cOS  El 
(1  +  e:  —p-\-a(^^^el  —  ecoaE 


rcos  ic  —  tu!  = 


=  all  -]-ej[l—cosE). 


Divisant   la  premiere    de   ces   equations   par   la   seconde,    ou   la   troisieme 
par  la  preiniere,  il  vient 

6 n)  tang  ^-  [V  —  tu)  =  \  /  ~-^  ■  tang  ^  E. 


Section  deuxieme. 

Variations  iristantunees  des  eUmens.  produites  par  les  perturbati'ons. 

7. 

Le  mouvement  elliptique,  que  nous  venons    d'expliquer,    suppose   que  les 

attractions  mutuelles    du    soleil   et   de   la  planete   soient  les   seules    forces    qui 

agissent.     S'il  y  eil  a  encore  d'autres  forces  qui  viennent  en  consideration,  le 

mouvement    de    la    planete    autour    du    soleil    devient    plus    complique.      Mais 

quelqu'il  soit,  on  voit  que,  si  *ces  forces  etaient  aneanties  tout  d'un  cou]i,   la 

planete  se  mouvrait,  des  ce  moment,   dans  une  section  conique,    dont  les  ele- 

mens  seraient  fonctions  des  quantites  qui  pour  cet  instant  determinent  le  lieu 

et  la  vitesse  acquise  de  la  planete,  c.  ä  d.   des  six  quantites  <*"?  i'?  2:,  -^ ,  -ry ,  -j^  • 

Nous  nous  bornons  au  cas  oü  cette  section  conique    est   toujoiurs   une  ellipse, 

VII.  57 
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et  nous  la  noinmcrons  ellipso  osculatrice.  On  voit  donc  que  toutes  les  equa- 
tions  linies  entre  les  elömens  et  les  quantites  x,y,  z,  r,  -^,  -^,  ^,  ~-,  que 
nous  avons  developp^es  poia-  le  cas  du  mouvement  purement  elliptique,  ou 
plutot  toutes  Celles  qui  ont  lieu  poui-  ce  cas,  seront  egalement  vraies  pour 
l'ellipse  osculatrice.  Mais  comme  les  forces  perturbatrices  ne  cessent  point 
d'agir  continuelleirent,  l'ellipse  osculatrice  variera  d'un  instant  ä  l'autre:  ses 
elömens  seront  des  quantites  variables.  Cependant  si  l'on  parvient  ä  pouvoir 
assigner  pour  chaque  instant  les  valeias  nuraeriques  de  tous  les  el^mens  de 
l'ellipse  osculatrice,  le  probleme  de  la  dötermination  du  mouvement  sera  re- 
solu:  on  se  servira  des  m(^mes  formules  comme  dans  le  cas  du  mouvement 
non  trouble  pour  calculer  non  seulement  le  lieu  de  la  planete,  mais  aussi  sa 
vitesse  et  la  dii'ection  de  son  mouvement.  Cette  recherche  se  reduit  ä  deux 
problemes:  d'abord  nous  determinerons  les  variations  instantanöes  que  prennent 
les  difförens  elemens  par  l'action  des  forces  perturbatrices :  apres  cela  il  faudra 
integrer  ces  expressions  differentielles ,  pour  obtenir  pour  chaque  instant  les 
valeurs  des  elemens  variables. 


Nous  nous  servirons  dans  cette  recherche  des  m^mes  signes.  que  nous 
avons  introduits  dans  la  premiere  section,  non  seulement  pour  les  ölemens 
proprement  dits  mais  aussi  pour  les  autres  quantites  auxiliaires.  Ainsi  p.  e. 
A  exprimera  la  valeur  de  ^  ^~^  ^  dösormais  variable;  et  on  con9oit  que 
toutes  les  equations  finies  entre  ces  quantites  A,  B,  C,  F,  G,  H,  v,  E  etc.,  les 

da;     dy      dr      dr 


eurs 


d< 


Clemens  et  les  coordonnöes  x,  y^  z.  r  avec  1 
seront  independantes  de  cette  variabilite.  11  sera  donc  permis,  de  differentier 
toute  equation  finie  entre  les  coordonnees  x,  y,  z,  r,  les  elemens  et  les  autres 
quantites,  qui  sont  constantes  dans  l'hypothese  elliptique  et  qu'on  peut  com- 
prendre  aussi  sous  le  nom  d' elemens,  en  n'ayant  egard  qu'aux  differentielles 
des  coordonnees,  et  puisqu'en  retranchant  ce  resultat  de  la  differentielle  com- 
plete  il  reste  la  differentielle  de  l'equation  propos^e,  en  ne  traitant  comme 
variables  que  les  elemens  seuls,  il  est  evident,  que  cette  nouvelle  differen- 
tiation  est  aussi  legitime.  Ce  theoreme  remarquable  peut  quelques  fois  servir 
ä  abreger  les  calculs,  cependant  on  voit  qu'on  peut  aussi  toujours  s'en  passer. 
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9. 

Supposons  que  les  perturbations  ajoutent  aux  equations  fondamentales 
les  quantites  |,  y],  C,  de  sorte  que  nous  ayons 

"  dt''     I     r«   ^ ' 

o  =  ^  +  ^  +  C. 

ün  voit,  qvie  ?,  v],  C  sont  les  forces  resultantes  de  la  decomposition  de 
toutes  Celles,  qui  troublent  le  mouvement  relatif  de  la  planete  par  rapport 
au  soleil,  suivant  des  directions  opposees  ä  ceUes  des  trois  axes.  On  peut 
aussi  imaginer  ces  forces  reunies  en  une  seule,  dont  Tintensite  soit  =  5^  et  la 
direction  parallele  ä  un  rayon  de  notre  sphere  mene  du  centre  vers  le  point 
de  la  surface   Q.     On  aura  donc 

=  =  -ycosXQ 
T^  =  —  ■/  cos  YQ 
C  =  -ycosZQ. 

II  peut  etre  utile  d'introduire  au  lieu  des  forces  ?,  •/],  L,  celles  qui  naissent 
de  la  decomposition  de  1  suivant  trois  autres  directions  perpendiculaires  entre 
elles.  Supposons  d'abord  que  la  premiere  agisse  perpendiculairement  au  plan 
de  l'orbite  osculatrice,  la  seconde  dans  la  direction  du  rayon  vectem-,  et  par 
consequent  la  troisieme  perpendiculairement  au  rayon  vecteur  dans  le  plan  de 
l'orbite,  ou  plus  exactement,  que  ces  trois  resultantes  agissent  parallelement 
aux  trois  rayons  de  la  sphere  menes  vers  les  points  M,  L,  A,  de  sorte  qu' elles 
deviennent 

X  cos  MQ  =  —  EcosXM  — T^cosFM— CcosZilf 
y^ cos LQ  =  —^ cos  XL  —  y] cos  YL  —  t, cos  ZL 
■;^cosAQ    ^— ScosXA  — Yj  cos  FA  — 4  cos  ZA. 

Ainsi  la  premiere  sera 

^      ^;  +  -BTi  +  cc 
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la  seconde 

r  ' 

la  troisieme 

_  _  Be-  Cy'l+  Cx-Az  7)+  Ay-Bx  C 

~  r  y/  mp 

Js'üus   (Icsigiierons  ces  trois  forces  jjar  miV.  mT.  mV. 


10. 

Ditterentiant  Ics  cxpressions  de  A.  B.  C    4,  5,  0  ,  on  trouve 

d^  =  ^T^  —  1fQj^it 
AB  =  xl[,  —  z^)dt 
dC  =  j/S  — j:7))df. 

On  tixe  des  equations  4  5  —  4  7 

—  BdA-\-  AdB  =  mp  sin  i^ .  d ft 
ACdA-^BCdB-  AA^BB  dC  =  ftiphini.di 

AdA+BdB-^CdC  =  imdp. 

Substitiiant  ici  pour  d^,  dB,  dC  les  valeurs   qu'on    vient    de   tiouver,    et 
faisant  attention  que  Ax-\-  Bi/  -^Cz  =  o,  on  obtient 

—  z[A-  +  BT,-{-CQdt  =  ?w/>sint'.da 
:Bx  —  Aj/t  l4 ;  +  ß Y]  +  CC  dt  =   mp;  sin j  .  dt 

j  [Cy  -  Bz  E  +  'Az  —  Ccr;  yj  +  Bj:  —  Aif]Q  dt  =  ^mdp. 

Donc,    substituant   pour  z  et   Bx  —  Ay   leurs   valeurs    (eq.  44,  50),    et   in- 
troduisant  les  forces  W,  V,  on  a 

y  m  .  r  sin  i'  —  ft   .  Wdt  =  \i' p  ■  sin  i.dü 
Sj m.r cos  [v  —  ü]  .Wdt  =  \J p.  di 
2  \/mp.rVdt  =  dp. 

Nous  designerons   par   9  1' angle  dont   le  sinus   est  egal  ä  l'excentricite  e, 
de  Sorte   que   \/ j/  =  \  a.eoscp,    nous  mettrons  de  plus  pour   tn  sa  valeur  nna'. 
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De  cette  maniere  nous  auions 

61)  da='"-^""^.-.^'>»d^ 

'  cos  cp  .  sm  ? 

62)  ^.^arTFcosi.-Q) 
1  costp 

63)  &p  =  2  aar  cos^. VnAt. 
En  differentiant  reqiiation   16,   on  trouve 

cd.r  +  -rjdj/  +  Cd2  =  -^^• 
Or  les  equations   4.  5,  6   donnent 

[Cj/  —  Bzjdt  ^=  oCrdr  — rrdj? 
lAz—  Cx}dt  =  j/rdr  —  rrdi/ 
[Bx  —  Alf  ]dt  =  zrdr  —  rrdz 
ou  bien 

dx  = ^d^ 

)■  rr 

dz  =  ^  +  ^^-^''dt. 
r       '  rr 

Substituant  ces  valeurs  il  vient 

-'^  =  ^^'^^y^^O^^Vßz-Cy)\^iCx-Azyr^^iAy-Bx)l\^^ 
=  -mTdr-~'!^Vdt 


^iTdt-'^Vdt. 


Nous  aurons  donc 

64)  da  =  2 a^  tang cp  .  sin  ! «  —  w' .  Tndt^    °  ^°^'''  Vndt. 
Puisque  n  =  \/m.a~'.   on  a  dw  =^  —  f-da,   ou   bien 

65)  dw  =  —  Swaatangcp  .  sin  ü  —  A  .  Tndt *'°  ''°^'''  Fwd^ 

De  plus  l'equation  p  =  a  cos  cp*  donne  d/^  =  cos  cp* .  da  —  2  «  cos  cp  .  sin  'f  . 
donc,  tirant  des  equations  63,  64  les  valeurs  de  dp,  da,  on  trouve 
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(1  cp  =  a a  sin  [v  -  ö)  .  Tn d t  +  (°'°°"^'  -  ~\  Vndt, 

ou  ä  cause  de  '^ ^  =  e  (cos  Iv  —  &  -\-  cos  E) : 

66)         dcp  =  aa  sin  (u  —  W  .  rnd^-|-«a(co8  u  — w)  -f  cos  £)F«df. 

11. 

Las  equations   4  2,  43   nous  donnent  celle-ci : 

—  cos  ft  -(-  —  sin  ß  =  cos  v  —  ü). 
En  la  ditfeientiant  nous  trouvons 

(da?  _  ^)  -; « -f  (d^  -  y^)  ^ 

—  (^  sin  ft  —  "l^cos  ß  +  sin  iv  —  ft  ;j  d  ft  -f-  sin  (u  —  ft , .  dv  =  0 
ou  a])res  les  substitutions  convenables 

—  I]—  cos i)  sin  V  —  ß ; .  d ß  +  sin  r  —  ft  .dv  =  0. 

Nous  avons  donc,   en  tiiant  les  valeurs  de  Bx  —  Cy,   Cx  —  Az  des  equa- 
tions  48,   49, 

07)  du  =  ^df+:i-cosrda. 

Differentiant  l'equation   -=  l-|-ecos(v  —  &.  on  trouve 

-y-  —  ^~  =  cos  'f .  cos  u  —  ü)  .  d'f  —  e  sin  (u  —  w) .  d«  -(-  e  sin  v  —  w ; .  dw. 

Substituant    d'abord    pour    dr,  di)    leurs    valeurs    tirees    des    equations  58, 
67.   on  a 

—  =  cos  'ii .  cos  [v  —  w  .  d'f  -)-  e  sin  u  —  w  .  (da  —   1  —  cos  i) dfl  ) 
et  ensuite,  mettant  pour  dp,  dcp  leurs  valeui-s : 

esin^v  — w).(dw  — (1  — cosi)dft)  —  — aacoscp.  cos(v  — ö>i .  sin(«  — ö) .  Tndt 

—  aa  cos  cp .  cos  (w  —  w) .  (cos  («  —  »)  +  cos  jB)  Vndt-\-  2  aa cos  <p .  Frad^ 
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Les   deux  dernieres  parties,  qui  contiennent  le  facteur  Vndt,   deviennent, 

en  mettant     ""^'^ "'"'"'"!,    ä  la  place  de  cosE: 
l  +  ecos(D  — (u)  ^ 

_    gg cos y .  sin  [v  -  cj)' . (2  +  e cos  [v  -  (ü))  y^^^^  _   ar  sin  [V  -  ü>;'  ■  (2  +  e cos  [v  -  Ai)  y^ ^ ^ 
1  +  e  cos  (u  —  (ji)  coscp 

Ainsi  nous  avons 

68)  d<b  =  (1  —  cos M ß  —  fl a  cotang cp .  cos  (w  —  ä)  .  Tndt 


12. 

Enfin  nommant  L  la  longitude  moyenne  repondante  au  tems  t,  l'equation 
L  —  ö)  =  E  —  esinE  donne 

dL  =  dw  +  'l  —  t?cosi;)dJS  — coscp.sinE.  dcp. 
DifF^rentiant  l'equation  tang^_E  =  v/    7. ^  •  tang ^ ;i'  —  m),  on  trouve 

iE  iv  d(ü  dm 


sin  E  sin  [v  —  ü>)         sin  [v  —  Si]         cos  i;p 

Combinant  ces  deux  equations,  mettant  pom-  dv  sa  valeur  (eq.  67),    et  faisant 
1  —ecosE  —  -,  sinE  =  rsm  «-(«[^  ^^  trouve 

a  a  cos  tp 

dL  =  wd^+(l  — cosi)da  +  (l  —  ^^^^^   \{d&  —  {V  — cosi)dß) 

_rrsin(.-..)/  g^osy^j^ 

Substituons    dans    cette    equation   poiu'    dw  —  (1 — cost)dß    et   pour    dcp    leurs 

valeius,  et  2  -|-  e  cos  (v  —  m)  ä  la  place  de   1  -| —     '^    •     De   cette   maniere  nous 

avons 

di  =  wd?+(l  —  cost)dft 

l             i                                   -N        rr  COS  (v  —  üi     ,    rrm\\v  —  m^,-    .  ,  .•\)'t<    jj. 

—  jaacotangcp.  cosiv  — coj ^ -| ,       (2  +  «cos(v  — wi)  i  «d? 

,    arsin  (t)  —  (ü) .  (2  4- ecoslw  — (üi)   , ,  ^  t/    j  ^ 

+  ■ ^  ^ ^ ^    1  —  cos  cp  I  Vn  d  t. 

'  e  cos  tp  • 

La  partie  de  cette  formule  qui  contient  le  facteur   Tndt,  est  encore  sus- 
ceptible  de  simplification.     Car  on  a 
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(\rf  =  aasin'v  —  öi.  Tndt-{-(^-^^^ —\Vndt, 

ou  ä  cause  de    ° '  °^  '*' ^   =  e  (cos  (v  —  w  -)-  cos  £) : 

66)         d'f  =  aflsin(v  — w  .  rnd^-(-aa(cos  v  — ß) +  co8£)F«dr 

11. 

Las  eqiiations  42,  43   nous  donnent  celle-ci : 

y  cos  ß  +  |-  sin  ß  =  cos  v  —  ü). 
En  la  differentiant  nous  trouvons 
(da?  -  -^j  ^«-  +  (d^/  -  ^)  ^ 

—  ( ^  sin  a  —  ■-'  cos  a  +  sin  (i;  —  ß  y)  d  fl  -j-  sin  (w  —  ß; .  dv  =  0 
ou  apres  les  substitutions  convenables 

—  i\—  cos i)  sin  V  —  ß  .  dß  +  sin  [v  —  ß  .  dv  =  0. 

Nous  avons  donc,    en  tirant  les  valeurs  de  Bx  —  Cy,   Cx  —  Az  des  equa- 
tions  48,   49, 

67  dv  =  ^^d^+;l -cosi  dß. 

Differentiant  l'equation  ^  =  1 -|- ecos(D  — wi.  on  trouve 

—  —     -   =  cos'^.  cos  'v  —  ä>  .  dcp  —  esinfu  —  w) .  dw-)-esin  v  —  w) .  dw. 

Substituant    d'abord    i)onr    dr,  dw    leurs    valeurs    tirees    des    öquations  58. 
67.   on  a 

—  =  cosce.  cosiv  —  w  .  d'f +  esin  v  — w  .  (dw—  1  —  cost)dß) 
et  ensuite,  mettant  pour  dp,  d  cp  leurs  valeurs : 

esin(v  — w).(dw  —  (]  —  cost)dß)  =  —aa  cos  9.  cos  («  —  <&)  .sin(«  — ö).  Tndt 

—  aa  cos 9  .  cos  iv  —  w) .  (cos  {v  —  &)-\-  cos  E)  Vndt-\-  2  aa  cos  (f.Vndt. 
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Les   deux  dernieres  parties,  qui  contiennent  le  facteur  Vndt,   deviennent, 
en  mettant    .""^  (^  -  "'i  +  e    ^  ^^  place  de  cosJS: 

1  +  e  cos  (i;  —  (o)  ^ 

^   gg cos y  .  sin {v  -  &)' .  (2  +  e cos  [v  -  &))  y^^^^  ^   gr  sin  iv  ~mf.(2  +  e cos  Iv  -  lü))  y^^^ 
1  +  e  cos  (w  —  (ü)  cos  tp 

Ainsi  nous  avons 

68)  da  =  (1  —  cosi)dft— aacotangcp.  cos(u  — w) .  Tndt 

Vndt. 


12. 

Enfin  nommant  L  la  longitude  moyenne  reijondante  au  tems  t,  l'^quation 
L  —  iü  =  E  —  esinE  donne 

dL  =  dw  +  (l  —  (?cos£)d£  — cos<p.  sin£.  dcp. 
Diff^rentiant  l'equation  tang^E  =  v/ y^- tangi  i'  — w),  on  trouve 

d^     dv  d<i>  dtp 

sin  E  sin  [v  —  ü>]         sin  {v  —  ü>]         cos  <p 

Combinant  ces  deux  equations,  mettant  pour  dt;  sa  valeui"  (eq.  67),    et  faisant 
1— ecos£  =  -,  smE=  '■j'^^J^-^l,  on  trouve 

g  g  cos  <f 

dL  =  nd^+(l  — cosi)dß  +  (l  —  ^^^^^   \{d&  —  {\  — cosi)dft) 

_  rrsin  (.-».,  /gcos^N, 
ggcostp^      \      '  r      I     ~ 

Substituons    dans    cette    equation   pour   dw  —  (1 — cosj)dß    et    pour    dcp    leurs 

valeius,  et  2  -(-  e  cos  [v  —  w)  ä  la  place  de   1  -\ —     '^   ■     De   cette   maniere  nous 

avons 

dL  ^  «d^+(l  — cosj)dft 

(  ,  /  .V        rrco8{c— <&)    ,    rr  sin  (V  —  (51* /-    ,  ,  --^x)  ti    j  ^ 

—  aacotangcp.cosiv  — (o) ^ ^-| ,       (2  -4-ecos(v  — wijj  i  ndt 

arsin(.-ct.).(2  +  ecos(.-ä.))        _coSCp)F«df. 
'  ecostp  '  ' 

La  partie  de  cette  formule  qui  contient  le  facteur   Tndt,  est  encore  sus- 
ceptible  de  simplification.      Car  on  a 
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(2  -|-  ?cos  j'  —  w  ) 


C08!(>' 

=  — ^  „  (2(?  —   I  —  2eeicos  r  — 0)1  —  2  «cos  u  — wi*  — eecosfv  — w'i'') 

=    — '^  f  1  +  e  cos  i)  —  ö)) !  2  e  —  (I  -he  cos  r  —  <:>  )  cos  v  —  &  [ 
ecogtp'  '^      '  .  //  (  \       1  ' 


rr       ocoBtf' 


rco8  9' 

2ar- 


2e- 


aa  cos  (p*  .coBiW  —  lu; 


Ainsi  notie  formule  devient 

69        (IL  = /jd^-|-  1  — cos/ da  —  (2ar-f  rtacosff.  tang^cp.co8i|v  — w;)  T«d^ 

_|_  artangt-.p.sin  r-w  .(2  + tcostc- <5')  pr^^j^ 


Suivant  l'usage  ordinaire,    l'epoque   de    longitude  moyenne    ])our   le   tems 
0,  est  L  —  nt;    ainsi  suivant  cet  usage  on  aurait 

d  Kp()(|ue  long.   m.    == — M«+   I— cosidft 

—  (2ör-|-aacos9.  tang  | cp  .  cos  (^v  —  m  )  Tndt 


oh  Ion  pourrait  substituer  pour  d«  sa  valeur  trouvee  ci-dessus.  Mais  de 
cette  maniere  la  Variation  instantanee  de  l'epoque  impliquerait  un  terms,  ({ui. 
ä  cause  du  facteiu*  t,  serait  susceptible  de  croitre  au  delä  de  toute  limite. 
Poiu'  eviter  cet  inconvenient ,  nous  delinirons  l'epoque  de  longitude  moyenne 
par  L  —  f  ndt,  ce  qui,  comme  on  voit,  revient  ä  la  maniere  ordinaire  pour  le 
mouvement  elliptique.  Nommant  donc  s  l'epoque  de  longitude  moyenne  pour 
le  tems  zöro,  nous  aurons 

70)   de  =  (1— cos»  dft  —  (2ar  +  rtfleos'^  .  tang^cf  .  cos  r  — (i);)  r«d^ 

I    ortangi^a».  sin  1«  —  «üi.  (2  + ecos  t)  —  ü>  )  TT-     , 
'  cos  tp 

et  la  longitude  moyenne  pour  le  tems  t  sera  döterminee  par  la  formule 
7  1  L  =  t  f /«d/f. 
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14. 

Si,  au  lieii  des  deux  forces  m  T,  mV,  noiis  en  introduisons  deux  autres  mR, 
mS,  qui  agissent  egalement  dans  le  plan  de  l'orbite,  mais,  la  premiere  dans 
la  direction  parallele,  la  seconde  dans  la  direction  perpendiculaire  ä  la  ligne 
des  apsides,  ou  plus  exactement,  que  ces  forces  soient  paralleles  aux  rayons 
de  la  sphere  menes  du  centre  vers  les  points  P,  U,  nous  aurons 

mR  =  X cos PQ  =  —  E cos XP—fj cos  FP—C cos ZP 
m8  —  ycosUQ  =  —  ScosXFI  — vjcos  Ffl  — CcosZH, 

oü  Ton  peut  mettre  les  valeurs  des  cosinus  donnees  par  les  equations  36 — 41. 
Nous  aurons  aussi 

r  =       R cos  iv  —  m)  -(-  »S^ sin  {v  —  w) 

F  =  —  P  sin  (v  —  w)  -f  (S  cos  {v  —  w). 

Nous  ne  donnerons  ici  que  les  resultats  de  la  Substitution  de  ces  valeurs 
dans  les  differentes  expressions  des  variations  instantanees  des  elemens,  en 
supprimant  les  details  des  developpemens,  et  en  reduisant  tout  ä  la  forme  qui 
nous  parait  la  plus  commode  pour  le  calcul  numerique : 

72)  da  — Rndt-i. ^ Sndt 

'  cos  (p  '  r 

_„v        1  Saawsin  ;«;  — iü)  -r,     ,  .        3 a' w cos  »  .  cos  ^  o     -,  . 

73)  d«  = ^ -Rndt ^ Sndt 

I  cos  (j)  »• 

74)  dcp  =  —  aa  cos E .  sin  w  — <«} .  Rndt-[-aa(l  -{-cosE.  cos(iJ  —  &i)Sndt 

75)  dw  :=  (1 — costjdft  — aacotangcpfl  -|-  '  ^'"  "~^"   \Rndt-i  .  , 

=  (1— cos8i)da  —  —  (cos(p-|-sin£.sin(t;  — w))Pwdt 

-\ sin  E .  cos  [V  —  w; .  Sndt 

76)  de  =  (l  — cosj)da  —  {2arcos(i;  —  w)-]-aatang|  cp(coscp-}-sini?.sin(tJ — üifj^Riidt 

—  afl! sin £(2  cos  cp  —  tang^cp .  cos  (v  — tö))5Mdf 

=  (1  — cosJ)dS  — {2«rtcosP  — rtatang-|^cp(2-|-cos9.cos£.cos(i;  — w))jPwd; 

—  aa  sin  J5 (2  cos  cp  —  tang  4- cp  .  cos  (v  —  w))  Sn d  t. 
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15. 

Les  recherches  pröcedentes  sont  independantes  de  la  nature  des  forces 
pertvu-batrices.  Supposons  maintcnant,  que  ccUes-ci  sont  produites  par  Taction 
qu'un  autre  corps  exerce  tant  sur  la  planete  que  sur  le  soleil.  Soit  [xm  la 
masse  de  ce  corps ;  x',  y\  z  ses  cooidonnees  par  rapport  aux  trois  plana 
fondamentaux ;  r' =  \^{x' x' -\-y' y' -\-z' z)  sa  distance  au  soleil;  p  =  ^((a;'— a?/ 
-\-{y  —yf  -\-^^  —  zf)  sa  distance  ä  la  planete  troublee.  On  aura  donc  d' apres 
les  principes  connues 

_    V-my'         jtm  y'-y) 
^—      r"  ,' 


En  designant    par 

L' 

Ic    licu    hclioccntiiq 

s  aurons 

x'  =  r' cos  XL' 
y'  =  /-'cos  YL' 
z    —  r'cosZL'; 

ainsi    les    formules    de    l'article    9    donnent     en    faisant    attention    que    \L 
ML  =  90"): 


']r'co^LL'-^ 

r")  p' 


F=  |ji(-Jf--^)/cosAL' 
TF-  fi(^-^)r'cos3iL'. 

Soit  ß'  Vinclinaison  du  rayon  vecteur  r'  au  plan  de  l'orbite  osculatrice  de  la 
planete  troublee  (prise  avec  le  signe  -j-  du  cote  oü  est  le  pole  3f),  et  que  sa 
projection  sur  ce  plan  fasse,  avec  la  ligne  du  noeud  ascendant  du  m^me  plan 
sur  le  plan  des  coordonnees  x,  y,  l'anglc  v'  —  Sl,  pris  dans  le  sens  du  mouve- 
ment  de  la  planete  troublee,  de  sorte  que  ß',  v'  puissent  etre  considerees 
comme  latitude   et  longitude  heliocentrique   du   corps   pertuibant  relativement 
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au  plan  de  l'orbite  osculatrice    de   la  planete  troublee.     II  sera  facile  de  voir 
qu'on  a 

cos  LL'  =  cosß'cos(jj'— w) 

cosAZ/'  =  cos  ß' sin  (u'  —  v) 

cos  ML' =  sinß'. 

Enfin  pour  reunir  ici  tout  ce  dont  on  a  besoin  pour  le  calcul,  supposons 
rinclinaison  du  plan,  dans  lequel  se  meut  le  corps  perturbant ,  au  plan  des 
coordonnees  x,  y  egale  ä  «',  et  que  ß'  soit  la  longitude  du  noeud  ascendant 
comptee  de  Faxe  des  x\  de  plus  soit  w'— ft'  la  distance  du  lieu  beliocentri- 
que  1j'  ä  ce  meme  noeud,  ou  w'  ce  qu'on  appelle  sa  longitude  ^aaie  dans 
l'orbite.  Qu'on  determine  les  quantites  iV,  A,  J  au  moyen  des  equations  sui- 
vantes : 

sin  J- J .  sin  \  (A  -j-iV)  =  sin  \  (*"  +  «) .  sin  i  (ft'—  ß) 
sin  -^J.  cos 4- (A -f- iV)  =  sin  \{i'  —  i).cos\['S^'  —  ß) 
cos^J.sin  f  (A  — iV)  =  cos4-(^'  +  ^■).  sin  ^(ß'—  ß) 
cosiJ.cos4-(A  — iVT)  =  cos^-fi'  — i).cos|(ß'—  ß). 


Cela  fait  on  aura 


tang  (v'  —  ß  —  A)  =  cos  J .  tang  (w '  —  ß '  —  iV) 
tangß'  =  tang  J.  sin  (i)'—  ß  —  A) 
sinß'  =  sin  J.  sin(?/;' —  ß'  —  iV) 
p  =  \/(r/-  +  »''»''— 2>'r'coS|3'cos(«;'  — v)). 


16. 

Si  au  lievi  de  T,  F  on  prefere  de  faire  usage  de  J2,  Ä,  la  forme  la  plus 
commode  du  calcul  parait  etre  de  rapporter  le  lieu  tant  de  la  planete  per- 
turbante  que  de  la  planete  troublee  ä  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux, 
dont  Fun  soit  le  plan  meme  de  l'orbite  osculatrice  de  la  derniere  planete. 
Tun  des  autres  passant  par  la  ligne  d'apsides  de  cette  planete.  Soient  X', 
F',  Z'  les  coordonnees  de  la  planete  perturbante,  X,  F,  0  celles  de  la  pla- 
nete troublee,  savoir 
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X' 

=  r' COS  PL',          X  =  rcos(w  — w) 

Y' 

=  r'  cos  UL',          Y  =  )•  sin  [v  —  w) 

Z' 

=  r' cos  ML', 

P 

=  ^iX'-x'-^{r-  Yr  -f  z'Z) 

R           X'-X        X' 

^                P' 

S           Y'~  T       Y' 

.    =        P-            r" 

W          Z'        Z' 

y  =  Y~'^' 

La  manierc  la  plus  commode  de  calciiler  ces  coordonnces  etant  suffisam- 
ment  connue,  il  serait  supei-flu  de  nous  y  aiT^ter. 

Puisque  dans  toutes  les  rechexches  precedentes,  les  differens  arcs  sont 
toujouis  censes  ^tre  exprimes  en  parties  du  rayon,  il  est  clair  que  dans  toutes 
les  formules  homogenes,  c.  ä  d.  ou  les  arcs  ont  mtime  dimension  des  deux 
cotes,  on  peut  aussi  supposer  les  arcs  exprimes  en  secondes,  mais  que  dans 
Celles,  qui  ne  le  sont  pas,  il  faut  aj outer  le  facteur  206265  du  cotö  oü  les 
arcs  ont  une  dimension  de  moins.  Ainsi  les  equations  61,  62,  66,  68,  70, 
74,  75,  76  resteront  les  memes,  mais  dans  les  equations  63,  64,  65,  72,  73 
il  faudra  diviser  la  seconde  partie  par  206265,  si  tous  les  arcs  sont  censes 
exprimes  en  secondes.  Au  contraire,  si  l'on  voulait  en  excepter  l'arc  n,  et 
qu'on  continuait  de  l'exprimer  en  parties  du  rayon,  on  devrait  multiplier  la 
seconde  partie  des  equations  61,  62,  66  etc.  par  206265  tandisque  les  autres 
equations  63,  64,  65  etc.  resteraient  sans  changement. 


Section  troisieme. 

Metkode  de  calader  les  variations  ßiiies  des  elemevs  j)eiida)it  un  tems  limite. 

17. 
La  petitesse  des  masses  perturbatriccs  comparees  ä  la  masse  du  soleil  est 
une   circonstance   extr^mement   favorable    dans    la    theorie    des   perturbations 
planetaires.      En   toute  rigueur,    il   faudrait,    dans   les   calculs   des   variations 
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instantanees  de  chaque  element,  employer  les  valeurs  vraies  des  elemens  qui 
entrent  dans  l'expression  de  ces  variations.  Cependaiit  vu  la  petitesse  de  ces 
variations  memes,  le  resultat  sera  fort  peu  different,  si  Ton  n'emploie  que  des 
valeurs  approch^es  des  elemens:  du  moins  on  obtient  de  cette  maniere  une 
premiere  api^roxiraation,  qu'on  pourra  corriger  dans  la  suite,  si  on  le  juge 
necessaire. 

Ainsi  d'abord  on  determinera,  d' apres  les  methodes  connues,  des  elemens 
purement  elliptiques  qui  s'accordent  le  mieux  possible  avec  les  observations. 
Maintenant  s'il  ne  s'agit  que  de  la  theorie  du  mouvement  de  la  planete  pen- 
dant  un  tems  limite,  on  commencera  par  partager  ce  tems  en  plusieurs  inter- 
valles  egaux,  que  nous  supposerons  chacun  de  6  jours.  II  sera  convenable  de 
choisir  la  premiere  epoque  de  ces  intervalles,  laquelle  nous  designerons  par 
T,  un  peu  avant  le  tems  pendant  lequel  on  veut  calculer  le  mouvement,  et 
de  continuer  la  serie  T,  T+O,  T-f  2  0,  T+SÖ  etc.  un  peu  au  delä  de  ce 
meme  tems.  On  calculera,  d' apres  les  formules  developpees  ci-dessus,  et  siu* 
les  elemens  approch(^s,  les  valeurs  numeriques  des  variations  instantanees  des 
differens  elemens,   pour  les  epoques   T,  T  +  O,  T-f  2  0  etc.,    savoir   les  valeurs 

1         di      dQ       d«      dtpdwde  5  i  ■         t        Aa       ^  ^  i 

de   -xr'^rr'-xT'-TT'^rr'TT'    car    on    na    pas  besom    de   -r^,    la   valeur    de    a 

d«       d«       di      ÜLt       d.t       At  ^  d« 

etant  toujours  liee  ä  celle  de  n.  Reste  donc  ä  integrer  ces  six  differentielles, 
et  de  determiner,  par  une  seconde  Integration,  le  mouvement  moyen  fn(\.t. 
Voici  la  methode,  qui  nous  parait  etre  la  plus  commode  poiu*  cet  efFet. 


18. 

Soit  it  une  fonction  de  t  dont  on  a  les  valeurs  numeriques  pour  t  ^=  T, 
t=  r  +  6,  t=  r+2  0,  t=  r+3  0  etc.     Deslgnons  par  f't  la  difference 

f(f  +  iO)-fi-iO), 
et  de  meme 

par  f "  t  la  difference  f '  (t  +  -i-  0)  -  f '  (?  -  4-  0) 
{'"tlü  difference  fit  +  ^O) -f"(?— ^0) 
P^^t  la  difKrence  fff +  ^0)  — f'";^- ^0) 
et  ainsi  de  suite. 

La   formation    des    series    des    differences    nous    fournira    les   valeurs    de 
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f'(r^4.6),  f'(r+?o;,  f'(r+5  0)  etc.,  f"(r-fo,  f"(r+26;,  f"(r4-3e  etc., 

{"'[T+}%  f"'(r+?0)  etc.  etc.     Supposons  de  plus 

{<-^U  =  {'-''\t+i-b)-{^-^>!t-ib) 
etc. 

Oll  poiina  (loniier  une  valcnir  aibitraire  ä  f'~'-  T — ^  f|  ,  et  raddition  succes- 
sive  des  valeiu-s  de  f^  donneia  les  valeurs  de  f~'Vr  +  4Ö;,  f'~''{r4-i6), 
£(-i)^j>-j- jO)  etc.;  de  möme  on  donnera  une  valeur  arbitraire  ä  f'^^fT— 6), 
et  l'addition  successive  des  valeurs  de  f*~'^/  donneia  les  valeurs  de  f'~*^r, 
f(-2)  r  +  6),  f'-*>  T+2C))  etc.  et  ainsi  de  suite. 
Cela  supi)osc  nous  aurons 

I.  fU.dt  =  a  +  0  jf-'>^+  Jrf'^-T^^f'''^+TWV^f'<-:nrfHHhhnrf™' 

+  TT2V2WA'inyTr  i'^t-  etc. } 

II.  ffft.df  =  a^-r?-r06if<--''^+  ,Vf^-irhrf"'  +  irAWf''^ 

-  TirMl^f"^  + ^WV/FTirf "°^ -  etc. }, 

o  et  ß  etant  des  quantites  constantes. 

Les  coefficiens   de  la  premiere   serie   se   trouvent    en   divisant   l'unite   par 

l—^xx  +  TiiffX'-  T-iVff  d?"  +  etc. 

=  1-^1^0. 4- i^^-i-^*-^S-4-^«+«^rHä2-i-^*-etc. 

_  log(v'  l  +  jxx  +  jx)  _ 
ix 

Elevant  le  quotient  au  quarre,  on  aura  les  coefficiens  de  la  seconde  serie.  Les 
puissances  plus  elevees  du  quotient  donneraient  de  meme  les  coefficiens  de 
series  analogues  pour  cxprimer  les  integrales  f^ft.dt^  etc.,  dont  nous  n'avons 
pas  besoin  dans  notre  recherche. 

Voici  encore  deux  autres  series,  dont  on  pcut  faire  usage : 

III.  fn.dt  =  a  +  ^0i(f^-');^-i0,  +  f'-"(?+JÖ))-V^(f'(^--i-6)  +  f'(?  +  4-6)) 

+  TWr(^-J:6)  +  f"'^+JÖ:)-^H-lnr(f'(^-lÖ)  +  r(?  +  ie))  +  etc.| 

iv.//f^d^»  =  a<4- ß+iöe{(f(-»\f-,' 0)+f-^'(^+^6))-^v(f(«-ie)+f('+iö:) 
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8^16^24^"+^^^-    P^^"    ^-^•^-^'^  +  iÄ--^**-8nl72T""5^*''+^*^-     0^    ^^    f^^^'e- 


loppant  en  serie 


y/  [l+ixx] .  log(v/  !1  +-ia:.r'  +  a«) 

De  meme  les  coefficiens  de  la  quatrieme  serie  naissent   du  developi)ement   de 

i^ 

sjyl  +  ixx; .  }log(v/,l  +  ia;a-,  +  Ja;)}"   ' 

()n  a  encore  plus  facilement  les  coefficiens  de  la  quatrieme  serie,  en  multi- 
pliant  ceux  de  la  premiere  par  1,  — 1,  — 3,  — 5,  — 7  etc.  On  jicurrait  aussi 
exprimer  d'une  maniere  analogue  les  integrales  d'un  ordre  plus  eleve. 

Nous  supprimons  ici  les  demonstrations  de  ces  theoremes,  puisqu'elles 
peuvent  etre  deduites  facilement  de  la  theorie  des  fonctions  generatrices,  qu'un 
illustre  geometre  vient  de  donner. 

19. 

En  appliquant  ces  methodes  d'integration  ä  nos  variations  des  elemens, 
on  aura,  sauf  les  constantes  qne  1' Integration  introduit,  les  valeurs  de  /,  ft, 
(f,  n,  Ä,  s,  pour  les  epoques  intermediaires  ä  celles  pour  lesquelles  on  a  cal- 
cule  les  variations  instantanees,  et  la  valeur  de  fndt  pour  ces  epoques  memes, 
si  on  se  sert  des  formules  I,  II;  ou  vice  versa,  si  on  prefere  les  formules 
III,  IV.  On  peut  aussi  pour  1' Integration  simple  employer  la  formule  III,  et 
pour  l'integration  double  la  formule  II ;  on  aura  par  lä  tous  les  elemens  pour 
les  memes  epoques.  Au  reste  cela  est  asses  indifferent,  puisque  ces  valeurs 
des  elemens  ne  doivent  servir  que  pour  en  deduire,  au  moyen  des  methodes 
connues  d' Interpolation,  celles  qui  se  rapportent  aux  epoques  des  difFerentes 
observations.  Le  calcul  de  ces  observations  fournira,  d' apres  des  methodes 
connues,  les  valeurs  des  constantes,  qui  sont  au  nombrc  de  sept.  mais  qui  se 
reduisent  ä  six,  puisque  la  constante  a  qui  resulte  de  J  -jjdt,  et  la  constante 
ß  qiu  provient  de  fndt  ou    /  /  -^^^^^'^  ^^^  confondent  en  uue  seule. 
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20. 

Los  valeiu's  variables  des  clemcns,  qu'on  obtient  par  cette  methode,  seront 
justes  aux  quantitcs  pres  de  T ordre  du  quarre  des  masses  perturbatrices.  Si 
on  desire  une  jn-ecision  encorc  plus  giande,  on  na  qu'ä  refaire  ce  m^ine 
calcul  sur  les  elömens  variables  qu'on  vient  de  trouver:  de  cette  maniere  on 
aura  des  resultats  justes  aux  quantites  \n-es  du  troisieme  ordre.  II  serait 
supei-flu  de  repeter  le  calcul  encore  une  fois:  on  pourra  mi^me  se  permettre 
dans  le  second  calcul,  de  supposer  les  elömens  constans  pendant  quelque 
tems,  c.  ä  d.  d'employer  dans  le  calcul  des  variations  instantanees  un  meme 
Systeme  d'elemens  pour  plusieurs  epoques  anterieures  ou  posterieures  ä  celle 
ä  laquelle  il  repond.  Generalemcnt  ou  ne  changera  pas  de  Systeme,  avant 
que  la  difference  entre  ce  Systeme  et  celui  qu'il  faudrait  lui  substituer  soit 
dcvenue  ass^s  sensible:  par  consequent,  plus  les  variations  instantanees  des 
elemens  sont  petites,  plus  le  nombre  des  epoques  sera  grand,  pour  lesquelles 
il  est  permis  de  se  servir  du  lurme  Systeme  d'elemens. 

II  sera  un  peu  plus  commode  pour  la  pratique,  de  multiplier  les  valeiu's 
^^  d7'  'IT'  "df '  "d7'  17  1^^  ^  ^^  Celles  de  -.y  par  60,  avant  de  former  les  söries 
des  differences  et  des  sommes:  il  est  supei-flu,  de  remarquer  qu'il  convient 
d'exprimer  d'abord  ces  quantites  en  secondes.  La  grandeur  la  plus  conve- 
nables  de  l'intervalle  6  depend  en  partie  de  la  vitcsse  du  mouvement  des 
planetes  perturbante  et  perturbee,  et  en  partie  du  degi-e  de  ]irecision  qu  on 
veut  atteindre.  L'autciu-  calculant  d'apres  cette  methode  les  perturbations  de 
Pallas  produites  par  Jupiter  pendant  les  annees  1803  ....  1816  a  choisi 
lintervalle  de  öO  jo\u's:  c'est  au  calculateur  intelligent  de  juger,  si,  dans 
dautres  circonstances,  il  conviendra  de  diminuer  ou  d' augmenter  cet  Inter- 
valle. Nous  devons  supprimer  ici  plusiem-s  autres  remarques  pratiques,  qui 
s'offriront  d'elles-memes  ä  tout  calculateur  exerce,  qui  executera  des  travaux 
semblables. 
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Quatrieme  Section.    [Erster  Entmirf.] 

Priiicij/es  de  la  determination  du  mouvement  poiir  un  tems  illimite. 
[21.] 
L'integTatioii  des  variations  instantanees  des  elemens  fondee  sur  leur 
valeurs  numeriques  ne  donne  les  elemens  que  pour  im  tems  limite.  Poixr 
pouvoir  executer  rintegration  indefinie  il  faut  auparavant  exprimer  ces  varia- 
tions en  fonctions  du  tems  telles  qui  soient  susceptibles  d'integration ;  c'est 
en  effet  ce  qui  fait  proprement  la  difficulte  du  probleme.  Vu  la  petitesse 
des  masses  pertiu-batrices  comparees  ä  la  masse  du  soleil,  nous  considerons 
les  variations  des  elemens,  ou  generalement  les  quantites  qui  contiennent  le 
facteur  n  comme  des  quantites  tres  petites  du  premier  ordre;  ceUes  qui  en 
contiennent  le  qu.arre,  ou  le  produit  de  [t  en  une  autre  masse  perturbatrice 
seront  du  second  ordre  et  ainsi  de  suite.  Desormais  nous  designerons  la  vraie 
valeur  de  la  longitude  du  noeud  (comptee  siu-  l'ecliptique  fixe)  pour  un  instant 
indetermine  par  ft  +  oß?  «le  sorte  que  ß  soit  une  quantite  constante  et  oß 
la  partie  variable  du  premier  ordre ;  nous  en  userons  de  meme  pour  les  autres 
elemens.  De  lä  il  est  evident,  que  si  Ton  determine  la  Variation  instantanee 
d'un  element  en  calculant  toutes  les  quantites  qui  entrent  dans  sa  valeur 
d' apres  les  parties  constantes  des  elemens,  cette  Variation  sera  approchee  aux 
quantites  du  second  ordre  (exclus.);  et  generalement,  que  l'erreur  des  varia- 
tions des  elemens  sera  d'un  ordre  plus  eleve  d'un  degre,  que  ne  l'etaient  les 
valeurs  des  elemens,  qu'on  avait  employees  dans  son  calcul.  De  lä  nait  donc 
la  methode  des  approximations  successives.  Mais  il  faut  avouer  que  toute 
simple  que  soit  cette  methode  dans  l'idee,  l'execution  en  poui-rait  devenir 
presque  impraticable ,  s'il  fallait  seulement  calculer  completement  la  seconde 
approximation.  Heureusement  pour  les  besoins  de  l'astronomie  cela  n'est 
nullement  necessaire ;  on  se  bornera  k  la  premiere  approximation,  en  y  ajou- 
tant  quelques  modifications  tirees  de  la  consideration  raisonnee  des  termes  du 
second  ordre. 

[32.] 
II  est  evident   que   les  variations    instantanees   de    chaque   element   seront 
les  produits    de    d^   en   des   fonctions   du    tems    et   des    elemens    de   la   planete 
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perturbeo  et  de  la  planete  perturbante.     Dans  la  premiere  approxiination,  tous 

ces    elemens   sont  supposes  constans  et  le  tems   n'y  entre  qu'en   tant    quil   se 

trouve  dans  les  valeurs  des  longitudes  raoyennes  des  deux  planetes,  lesquelles 

seront 

L  =  N^nt 

L'=  N'  +  n't, 
vn  distinguant  par  des  accens  toutes  les  quantites  qui  se  rapportent  ä  la  pla- 
nete pertiu-bante.  De  cette  maniere  la  Variation  instantanee  de  chaque  Cle- 
ment aura  la  forme  d^(fonction  de  L  et  Z/').  II  est  de  plus  evident  que 
cette  fonction  sera  periodique  relativement  k  L  et  L'  parcequ  eile  ne  changera 
[pas]  de  valeur  en  variant  L  et  L'  de  360°  ou  d'un  multiple  de  360".  Mais  on 
sait  que  des  fonctions  de  ce  genre  peuvent  ^tre  exprimees  par  une  suite  com- 
posee  de  termes  de  la  forme  kcos{iL-\-i'L'j  ou  k sin  !iL-{-i'L'],  oü  k  est  un 
coefticient  constant,  i  designe  tous  les  nombres  entiers  positifs  (zero  compris), 
i'  tous  les  nombres  entiers  positifs  ou  negatifs.  Le  terme,  oü  i  =  i'=  0,  donnera 
dans  l'integration  kt  ce  qui  est  la  Variation  seculaire  de  l'element;  les  autres 
termes  donneront  des  parties  periodiques  de  la  forme  ^^  ,  ^,^^,  sin  {iL-\-i'L'). 
II  faudrait  excepter  les  termes  oii  in-{-i'n'  =  0,  s'il  s'en  trouvait,  lesquels 
ajouteraient  k t cos [i L -\- i' L"^}  ä  la  Variation  seculaire,  mais  il  est  evident 
quil  nc  peut  y  en  avoir  ä  moins  que  les  mouvemens  moyens  n'aient  une 
raison  rationelle.     Entin  il  faut  aj outer  une  constante. 

,23.] 
Par  cette  methode  on  determinera  los  elemens  ß  +  oft,  «  — o/,  cp-i-0'.p, 
(ü  — Sw,  N-\-oN,  n-\-Qn.  Dans  le  developpement  de  la  Variation  instantanee 
de  rt-Lo;i  on  s'aper^oit  que  les  coefficiens  de  tous  les  termes  qui  ont  i=  0 
deviennent  egaux  ä  zero,  d'oü  il  s'ensuit  que  ni  le  mouvement  moyen  ni  le 
grand  axe  ne  contient  une  Variation  seculaire  proprement  dite,  du  moins  en 
s'arrdtant  ä  la  premiere  puissance  de  la  force  perturbatrice :  aussi  ces  elemens 
ne  contiendront  pas  de  termes  periodiques  independants  de  L.  Pour  le 
prouver  d'une  maniere  directe,  reprenons  la  formule  md-(ou  plutot  ?nd  ^,^J\ 
=  2  ;dx-'-Tjdj/-|-Cd«).     On  voit  facilement  qu'en  faisant 
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les  forces  ?,  y].  C,  sont  exprimees  par  les  differentielles  partielles 

^ -.(£)'   n-.m'  ^-^m- 

Ainsi  d — r4—  sera  la  differentielle  de  7nQ  en  regardant  comme  constantes  des 
quantites  qui  se  rapportent  ä  la  planete  pertiu'bante.  Maintenant  il  est  claü- 
que  Q  est  uiie  fonction  periodique  de  L  et  de  L';  en  la  developpant  donc 
en  termes  de  la  forme  k  cos  {i L -\- 1' L')  et  k  sin  {iL -\-i'L"),  sa  differentielle 
prise  en  traitant  L'  comme  constant  ne  contiendra  aucun  terme  independant 
de  L.     Et  comme  on  a 

?j-{-öw  =  \j  m.{a-\-hä)    ' 
d(M  +  ö?«)  =  -I  y/»j.(«4-oa)"  =  d(a  +  oa)  ^  f  \/ 7^^ * "^^ TT^s^ ' 
on  aura,  en  n'ayant  egard  qu'aux  termes  du  premier  ordre, 
d(w  +  8w}  =  3^.dQ, 

la  differentielle  dQ  prise  relativement  ä  L,  d'oü  il  s'ensuit  que  la  Variation 
d[n-\-hn)  a  la  forme  indiquee  ci-dessus. 

En  sujjposant  que  n  est  la  constante  introduite  par  l'integration  de 
d(n-|-8w),  il  est  clair  que  ce  qui  repond  au  mouvement  moyen.  c.  ä  d.  1' inte- 
grale ftidt  sera  composee 

1)  de  termes  periodiques 

2)  d'un  terme  proportionnel  au  tems,  =^  nt 

3)  d'une  partie  constante. 

En  reunissant  donc  ce  mouvement  moyen  a  l'epoque  variable,  qui  elle- 
meme  sera  aussi  composee 

1)  de  termes  periodiques 

2)  d'une  Variation  seculaire  que  nous  designerons  par  et 

3)  d'une  partie  constante, 

la  longitude  moyenne  aura  la  forme  1/ -f- (w  +  i)  ? -f- P,  P  designant  les  parties 
periodiques. 

De  cette  manicre  il  nous  reste  six  termes  constans,  que  nous  nommerons 
les  valeurs   moi/ennes    des    cUmens.     En    les    reunissant    avec    les    parties    perio- 

59-= 
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diques   et  los  variations  scculaires  on  aura   les  valeius  complötes   des  elemcns 
pour  tout  instant. 

II  conviendra  de  choisir  j)our  les  ])arties  constantes  des  elemens  ft,  /,  'f, 
w,  d' apres  lesqiielles  on  calcule  les  perturbations,  les  valeurs  moyenncs  mc^mes, 
c'est  ä  dire  les  constantes  introduites  par  1' Integration,  et  poiu*  [celles  de]  L  et  n 
les  quantites  L  et  w  +  e-  Mais  on  voit  que  poui-  effectuer  cela  dans  la  pra- 
tique  nn  calciil  double  sera  indispensable.  En  effet  apres  avoir  ,fait]  le  pre- 
mier  calcul,  selon  des  elemens  approches  quelconques,  on  determinera  par  des 
methodes  connues  les  valeurs  qu'il  faut  donner  aux  six  constantes  pour  ob- 
tenir  le  meilleur  accord  avec  les  observations,  et  on  repetera  le  calcul  une 
seconde  fois  en  partant  de  ces  valeurs.  A  raoins  que  les  premieres  valeurs 
n'aient  eto  trop'loin  de  la  verite,  on  ne  sera  certainement  pas  dans  le  cas  de 
faire  ce  calcul  poiu*  la  troisieme  fois. 


^24]. 
Dans  le  cas  dun  rapport  rationel  de  n  et  n\  la  valeur  de  /<4-ow  con- 
tiendra  une  partie  proportionnelle  au  tems  ou  une  Variation  seculaire,  et  le 
moyen  mouvement  j'nAt  contiendra  un  terme  proportionnel  au  quaiTe  du  tems. 
On  peut  s'en  tenir  pour  les  besoins  actuels  de  l'astronomie,  mais  nous  verrons 
que  la  considöration  des  termes  dependants  des  puissances  superieures  des 
masses  rend  une  forme  periodique  a  cette  equation  seculaire  en  apparence. 
Cela  est  d'autant  plus  remarquable,  parceque  effectivement  la  theorie  des 
mouvemens  de  Pallas  va  nous  offrir  ce  cas  ['")]. 


[25.] 
Nous  indiquerons  ä  present  une  methode  tres  sim]ile,  de  calculer  com- 
pletement  les  perturbations  de  1' ordre  du  quarre  de  la  force  perturbatrice. 
Soit  QAt  la  Variation  instantan^e  d'un  Clement,  p.  e.  de  ft+5ß;  Q  dependra 
des  elemens  de  la  planete  perturbee  et  de  la  planete  perturbante.  Si  l'on 
y  substitue  les  valeiu's  de  ces  ölömens  justes  au  premier  ordre  des  pertui- 
bations,  il  est  clair  que  Q  sera  juste  au  second  ordre    inclusiv.).    Soient  donc 


C)    Voil   p.   557 — 55!) 


STÖRUNGEN  DER  PALLAS.      EXPOSITION  d'uNE  NOUVELLE  METHODE  ETC.  469 

a,  b,  c,  e,  f,  g  les  valeurs  moyennes  des  elemens  de  la  planete  perturbee, 
a+Art,  6  +  AZ>,  c+Ac,  e  +  Ac,  f-{-t^f,  g-\-^g  les  valeurs  justes  au  premier 
ordre;  et  que  «',  6',  c',  e',  /",  g\  a'+A«'  etc.  designent  les  memes  quantites 
pour  la  planete  perturbante.     On  pourra  supposer 


A„.(if)  +  A»- 
.AJ.(i|)  +  A« 


db'i 


si  l'on  se  borne  aux  quantites  de  second  ordre.  Les  quantites  Aa,  A6,  Ac, 
Ae,  A/",  l^g  contiennent  chacune  un  terme  proportionnel  au  tems  et  des  fonc- 
tions  periodiques  de  «^  et  n'?  ou 


Qnatrieme  Section.    [Zweiter  Entwurf.] 

Developpement  des  fonctions  periodiques  en  series. 
21. 
On  appelle  fonction  periodique  d'une  variable  toute  celle  qui  ne  change 
pas  en  augmentant  la  valeur  de  cette  variable  d'une  quantite  constante :  cette 
augmentation  de  la  variable  pcut  etre  appelee  sa  periode.  Une  fonction 
ä  plusieurs  variables  peut  etre  periodique  relativement  ä  quelques-unes  d'entre 
elles,  et  non- periodique  relativement  ä  d'autres.  On  peut  supposer  que  les 
variables  relativement  auxquelles  une  fonction  est  periodique,  sont  des  arcs 
de  cercle,  et  que  la  periode  de  chacune  est  egale  ä  36()"  ou  2-.  En  effet  si 
une  fonction  de  x,  y,  z  etc.  ne  change  pas  en  augmentant  j;  de  «,  j/  de  6,  z 
de  c  etc.,  on  n'a  qu'ä  introduire  ä  la  place  des  variables  x,  y,  z  etc.  celles-ci : 

X  = ,  y  =  —ff-,  z  =  etc. 

Considerons  d'abord  la  fonction  periodique  X  d'une  seule  variable  x,    et 
supposons 

X  =  a  +  a'cos.r  +  a"cos2a;  +  a"'cos3a?-|-etc. 
+  ß'  sin  X  +  ß"  sin  2  .r  +  ß'"  sin  3  a;  +  etc. 
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On  ama  a  =  -  \,_  ?  l'iutegrale  ctaut  prise  de  x  =  i)  jusqu'ä  x  =  'It..  Eu 
effet  r  Integration  indefinit'  nous  donue 

fXdx  =  Const.  -pOci;-f-a'sinx-f-ia"siii2a?-f--j-a"'sin3a?4-etc. 
—  ß'cos,r  —  1  ß" cos  '2x—  ^3 13"' cos  'ix  —  etc. 

et  puisquo,  exceptö  le  terme  ax,  tous  les  autres  ont  la  meme  valeur  Porn- 
os :=  0  et  pour  X  =  2-,  la  valeur  de  l'intögrale  entre  ces  limites  sera  2t:o. 
On  aiu-a  de  la  meine  maniere 


fXcoaxiix  „         fXcoa^xix  »,  _  f^ 


coB32;da; 


/X8in.rda;  ,  /X8in2a;da;  „  f  Xsin 


Sxdx 


etc. 
etc. 


22. 

Nous  venons  de  i)ronver  que  s'il  existe  une  serie 

a~-a  cos  X  —-  a"  cos  2  ^  +  a'"  cos  3  ^  -f  etc. 
-j-  ,3'  sin  a;  +  ß"  sin  2  a?  +  ß'"  sin  3  .r  +  etc., 

egale  ä  la  fonction  X,  les  coefficiens  et,  a',  [i',  a",  |3"  etc.  seront  conformes  aux 
formules  indiquees.  Mais  comnie  la  possibilite  generale  d'un  tel  döveloppe- 
ment  pourrait  paraitre  douteuse,  il  sera  ä  propos  de  traiter  encore  separement 
le  thöoreme  inverse. 

Supposons  donc  que  ix  exprime  ime  fonction  de  x,  seit  periodique  ou 
non,  mais  dont  la  valeur  reste  toujoui-s  ßnie,  tandisque  x  est  entre  0  et  2tc. 
Soit,  en  ^tendant  les  integrales  de  a?  =  0  jusqu'ä  a?  =  2::, 

f{x.dx=^2T.a,  f{x.cosx.dx  =  -!:a',f{x.cos2x.dx  =  i:a",  /'fj;.cos3a?.dx  =  T:o"'etc. 
fix.smx.äx  =  Tz'^',  f{x.s\R2x.dx  =  -^",  ffx.sin  3a?. der ^uß'" etc. 

et  cherchous  ä  determiner  la  valeur  de  la  serie 

a-j-o'cos#-}-a"cos  'It-^-a'"  cos  ^t-]-etc. 
'  +J5'sinf4-ß"sin  2^-{-ß"'sin3?  +  etc. 

Comme  evidemment  eile   est  une  fonction  periodique  de  t,    il  sera  peimis  de 
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siipposer  t  entxe  0  et  2tc:  nous  verrons   ci- apres   quil  faut  distingiier  le   cas 
oü  t  est  entre  ces  limites  exclusivement,   de  celui  oü  t  =  0   ou  =  2  tt. 
Considerons  d'abord  la  sixite  plus  generale 

«  +  «'|^cosf+a"(|^ycos2?4-a"'(j^ycos3«  +  etc. 

+  ß'l^  sin  t+  ?"(j^y  sin  2  t^  r  (i^y  «i^  3 1-^  etc. 

Remarquons  qu'elle  est  1' integrale 

f^  f 0.' .  d^ .  (l  +  2 1=1  cos (x— 1)  +  2  (1^ J  cos  2  'x -0  +  2  (|^)'cos  3  [x-  0+ etc.), 

prise  de  d?  =  0  jnsqn"ä  x  =  '2-::.     La  serie  sous  parenthese  est  egale  ä 


\\  +  el         1  +  e 
comme  on  peut  aisement  vc'rifier  par  la  multiplication.     Ainsi  on  a 

E  TT  1      C  eix  Ax 

«  2- j    6m|(a;  — i)-  +  eecosJ-(a;  — <)* ' 

prenant  l'integrale  de  a?  =  0  jnsqu'ä  x  =  1t:.  Maintenant  introduisons  une 
autre  variable  y  teile  qu'on  ait 

tang  \ix  —  t)  =  e  tang  ^y, 

oü  Ton  peut  supposer  \y  dans  le  meme  quadrant  oü  est  \[X  —  t)  (pourvu  que 
e  soit  positif).     On  aura  donc 

U=^ßxAy, 

l'integration  etant  etendue  de  la  valeur  de  y  qui  repond  ä  x  =  0  jusquä 
Celle  qui  repond  ä  ^r  =  2^,  c'est  ä  dire,  de  j/  =  6  — tt  jusqu'ä  y  =  6  +  7u,  si 
l'on  fait 

e  cotang  J  t  —  tang  4-  6 

et  qu'on  prenne  6  entre  —  90"  et  -)-90°. 

Or  on  voit  que  T  est  la  limite  de  Z7,  e  decroissant  ä  Tinfini.  Supposons 
donc  e  infiniment  petit,  8  le  sera  aussi,  du  moins  si  Ton  excepte  le  cas  <=0, 
duquel  nous  parlerons   separement.     Donc  puisque   la  valeur  de   ix  est  tou- 
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jüiirs  tinio,  la  valeur  de  lintcgrale  J'Lv.di/  \n-he  entre  y  =  —r.  ety  =  Ö  — tc 
et  de  ineme  la  valeur  entre  y  =  iz  et  y  =  b-^r.  sera  infiniment  petite.  De 
plus  il  est  evident,  que  pour  toutes  les  valeurs  de  y  entre  —  -  et  —  r  et 
dont  la  difference  ä  ces  limites  est  finie,  x  differe  infiniment  peu  de  t,  et 
pai-  consequent  ix  infiniment  peu  de  f^  Ainsi  l'integrale  ffx.dy  piise  de 
«  =  0  —  11  jusqu'ä  y  =  fi-\-Tz  differera  infiniment  peu  de  la  möme  integrale 
prise  de  y  =  —t^  jusquä  y  = -^-tz  la  difference  est  generalement  et  rigou- 
reusement  nulle,  toutes  les  fois  que  f  est  une  fonction  periodique;,  et  celle-ci 
ä  son  toiu- differera  infiniment  peu  de  l'integrale  Jf^  dy  prise  entre  les  memes 
limites,  c.  ä  d.  de  -iTzft     On  a  donc    T  =  (f. 

Dans  le  cas  t  =  o,  Tintegration  dans  la  formule  U=-^fix.dy  doit 
s'etendi-e  de  ^  =  0  jusqu'ä  y  =  2tc.  Pour  toutes  les  valeui'S  de  y  entre  o  et 
T.,  dont  la  distance  ä  ces  limites  est  finie,  x  sera  infiniment  petit;  mais  pour 
toutes  les  valeurs  de  y  entre  r.  et  2  7:,  dont  la  distance  ä  ces  limites  est  finie, 
X  differera  infiniment  peu  de  2t:.  Ainsi  Tintegrale  ffx.dy  prise  de  y  =  0 
jusquä  y  =  Ti  differera  infiniment  peu  de  l'integrale  /f  0 .  dy,  c.  ä  d.  de 
Tf 0 :  mais  piise  de  y  =  t:  jusqu'ä  y  —  2tz  eile  differera  infiniment  peu  de 
(il-.dy,  c.  ä  d.  de  7üf2Tr,  de  sorte  qu'on  ait  T  =  ^(fO +  f2Tr;.  Au  reste, 
lorsque  f  designe  une  fonction  periodique,  ce  resultat  est  compris  sous  la 
formule  generale   T  =  it. 


NACHLASS. 

[in.  SPECIELLE  STÖRUNGEN  DER  PALLAS 
DURCH  JUPITER.    ERSTE  RECHNUNG.] 

[OCTOBER-DECEMBER  1810.' 

[Die  Rechnung  bezieht  sich  auf  die  Störungen  der  Elemente  und  erstreckt  sich  über  den  3  00  0  Tage 
umfassenden  Zeitraum  von  1803  Juni  30  bis  1811  September  16,  welcher  iu  fio  Intervalle  zu  je  50  Tagen  ein- 
getheilt  wurde,  so  dass  die  Rechnungen  im  Ganzen  für  fil  Zeitmomente  auszuführen  waren.  Sie  stützt  sich 
im  Wesentlichen  auf  Formeln,  die  mit  unerheblichen  Modificationen  in  der  »Exposition  d'une  nouvelle  rae- 
thode«  etc.  abgeleitet  sind;    vgl.  Art.  20  dieser  Abhandlung    Seite  4fi4  dieses  Bandes). 

Unter  Annahme  der  Ebene  der  Pallasbahn  als  Grundebene  wurden  die  folgenden  Bezeichnungen 
benutzt : 

)•    =  Radius  Vector  der  Pallas 

V    =  heliocentrische  Länge  der  Pallas  in  ihrer  Bahn 

E  =  excentrische  Anomalie  der  Pallas 

)•'  =  Radius  Vector  des  Jupiter 

tv'  =  heliocentrische  Länge  des  Jupiter  in  seiner  Bahn 

v'  =  Länge  des  Jupiter,  projicirt  auf  die  Ebene  der  Pallasbahn 

ß'  =  Breite  des  Jupiter  über  der  Ebene  der  Pallasbahn 

p    =  gegenseitige  Entfernung  von  Pallas  und  Jupiter 

^l.  =  Jupitersmasse  in  Einheiten  der  Sonnenmasse 

h   =  Constante  der  Theoria  motus 

a.  e,  tp,  (ü,  2)  =  a'\  —ee',  n,  e,  i,   Q  =  Elemente  der  Pallasbahn       |    in   ihrer  gewöhnlichen 

a',  e'  etc.  ^  Elemente  der  Jupitersbahn  l  Bedeutung. 

Wenn  man  zur  Abkürzung  setzt : 

»•'cosß'cos  (v  —  j)')  =  S  1  1     . 

lii^  =  (,) 

r'sinß'  =  C  ^p  ^  '• 
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womit  auch  rr+r'r'—ir^  =  pp  wird,  go  berechnen  sich  die  Grössen   T,  V,  W,  welche  sich  hier  von  den 

cleichbeieichneten  Grössen  in  der  Exposition  Art.  15    Seite  45S'  durch  die  Factoren resp. 

ar  costp  cosip 

resp.  H unterscheiden,  nach  den  Formeln  : 

•^         cos  9 

r  r=-!^-(i:A$,  7=    irArj,  lF=(i)rÄC, 

und  hieraus  finden  sich  die  Beträge  der  momentanen  Störungen  während  des  Zeitraums  d<: 
dt    =  cos(i;  — Q(.  W 

dQ=  (2)sin(t;-Ql.W 
dn  =  (4)  sin  {v-ü>).T+—V 
="  dcp  =    0  ün'v-ö».T+!L(^2^^1+^21J^r 

du)  =  A  +  i-icoaiv-&].T+  $]sm',v-ü}i.(i+^\v 
de    =  A  +  [v]rT+l\o]cos  v-&].T+:ii]Bm'v-&  .(i  +^\v, 
wo  der  Kürze  h.ilber  bezeichnet  ist 


A 

= 

3;8iE 

'V- 

-Q).W 

"'  =  w 

(7) 

e 

(3)  =  tangi» 

^8) 

~        e 

(4)  =  :iaen 

!s) 

=   2  cos  9 

(5)  =  iapn 

10) 

=  ocos9«tangl9 

(6)  =  -acos 

'f 

11) 

=  -tangi<p.] 

[2.] 
[Zur  Berechnung  der  heliocentrischen  Pallasörter,  d.  h.  der  Grössen  r  und  r,  wurde  das  Elementensystem 
zum  Grunde  gelegt,  welches  die  bisher  beobachteten  sechs  Oppositionen  möglichst  gut  darstellt  und  welches 
in  der  Disquisitio  de  elementis  ellipticis  Palladis  art.  14  abgeleitet  wurde  Band  VI  S.  24  ;  reducirt  auf  das 
mittlere  Aquinoctium  1SU3  Juni  :iO  die  Präcession  in  181  Tagen  ist  gleich  24;'S3;  ist  dieses  System  das 
folgende : 

Epoche  der  mittlem  Länge  für  den  Meridian  von  Paris  ....  260*  16'  3o;'.55 

Mittlere  tägliche  tropische  Bewegung 77o;'50IOO 

Mittlere  tägliche  siderische  Bewegung    770;'3C383 

Länge  der  Sonnennähe 1 2l'   8'  33;'37 

Länge  des  aufsteigenden  Knotens 172  2S  37,  2« 

Neigung  der  Bahn 34  37   28,  35 

Excentricität  =  sin  14";»'  5'j;'79 0,2447424 

Logarithm  der  halben  grossen  Axe o, 4222071. 
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Die  heliocentrischen  Jupitersörter,  zur  Berechnung  der  Grössen  ?■',  v',  ß',  kann  man  aus  den  Bou- 
VAKDSchen  Tafeln  entnehmen.  Da  indessen  die  Berechnung  von  6i  Örtern  nach  diesen  Tafeln  eine  sehr 
grosse  Mühe  erfordern  würde,  und  auch  die  allergrösste  Schärfe  in  den  Jupitersörtem  nicht  erfordert  wird, 
so  kann  man  sich  des  folgenden  Kunstgriffs*)  bedienen,  der  im  Wesentlichen  darin  besteht,  dass  man  sich 
für  die  erste  und  zweite  Hälfte  des  in  Betracht  kommenden  Zeitraums  von  3000  Tagen  je  ein  elliptisches 
Elementensystem  verschafft,  das  die  Bewegung  Jupiters  genau  genug  darstellt. 

Dazu  entnimmt  man  aus  den  BoüVARDschen  Tafeln  die  heliocentrischen  Örter  des  Jupiter  für  die 
Anfangsepoche  180  3  Juni  30  (Paris)  =  1803  +  I8i<',  für  die  Endepoche  isil  September  16  =  1803  +  3181'' 
und  für  die  in  der  Mitte  liegende  Epoche  180  7  August  s  =  isos  +  iosi'',  nemlich : 

Breite  1         logr' 

1°IS'  52;'fi      0,7367964 
0  3S  49,  7     0,7061432 


3181 


hello 

c.  Länge 

188 

3  2'  2-y,'i 

307 

56    19,2 

82 

47    10,  8 

),7081 


Die  Reduction  auf  die  Ekliptik  beträgt  für  die  drei  Örter  resp.  +  o;'2,  —  23;'4,  +  l4;'l.  Es  ergeben 
sich  also  die  den  drei  Epochen  entsprechenden  Längen  in  der  Bahn,  reducirt  auf  das  mittlere  Äquinoctium 
1803  Juni  30,  wenn  man  die  Präcession  in  3000''  zu41i;'5  annimmt,  resp.  gleich  l  ss"  32' 23"l,  307"  53' iGj's, 
82<>40'5;'2. 

Aus  den  beiden  Örtern  für  1803.l8r^  und  IS03.I6S1''  kann  nun  das  Elementensystem  I  bestimmt 
werden,  das  zur  Berechnung  der  Jupitersörter  für  die  erste  Hälfte  des  Zeitraums  dient,  und  aus  den  beiden 
letztem  Örtern  findet  sich  das  Elementensystem  II  für  die  zweite  Hälfte  unseres  Zeitraums.  Und  zwar  geben 
zunächst  die  heliocentrischen  Längen  und  Breiten  nach  der  in  Art.  110  der  Theoria  motus  auseinander  ge- 
setzten Methode 

Q'  =    98°23'47"  ^  ^^        Q'  =    9S022'  16" 

System  I.  System  II. 

i'  =     1    18   53  i'  =     1    18   49 

Ferner  ergeben  die  Längen  in  der  Bahn  und  die  Radien  Vectoren  nach  der  in  der  Theoria  motus 
Artt.  8  8 — 9  6  beschriebenen  Methode  die  übrigen  Elemente: 

System  I  System  II 

Epoche  der  mittlem  Länge  1807  August  8 30o''45'  35"  3oo<'38'  14" 

Mittlere  tägliche  siderische  Bewegung 299/1063  209;'! 053 

Länge  der  Sonnennähe 12"   3'  14"  12°  12'  17" 

Logarithm  der  Excentricität 8,686027  8,687916 

e  =  sin  2''46' 54"  =  sin  2"47'38" 

Logarithm  der  halben  grossen  Axe  .  .  .  .  : 0,7162.56  0,7162.57. 

Offenbar  muss  der  Jupitersort  für  1803.I68I'',  aus  beiden  Systemen  berechnet,  sich  als  ein  und  der- 
selbe erweisen.] 

[3.] 
[Die    Rechnungsvorschriften   gestalten    sich    nun   folgendermassen :    nachdem    man    sich    die    eben    er- 
wähnten Elementensysteme  für  Pallas  und  Jupiter  lerschafft  hat,  ergeben  sich  die  Pallascoordinaten  r  und  r 


[*)  Vgl.  Gauss    n  Olbers  26.  Nov.   I810;    S.  416  dieses  Bandes.] 
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ohne  Weiteres  nach  den  gewöhnlichen  Formeln  der  elliptischen  Bewegung ;  zur  Berechnung  der  Jupiters- 
eoordinaten  r',  v',  ß'  muss,  nachdem  man  nach  den  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  r'  und  v>'  gefunden 
hat,  noch  erst  das  Elementensystem  auf  die  Pallasebene  transformirt  werden,  indem  man  nach  den  Formeln 
des  Art.  15  der  Exposition  (Seite  4  59  dieses  Bandes  die  Grössen  I,  A,  N  berechnet.  Da  die  Werte  von  i' 
und  Q'  in  beiden  Systemen  I  und  II  sehr  wenig  verschieden  sind,  so  kann  man  für  beide  Systeme  die- 
selben Werte  annehmen,  die  sich  aus  den  Mittel  wcrthen  t' =  i''ib'5l"und  Q' =  98»2  3' l"  ergeben,  nemlich  ; 
Aufsteigender  Knoten  der  Jupitersbahn  auf  der  Fallasbahn-. 

gezählt  auf  der  Jupitersbahn:   Q' -\- N  =  3  5  4° in' 3 u" 

gezählt  auf  der  Pallasbahn:        Q  +  A  =  3  54   4;i   n, 

Neigung  der  beiden  Bahnen  :  J  =     :u   i :      i . 


,S03  + 

V 

logr 

logp 

logr 

lügF 

logTF 

dl 

idi 

aa 

lAä 

181" 

275* 

2' 

12" 

0,52307 

0,80069 

0,14430 

0,6106)„ 

0,75579 

—  0;'124 

—  o;'i24 

—  0,410 

—  0,  924 

—  1,725 

—  2,  859 

+      0;'979 

+ 

+ 
+ 
+ 
+ 

0;'«79 
2,394 
4,214 
8,368 
8,754 

231 

282 

4 

17 

0,52963 

0,81524 

0,07632 

0,66387„ 

9,92132 

—  0,  286 

+      1,415 

281 

288 

56 

13 

0,53412 

(1,82779 

9,99744 

0,73064„ 

0,06252 

—  0,  514 

+     1,820 

331 

295 

40 

51 

0,53665 

0,83850 

9,90523 

0,76084„ 

0,16526 

—  0,801 

+     2,  154 

381 

302 

22 

55 

0,53726 

0,84753 

9,79442 

0,77Sß3„ 

0,24731 

—  1,  134 

+     2,386 

431 

30» 

5 

39 

0,53594 

0,85508 

9,65369 

0,78665„ 

0,31357 

—  1,496 

+     2,489 

—       4,365 

+ 

11,  243 

481 

315 

52 

37 

0,53269 

0,86126 

9,45620 

0,78C47„ 

0,36722 

—  1,870 

—  0,225 

—  8,460 

—  11,031 

—  13,886 

+     2,44* 

+ 
+ 
+ 
+ 

13,087 
15,929 
17,80« 
19,  172 

531 
581 

322 
329 

47 
54 

37 
41 

0,52747 
0,52026 

0,80620 
0,87001 

9,11169 
8,34900„ 

0,77902„ 
0,76469„ 

0,41042 
0,44467 

—  2,  235 

—  2,  571 

+     2,242 
+     1,880 

631 

337 

18 

15 

0,51099 

0,87279 

9,23020„ 

0,74343„ 

0,47100 

—  2,865 

+     1,363 

081 

345 

33 

23 

0,49062 

0,87465 

9,49890  , 

0,7t493„ 

0,49024 

-3,066 

+     0,703 

—     16,952 

+ 

19,875 

731 

353 

16 

0 

0,48610 

0,87564 

9,66288„ 

0,67812„ 

0,50298 

—  3,184 

—  20,  136 

—  23,  324 

—  26,386 

—  29,  179 

—     0,077 

+ 

+ 
+ 
+ 

19,798 
18,852 
10,  9911 
14,219 

781 

2 

2 

56 

0,47041 

0,87585 

9,78196 

0,63131« 

0,50961 

—  3,  188 

—     0,946 

831 
881 

11 
21 

32 
52 

12 
57 

0,45260 
0,43283 

0,87532 
0,87408 

9,87544 
ä,95157„ 

0,57156„ 
0,49372„ 

0,5)051 
0,50604 

—  3,062 

—  2,793 

—  1,862 

—  2,771 

931 

33 

15 

34 

0,41148 

0,87208 

0,01332„ 

0,38826 

0,49664 

—  2,  376 

—     3,607 

—     31,555 

+ 

10,612 

981 
IU31 

45 

59 

50 

35 

0,38922 
0,36721 

0,86922 
0,86532 

0,06068„ 
0,09076„ 

a,23408„ 
9,97051„ 

0,48279 
0,46532 

—  1,  814 

—  1,  126 

—  33,  369 

—  34,  495 

—  34,850 

—  34,417 

—  4,  293 

—  4,  740 

+ 
+ 

6,319 
1,679 
3,287 
7,  896 

1081 

75 

9 

9 

0,34718 

0,86014 

0,09787„ 

9,08927„ 

0,44527 

—  0,355 

—     4,866 

1131 
1  181 

91 

109 

51 

34 

24 
6 

0,33136 
0,32204 

0,85334 
0,84467 

0,072I4„ 
9,99690„ 

9,83707 
0,16024 

0,42395 
0,40229 

+  0,433 
+  1,150 

—  4,609 

—  3,957 

- 

—     33,267 

— 

11,853 

1231 
1281 

127 
145 

43 
36 

6 

58 

0,32089 
0,32804 

0,83390 
0,82141 

9,83750„ 
9, 46657» 

0,32119 
0,41118 

0,38044 
0,35668 

4-  1,  705 
+  2,028 

—  31,582 

—  29,534 

—  27,439 

—  25,  509 

—  2,  978 

—  1,808 

- 

14,  829 
16,637 
17,276 
16,924 

1331 

162 

38 

35 

0,34229 

0,80727 

9,16969 

0,45555 

0,32755 

4-  2,  095 

—    0,  639 

l:i81 

178 

23 

55 

0,36139 

0,79199 

9,77071 

0,46426 

0,28794 

+  1,930 

+     0,362 

1431 

192 

43 

54 

0,38305 

0,77597 

0,00202 

0,43958 

0,23038 

+  1,595 

+     1,036 

—    23,914 

— 

15,888 

1  481 

205 

40 

38 

0,40538 

0,75953 

0,13964 

0,37691 

0,14359 

+  1,165 

—  22,749 

—  22,033 

—  21,717 

—  21,703 

+     1.341 

14,  547 
13,292 
12,483 
12,431 

1531 
1581 

217 
227 

22 
59 

15 

0,42707 
0,44733 

0,74278 
0,72585 

0,23344 
0,30198 

0,25783 
0,01792 

0,00460 
9,74651 

+  0,716 
+  0,  316 

+     1.28S 
+     0,809 

- 

l<:31 

237 

41 

32 

0,46570 

0,70851 

0,35463 

8,80096 

8,50923 

+  0.  o»< 

+     0,052 

lOSl 

246 

39 

16 

0,48198 

o;69081 

0,39552 

0,05549„ 

9,74163„ 

—  0,  150 

—    0,934 

—    21,853 

— 

13,365 

1731 

255 

0 

38 

0,49610 

0,67259 

0,42820 

0,41191„ 

0,07238 

—  0,154 

J2   007 

-     2,061 

15    426 

1T81 

262 

52 

46 

0,50806 

0,65365 

0,45299 

0,63437« 

0,26444„ 

+  0,013 

—  21,' 994 

—  21,652 

—  20,  844 

—    3,235 

18^601 
23,007 
28,  287 

1S31 

270 

21 

45 

0,51791 

0,63387 

0,47044 

0,80293n 

0,39674„ 

+  0,  342 

—     4,346 

1S81 

277 

32 

56 

0,52568 

0,61310 

0,47971 

0,94240 

0,49236„ 

+  0,  808 

—     5,  280 

l'.i31 

284 

30 

48 

0,53144 

0,59125 

0,47897 

1,06315 

0,55921„ 

+  1,360 

—     19,844 

—     5,912 

- 

34.  n«!! 
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Nach  den  Formeln  des  Art.  16  der  Exposition  ergeben  sich  dann  v'  und  ß'. 

Nach  den  Formehi  1  berechnet  man  nun  die  Grössen  ?,  rj,  C,  p,  A,  (1  ;    der  letztere  Ausdruck  wird  in 

unserm  Falle,  wenn  die  Jupitersmasse  zu  ; ;— ,  also  logjji  =  6,u7l7i'jo  — 10,  angenommen  wird,  gleich 

2,0130038;  At  ist  gleich  60  zu  nehmen.  Des  Weitern  finden  sich  aus  den  Formeln  2  die  Grössen  T,  V, 
TF  und  aus  3  die  momentanen  Störungsgrössen  di,  AQ,  etc.  für  jeden  Zeitmoment  und  zwar  bereits  mit 
dem  Intervall  so  multiplicirt.  Die  numerischen  Werte  von  v,  r,  p,  T,  V,  W,  di,  dQ  etc.,  wie  sie  die 
Rechnung  ergeben  hat ,  finden  eich  in  folgender  Tafel ;  dabei  sind  statt  der  Werte  von  dw  die  von 
50dw  =  d«dt  segeben,  weil  dieser  Ausdruck  zweimal  integrirt  wird: 


1830  + 

5udK 

v.od« 

-,,a« 

dcp 

Vd-. 

d(T, 

Vdfu 

de 

lAz 

18l1 
231 
281 
331 

—  i;'2471 

—  1,5526 

—  1,7752 

—  1,  9360 

—  i;'24  7l 

—  2,-997 

—  4,  5749 

—  i;'2i7i 

—  4,040Si 

—  8,0217 

- 

7/343 
8,  152 
8,  753 
0,  144 

—  7/343 

—  15,495 

—  24,  248 

—  0 

—  0 

'ü81 
347 
825 
190 

- 

o;'o8i 

0,  428 
2,  253 

+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

o;'i7i 

8,  048 
6,842 
5,  599 

+ 
+ 
+ 

17,2  10 
24,  061 

381 
431 

—  2,  0467 

—  2,  1104 

—  0,  5115 

—  8,  5582 

—  15,  1332 

—  23,60  14 

- 

0,  319 
0,  273 

—  33,  392 

—  42,711 

—  7 

131 

3  80 

Z 

6,  443 
13,  574 

4,  349 
3,  107 

+ 
+ 

29,  660 
34,  000 

—  10,0746 

—  51,  084 



23,  '.i;,4 

+ 

37,  116 

481 

—  2,  1510 

—  12,  8256 

—   34,  3000 

- 

9,018 

—  61  002 

—  13 

714 

37  008 

+ 

1,  890 

+ 
+ 

t 

39,  006 

531 
581 

—  2,  1558 

—  2,  1340 

—  14,1)814 

—  47,  10  10 

—  02,1730 

z 

8,  570 
7,  050 

—  Ooi  572 

—  16 

945 
882 

- 

54,  613 

+ 

0,713 
0,  425 

30,  719 

631 

—  2,0872 

—  17,  1154 

—  19,2020 

—   79,2S84 

— 

—  77,522 

—  84,  706 

—  22 

303 

~ 

74,  495 
9  6,  8  58 

— 

1,  504 

39,  294 
37,  790 

681 

—  2,0142 

—   98,4910 

0,  300 

—  24 

207 

2,  547 

—  21,2168 

—   01,012 

— 

121,  125 

+ 

35,  243 

731 

—  1,  9  124 

—  23, 1202 

—  110,  7078 

— 

5,  354 

—  0  0,  300 

—  25 

400 

_ 

146,  585 

— 

3,  517 

+ 

t 

+ 

31,  726 

781 
831 

—  1,  7782 

—  1,  6036 

—  24,  9074 
■ — •  20,  51 10 

—  1  42,  8370 

—  107,7444 

— 

4,  376 
3,  432 

—  100,  742 

—  25 

—  25 

773 

- 

172,  358 
197,  534 

_ 

4,  411 
5,210 

27,  315 
22,  105 

881 

—  1,  3789 

—  27,  8899 

—  104,  2554 

— 

2,  597 

—  106,  771 

—  23 

603 

221,  137 

— 

5,891 

16,  214 

931 

—  1,  0923 

222,  1453 

1,  962 

—  21 

099 

6,  301 

—  28,  9S22 

—  108,  733 

— 

242,  236 

+ 

9,  913 

981 
1031 
1081 

—  0,  7:102 

—  0,  2845 
+  0,2418 

—  20,7124 

—  29,  9909 

—  29,  7651 

—  251,  1275 

—  280,  8399 

—  310,8368 

^ 

1,  02s 

1,  OSO 

2,  190 

—  110,  301 

—  112,  050 

—  14 

—  10 

834 
112 
900 

- 

260,  070 
274, 182 
2  8  5,  0  82 

z 

e'  692 
6,679 

+ 

3,  166 
3,  526 
10,  105 

1131 

+  0,  8222 

—  28,9329 

—  340,  5919 

— 

3,002 

—  117,  338 

—  8 

720 

— 

5,  978 



16,  083 

1181 

+  1,4003 

—  27,5320 

—  369, 5248 

4,172 

-121,510 

—  8 

031 

_ 

302, 430 

4,  994 

_ 

21,077 

1231 

+  1,8992 

—  25,  6334 

—  397,0574 

— 

5,  132 

—  126,642 

—  132,345 

—  138,  143 

—  9 

989 

312, 428 

— 

3,  614 

24,  691 

1281 
1331 

+  2,2504 
+  2,4191 

—  23,  3830 

—  20,  9639 

—  422,6908 

—  446,  0738 

z 

5,703 
5,  798 

—  12 
-15 

844 
806 

- 

326^ 272 
341,  078 

+ 
+ 

1,  912 
0,  041 

- 

26,  603 
26,  562 

1381 

+  2,  4133 

—   18,  5506 

—  467,  0377 

— 

5,531 

—  143, 674 

-17 

890 

358,  968 

2,210 



24,  352 

1431 

+  2,2648 

—  16,2858 

—  485,  5883 

~ 

5,  111 

—  148,  785 

—  18 

001 

_ 

377,  569 

+ 

4,  322 

_ 

20,  030 

1481 
1531 
1581 

+  2,0074 
+  1,6683 
+  1,2641 

—  14,2784 

—  12,6101 

—  11,  3460 

—  501,8741 

—  516,  1525 

—  528,  7626 

z 

4,  760 
4,  625 

—  153,545 

—  158,  170 

—  162,  981 

—  17 

—  10 

—  13 

266 
893 

- 

30.'>,  535 
411,  801 
42  5,  694 

+ 
+ 
+ 

0,  4  87 
8,  593 
10,  598 

+ 
+ 

13.  543 

4,  950 

5,  648 

1631 

+  0,  7982 

—  10,547  8 

—  540,1086 

— 

5'  394 

—  168,  375 

—  11 

182 

436,  876 

+ 

12,  380 

1681 

+  0,2703 

—  550,  0.i04 

— 

0,413 

—  8 

511 

+ 

14,202 

' 

—   10,2775 

—  174,  788 

— 

445,387 

+ 

32,  230 

1731 

—  0,  3274 

—   10,0040 

—  500,  SISSO 

— 

7,  913 

—  182,  701 

—  0 

106 

_ 

461,  582 

+ 

15,  729 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

47,  9  59 

1781 

—  1,  0087 

—  571,5388 

— 

9,  938 

—  192,  639 

-  4 

650 

_ 

456,  138 

+ 

17,  012 

61,  9  71 

1831 

—  1,  7870 

—  13,  4006 

—  583,  1524 

— 

12,528 

—  205,  167 

-  3 

986 

460,  124 

+ 

17,  985 

82,  950 

1881 

—  2,  6810 

—  16,  0  82  5 

—  596,6530 

— 

16,730 

—  220,  897 

—  4 

911 

466,  035 

+ 

18,  550 

101, 506 

1931 

—  3,7113 

—  19,7038 

—  612,6355 

~ 

19,  573 

—  240,470 

~"  ' 

SG8 

— 

472,903 

+ 

18,  578 

120,084 
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2(1  :il 
21)91 
1131 
2181 


298) 
3031 
30S1 


325  17  0 

332  2V  22 

339  5»  58 

347  54  6 

356  18  2 


25  4R  42 

37  33  43 
50  36  3!l 


151  45  42 

108  22  15 

183  37  4» 

197  27  43 

209  5G  48 


0,53523 

0,66822 

0,53708 

0,54400 

0,63701 

0,5188« 

0,53501 

0,49249 

0,63107 

0,411580 

0,52515 

0,43047 

0,51722 

0,41460 

0,50722 

0,39306 

0,49509 

0,37711 

0,48080 

0,36944 

0,40435 

0,37232 

0,44582 

0,38683 

0,42544 

0,41252 

0,40366 

0,44741 

0,38133 

0,48873 

0,35980 

0,53367 

0,340'J!) 

0,57!I6S 

0,32722 

0,624  59 

0,32066 

0,66672 

0,3224'J 

0,70487 

0,33238 

0,73648 

0,34802 

0,76742 

0,36887 

0,79217 

0,39095 

0,8132« 

0,41317 

0,83145 

0,46440 
0,42863 
0,35826 
0,21313 
9,82226 

9,84881„ 
0,40350„ 
0,6771 1„ 
0,85283„ 
0,96077„ 

1,00681. 


0,04453„ 
9,65066 
0,14197 
0,24  157 
0,22566 


»,96018 
9,66787 
1,80203 


1,I7068„ 
l,26759„ 
l,95480„ 
1,43382^ 
1,50141, 

1,55480„ 
l,58901l„ 
1,60832, 
1,56096„ 
1,46630„ 

1,27702, 
0,69406, 
0,10023 
0,83392 
0,94464 

0,91888 
0,80609 
0,60526 
0,24167 
9,22376„ 

0,20812, 
0,41881, 
0,51497„ 
0,86328, 
0,88634, 


0,59874,, 
0,60602„ 
0,56610„ 
0,43693„ 
9, »8036, 

0,27479 
0,77348 
1,04541 
1,22534 
1,3392» 

1,30383 
1,39201 
1,33796 
1,24010 
1,09917 

0,92830 
0,71406 
0,44780 
0,04639 
9,01508„ 

0,00057„ 
0,240O3„ 
0,36916„ 
0,45578„ 
0,51870. 


1,915 
2,  348 
2,  477 
2,064 

0,  791 


0,  9  50 

1,  733 
2,296 

2,  589 
2,  620 


—  15,221 

—  12,744 

—  10,680 

—  9,  889 

—  11,804 

—  17,142 

—  27,982 

—  44,  730 

—  «8,  823 

—  90,  668 

—  113,  434 

—  131,  833 

—  143,  907 

—  180,  541 

—  153,  062 

—  153,  203 

—  152,451 

—  151,  837 

—  151,918 

—  182,  868 

—  184,  601 

—  156,  897 

—  159,  486 


4,  222 
2,  38» 
2.  863 


—  9,  684 

—  16,  686 

—  21,  040 

—  21,  603 

—  18,  781 


56,  ■'. 

72,  J' 


Nach  den  Vorschriften  der  Art.  IS  — 19  der  Exposition  Seite  4 «2  und  zwar  nach  den  Formeini  er- 
hält rai»n  die  Integrale  Zi  =  1  dt,  hü  ^  1  dQ  etc.  und  nach  der  Formel  II  auch  das  Doppelintegral 
j  indt  =  ffdndt  =  jfhodn.  So  ergeben  sich  die  Störungen  der  Elemente  für  alle  zwischen  den  Tafel- 
werthen  liegenden  Zeitmomente,  also  für  1 803.206'',  is03  .  25«'' etc. ;  nur  die  AVerthe  von  ftjndt  =  jlndt 
gelten  für  die  Tafelwerthe  selbst.  In  der  Tafel  sind  die  Grössen  S dt,  SdQ  etc.  gegeben,  welche  den  ersten 
Gliedern  der  genannten  Formeln  6f'~''t  resp.  Oöf'"  *t  entsprechen  und  bereits  einen  sehr  genäherten 
AVerth  der  Störungen  geben. 

Man  kann  also  die  Stönuigswerthe  für  jede  beliebige  Epoche  interpoliren ,  und  zwar  erhält  man  für 
die  Zeiten  der  sechs  Oppositionen  folgende  Störungen  der  Elemente,  wobei  genähert)  die  Elemente  von 
1803-1-  186''  als  Normalelemente  betrachtet  sind,  indem  die  Constanten  a  und  fl  in  den  Formeln  I  und  II 
der  Exposition  gleich  Null  gesetzt  sind : 

fhndt 


1803-1- 

Öt 

5Q 

I. 

isilo 

—  o;'o4 

-t-  o;m3 

II. 

608.2 

—  11,  15 

-f  17,S8 

ni. 

1064.4 

—  34,  58 

+     «,  " 

IV. 

1585.6 

—  21,  81 

—  12,  72 

V. 

2ii:i4.'.i 

—  1  6,  23 

13,  78 

VI. 

2457.7 

-  67,  21 

—  16,  10 

h& 

8'.p 

5e 

50ÖH 

—       ol'oi 

—       3;'57 

-f        4:'73 

—       ü;'585 

—        75,43 

—      77,  S5 

-f-      39,25 

—     17,208 

—     276,24 

—  112,38 

—        4,  67 

—     29,  »93 

—     420,35 

—  160,95 

+        1,03 

—     11,808 

—     497,71 

—  280,74 

-1-147,69 

—     28,  962 

—  1314,  50 

—  676,  0« 

+      ",'S 

—  122,017 

7i;'22 
300.  90 
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2631 
2681 
263t 


27S1 
2831 
28S1 
2931 

2981 
3031 


14,  2433 
12,  3877 
10,  0557 

5,  5301 
0,  4854 
3,  7950 

6,  4404 

7,  30(17 


+  3,  3973 


2,  2697 
2,  4163 
2,  4301 


24;'6S88 
3U,  9403 


S6,  0696 
100,  3129 
112,  7006 

122,  7363 

128,  2864 
12!S,  7718 
124,  9768 
118,  5364 

111,  2357 
104,  5051 
99,  2461 


96,  4692 

97,  3308 
99,  6905 

102,  0068 
104,  4369 


C32;'4293 
667,  1181 
688,  0684 
726,  7574 
774,  8946 

834,  2036 
906,  29S9 
992,  3685 


1328,  13S3 
1456,  4247 
1586,  1965 


■2044,  4505 
2143,  6966 
2239,  5454 


2333 


S4  5!J 


242S,  1562 
2523,  6154 
2620,  9462 
2720,  6367 
2822,  5436 
2926,  9804 


■24;'074 
•29,  209 


35,  865 
27,  608 
21,  843 


-|-  2,  844 

+  3,013 

+  2,  695 

+  1,902 


■  264;'544 
•  293,  753 
■328,  563 
■369,  389 


•  522,  760 
■  578,  057 


■710,  594 
■738,  202 


13;'467 
22,  354 
35,  288 


—  124,  169 

—  142,  550 

—  146,  134 

—  127,  484 

—  86,  433 

—  33,  597 
+  14,  502 

4-  45,  545 

-I-  55,  737 

+  50,  984 
-|-  39,017 
4-  27,  101 


+  27,209 
+  29,  671 
+     30,  909 


486;'370 
508,  724 
544, 012 


894,  715 
1037, 265 
1183,  399 


1315,  129 

1264,  145 
1225,  128 


1140,  696 
1117,  U27 


+  17;'890 
+  16,  208 
+  13,  317 
+  8,698 
+  1,941 

—  7,  344 

—  19,  297 

—  33,  218 

—  47,  195 

—  57,  867 

—  81,  627 

—  56,  886 

—  45,  238 


—  5,803 

+  1,  568 

+  5,  733 

+  411 

+  7,  428 


+  154,  1S2 
+  167,  499 
-j-  170,  197 
+  178,  138 
+  170,  794 
+  161,  497 
+   118,279 


—  48,  410 

—  105,  295 

—  150, 533 


—  197,  589 

—  203,  392 

—  201,  824 

—  196,  091 

—  188,  680 

—  181.  252 


167,  375 

166,  535 

167,  628 


[4^] 

[Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Werthe  der  Normalelemente  zu  bestimmen,  welche  in  Verbindung 
mit  diesen  Störungen  die  Oppositionen  am  besten  darstellen ,  und  es  soll  zu  diesem  Zwecke  im  Grossen 
und  Ganzen  der  in  den  Art.  5 — 6  der  Disquisitio  de  elementis  ellipticis  Palladis  ;vgl.  auch  dort  das  Beispiel 
in  Art.  8)  auseinander  gesetzten  Methode  benutzt  werden,  wo  (Band  VI,  Seite  4)  die  Beobachtungen  der  sechs 
Oppositionen,  wie  folgt,  angegeben  sind : 


Opposition 

1803  + 

heliocentrische  Länge  =  o 

geocentrische  Breite 

=  ß 

I 

18lf019120 

277»39'  24;'0 

+  46026' 3  6;'0 

II 

608,207257 

337       0    36,  1 

+  15       1     49,8 

III 

1064,  468796 

67    20    42,9 

IV 

1685,  609502 

223    37    27,  7 

+  4211     25,  6 

V 

2034,887176 

304      2    59,  7 

+  37    43    53,  7 

VI 

2457, 673843 

359    40       4,  4 

—      7    22     10,1 

und  wobei  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  wurden : 
a  =  beobachtete  heliocentrische  Länge 
ß  =  beobachtete  geocentrische  Breite 
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heliocentrische   Breite,  abgeleitet  a\i8  a  nach   der  Formel  tang  S   = 
heliocentriache  Breite,  abgeleitet  aus  ß  nach  der  Formel  sin'ß  — y] 


tang  t  sin  (a  —  Q ) 
AsinS 


AU  genäherte  Werthc  für  die  vier  Elemente  i,   Q,  <p,  «ü  bezogen  auf  das  Aquinoctium  1 803,0   wurde 
voraiisgesetzt ; 

t     =    34'37'4""  Q    =    1"2''2S'32" 

tp  =    14    12    Sl  üj     =    121       7    54. 

Au3  den  sechs  beobachteten  heliocentrischen  Längen .    reducirt    auf  das  eben  genannte  Aquinoctium : 
a  =  277»:t8'  80;'l7  I  Sau^SS'  I2;'07  I  87*18'  löJ'SO  |  223''3:i'  50;'20  |  SOS'SS'  20;'58  |  359*34'  27;'29 

und  unter  Annahme  der  für  die  sechs  Zeiten   mit  Berücksichtigung   der  Störungen  folgenden  Werte    von   t 
und   ü ,  nemlich  : 


Q   =    172''2S'32;' 
i   =       34    37    41), 

wurden  nach  den  Formeln  ; 


28'49;'88    I    28' 32;'77    |    2S'|9;'28    1    27'4S;'22    1    27'45;'90 
37    35,  85    I    37    12,  42    |    37    25,  19    |    37    30,  77    |    30    39,  79 

tang  5  =  tang  i  sin  ja  —  Q ) 
^,  ^   tang(a-Q) 


tang  V 
die  heliocentrischen  Breiten  wie  folgt,  gefunden  : 

8  =1    -|-  33''4l'  gI'SO  I  -f  10°27'  5;'72  |  —  :t3"'4()'  :)3;'54   |  +  2S"'l4'  5 
sowie  die  Längen  in  der  Bahn: 

V  =   275°3'20;'76  I  333*51'  47;'21   |  no"  bA'  4S;'50  |  228*52' 49 


'88  I  +27*20' 33 


I  —  4''53'o;'- 


298*31'  39;'70  |   1*4'  56;'77 


Indem  man  des  Weitem  die  Perihellänge  und  den  Winkel  <f  nach   den  obigen  Störungswerthen ,   wie  folgt, 
ansetzt : 


=  121"  7'  53;'99 
=   14  12  47,  43 


U'  38','57  I   3'  17,  7« 
II  33,  15  I  10  58,  02 


53,  65   120"  59'  3G;'29 
10,  05    14   8  lü,  2f. 


212» 

4  5' 

8 

'r,4 

230 

38 

18 

77 

351 

44 

57 

34 

306« 

50 

30' 

'74 

328 

18 

u 

43 

89 

21 

29, 

19 

104 

51 

55 

'52 

79 

50 

57 

16 

200 

51 

50 

81 

177*32'  3;'41  I  240*18'&7;'27 
176   3  51,  83   266  36   8,  99 


folgen  die  wahren  \ind  die  mittlem  Anomalien,  sowie  die  mittlem  Längen ; 

('  — tu  =  153"  55'  2r.;'7  7 
M  =  139  10  15,  32 
L  =   200    18      9,  31 

Bringt  man  an   die  letztem  Werthe  die  Stöningsgrössen  ö  j  ndt-{-oe  mit   umgekehrtem  Zeichen    an, 
so  erhält  man  die  mittlem  Längen  von  den  Störungen  befreit,  wie  folgt : 


Lo 


IS'lI's«.   I   351*45' 29;'31    |   89*26'  34;'76   |  20l°0'49;'51    |  29  7"  1  1 '  59;'74   |   27*43' 


und  leitet  man  endlich  aus  diesen  AVerthen  die  Epoche  der  mittlem  Länge  für  I803.i5fi<i  ab,  indem  man 
die  mittlere  Bewegung,  angenommen  zu  7  70"7  332  multiplicirt  mit  der  Zwischenzeit  davon  in  Abzug  bringt, 
so  kommt 


ih) 


254*56' 4lJ'51   |  Se'aSj'lO  |  S0'47;'59  |  50'42;'41   |  56' SOJ'OS  |  56'47;'64 
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Diese  sechs  Werte  müssten  einander  gleich  sein ,  wenn  unsere  Näherungswerthe  für  die  Normal- 
elemente  lü,  tp  und  n  die  richtigen  wären ;  aus  ihren  gegenseitigen  Abweichungen  können  nun  die  Correc- 
tionen  für  die  Perihellänge,  den  Winkel  <p  ,  die  mittlere  Bewegung  und  der  wahre  Werth  für  die  Epoche 
der  mittlem  Länge  abgeleitet  werden.  Sind  Aü)  und  Atp  die  Correetionen  für  die  Grössen  ü>  und  tp,  so  ist 
der   corrigirte  Werth    für    die  mittlere  Länge    in   jeder    der  Oppositionen  gleich    vgl.  Band  VI  Seite  7  oben) 

Lo  +  (m-\-iiAü>  +  n^<f, 

wo  die  Coefficienten  m  und  n  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  a.  a.  O.  Ist  ferner  Aw  die  Correction  für  die 
mittlere  Bewegung,  so  wird  die  corrigirte  Epoche  der  mittlem  Länge  nach  Abzug  der  Störungen 

A)  Eo  =  (eo i  +  !«i+i:  Aw  +  MAcp-iAw 

wo  t  tlie  seit  1803.  15«''  verflossene  Zeit  und  t^  die  oben  aus  den  Beobachtungen  gerechneten  Werte  be- 
deutet. 

Aus  diesen  sechs  Gleichungen  kann  man  ziniächst  die  Epoche  eliminiren,  indem  man  das  Mittel  aus 
ihnen  nimmt,  welches  den  corrigirten  Werth  der  Epoche  in  der  Form ; 

B  Eo  =  ii:£„,  +  ii:  w  +  i).Am  +  iln.S'f-llt.\n 

ergibt.  Indem  mau  dann  jede  der  vorstehenden  Gleichungen  Aj  von  diesem  Mittel  B;  abzieht,  erhält  man 
sechs  Gleichungen,  welche  nur  die  Unbekannten  Aw,  Atp,  Ah  enthalten  und  welche  man  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auflöst.  Im  vorliegenden  Falle  ergibt  die  numerische  Rechnung ,  dass  Atü  und 
Atp  äusserst  klein  sind,  während 

All  =  -j-  o;'oo4ü 
folgt,  womit  die  mittlere  Bewegung  wird  : 

n  —   7  7ii;'7  3-2. 

Für  die  Epoche  ergibt  dann  Gleichung  B    den  Werth : 


Corrigirt  man  nun  die  oben  gefundenen  sechs  Werthe  von    £„)  durch  Anbringung  der  eben  gefundenen 
Correetionen  nach  den  Gleichungen  A),  so  werden  diese  jetzt : 

Eq    =    254°56'  4l!'41    I   5fi'  :i6;':i.')   ]    5«'  44/07    |    ,5  6'  illlJ'SS    |   5li'4:i;'3S    |    5fi':lS"74 

so  dass  also  nur   die  folgenden    sehr  geringfügigen  Abweichungen    der   mittlem  Längen   übrig    bleiben  (vgl. 
Seite  4IS  dieses  Bandes  und  Band  VI  Seite  :)2(ii 

+  i;'27   I  —  :!;'7M   I   +:);'93   |  —  3;'2li   |  +3;'24   I  —  ):'40. 

Zur  Verbesserung    der  Werte    von    i    und    Q    verfährt    man ,    wie    folgt .    aus    den    eben    gefundenen 
M'erthen  von  n  ergibt  sich  für  die  verschiedenen  Oppositionen  : 

n  =  77o;'72.55  I 
hieraus 

p    =    ü,4  16  0073   I    (. 

und 

}•  =   0,523  2720  I  0 

vu. 


2S  1  7707 

37  3 

- 

o;'5  0.0  1 

770;'.5S0| 

HS;'20S0 

.■i  1  0,4  1.', 

04  3 

0, 

4  15  3104 

0,4  15  5755 

0,4  ifi  6o;tu 

2  1  0,353  : 

230 

'^■ 

440  2234 

0,537  0545 

0,472  2233 
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LIT-         10                  Bsinp 
weiter   nach  der  Formel  Bin  ß  -  ■/;  =  : 

P_Y=  12'4S' 32;'o'i    I            4''ai'4i;'uSi    I         2(i'5o' 2s;'02    I          Ij' bij' 2n','SV    1          1  0*2:l' 37;'27    I          2»2'.i' 4;'7'i 
Y   =  +  3:1    41       3,  i>8    I    +  10    27       7,  S2    |   — :i:!    411    2»,  SS    |    +28    14    SS,  71    |    +  27    20    10,  43    | 1    53    5,  32 

und  hiuDiit  endlich  die  Differenz 

Y-5  =  —  2;'32 1  +2;'iu  I  +.;;'6«  |  +  :);'$3  |  — 17;'63 1  —  4;'84. 

Nuch  Art.  0  der  Disquisitio  erhält  man  dann  für  jede  Opposition  eine  Gleichung  der  Form : 

cA,1+/At  =  Y-ö 

wo  die  Grössen  a  und  b  fortgelassen  sind  und  die  c  und  f  nahe  dieselben  numerischen  AVerthe  haben,  wie 
a.a.O.;  unsere  Gleichungen  liefern  uns  die  Correctionen,  wenn  wir  die  V.Opposition  bei  Seite  lassen,  da 
sie  schlecht  beobachtet  war: 

AQ    =  —  2','5     und     M  =  —1", 
womit 

Q    =    172"2S' 2',i;'5      und     l  =   34°37'4li" 

wird.  Nach  Anbringung  der  hieraus  folgenden  Correctionen  an  die  obigen  Werte  von  y  bleiben  folgende 
Unterschiede  1  —  0  in  den  geocentrischen  Breiten  übrig  (vgl.  Seite  418  dieses  Bandes  und  Band  VI  Seite  320  : 

—  i;'oo  I  +  4;'ii  I  +  ^','9'->  I  +  3;':)8 1  — i5;'8c  |  —  3;'34. 

Dass  gefundene  System  der  Normalelemeute  ist  also  das  folgende : 

n   =       77m;'7:i72 

m  =  121"    7'  54" 
<f    =      14    12    51 
loga   =      0,442  0669 

£     =  25405t/  40;'l4 
t     =      34    37    4fi 

Q  =  172    2S    20,5.) 
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[lY.  SPECIELLE  STÖRUJSTGEN  DER  PALLAS 
DURCH  JUPITER.  ZWEITE  RECHNUNG.] 

[1810  DECEMBER.l 


[1.] 

[Nachdem  die  vorige  erste  Rechnung  schon  genäherte  Werthe  für  die  Störungen  und  für  <lie  Nor- 
raalelemente  der  Pallas  ergeben  hat,  kann  man  die  ganze  Rechnung  nochmals  wiederholen,  indem  man  den 
ganzen  Zeitraum  von  18ü:)  bis  181 1  in  sieben  oder  acht  Perioden  theilt  und  der  Rechnung  für  jede  dieser 
Perioden  besondere  Elemente  zum  Grunde  legt,  wie  sie  die  erste  Rechnung  ergeben  hat.  Diese  Perioden 
sollen  anfänglich  zu  je  50u  Tagen,  und  für  die  Zeiten,  in  denen  die  Störungen  beträchtlicher  werden, 
entsprechend  kürzer  gewählt  werden ;  als  in  der  Mitte  dieser  Perioden  liegende  Ruhepunkte  nehmen  wii- 
demnach  die  Zeitmomente:  1803+156'',  -iif;'',  r20ü'',  17(m;'',  2111(1'',  2406'',  2756'',  :i20(;''.  Nach  den  Resul- 
taten der  ersten  Rechnung  ergeben  sich  dann  die  Störungsbeträge  für  unsere  acht  Ruhepunkte  ; 


1S03  + 

?i 

oQ 

C« 

,fnM 

5? 

0,0 

OS 

1560 

0 

u 

0 

(, 

0 

0 

706 

—   17" 

+   20" 

—  0:'4243 

—  108/85 

—  Ol" 

—   61" 

+  3  5;'00 

1206 

—  3  3 

—  12 

—  II,  5506 

—  383,  50 

—  122 

—  302 

—  21,08 

1706 

-  22 

—  14 

—  0,  2056 

—  555,  79 

175 

—  4  45 

+  32,23 

2106 

—  13 

—  51 

—  0,  7751 

—  706,  84 

—  328 

—  545 

+  167,40 

24  06 

—  45 

—  45 

—  2,2545 

—  1147,  7S 

—  620 

—  1188 

+  70,90 

2756 

—  153 

—  148 

—  2,  1032 

—  800 

—  12  7  0 

—  203,  92 

3206 

—  170 

—  2,  0075 

—  2S84'  55 

—  822 

—  1040 

—  168,  68 

und  damit  die  der  Rechnung  zum  Grunde  zu  legenden  Elemente  der  Pallas  : 


Erster  Ruhepunkt 
Zweiter  Ruhepunkt 
Dritter  Ruhepunkt 
Vierter  Ruhepunkt 
Fünfter  Ruhepunkt 
Sechster  Ruhepunkt 
Siebenter  Ruhepunkt 
Achter  Ruhepunkt 


I  1803  +1 


1206 
1706 
2106 
2406 
2756 
3  20  6 


37 
35  1: 


72''28'  30' 
28  50 


,4 

12 

51" 

11 

20 

10 

50 

56 

22 

13 

50 

22 

121»  7'  5J 


770 

'7372 

770 

3129 

770 

1868 

770 

5316 

769 

9021 

768 

4827 

768 

6340 

768 

0397 

37  4»,  62 

38  3S,  24 
16  38,  24 


484 


XACH1.AS8. 


Mit  Hülfe  der  für  den  ersten  K\ihepunkt  gefundenen  Kiemente  berechnet  man  die  Stuningen  bis 
.<,il'',  mit  Hülfe  der  für  den  zweiten  gefundenen  die  von  li>u:i.4Sl''  bi«  1803.  »31'',  mit  Hülfe  der  für 
drittln    •,'iltiiuiiM    dii-    von    1  m.i  . '.i'' 1''    bis   I  Mi::    t  i:n''  n.  s.  w.     Im    übrigen    erfolgt    die  Rechnung    in 


lso:,+ 

l..«r  1  logp  j   IcgJ 

logK  1    logir 

dl 

i.ll 

1  ,' 

i.l./ 

IM'' 

275°  :i'  lo" 

0,52327 

0,80080 

0,14408 

0,81  165„ 

«,78083 

_ 

0;'l24 

o;'i24 

0,  410 
0,925 
1,727 
2,  861 

+ 

0r96l 

o;'»6i 

2,  39li 
4,  217 

8,  373 
8,  761 

231 

282   4  53 

0,52974 

0,81532 

0,07623 

0,68395„ 

9,93127 

— 

0,  288 

+ 

•Jhl 

288  58   3 

0,53425 

0,82783 

0,89768 

0,73109„ 

0,06266 



0,  515 

+ 

:i31 

29S  40  38 

0,53679 

0,83853 

9,90547 

0,76125„ 

0,16557 

— 

0,802 

+ 

2,  158 

+ 
+ 

381 

302  22  17 

0,5373« 

0,84756 

9,79473 

0,77901„ 

0,24762 

— 

1,  134 

+ 

2,388 

431 

30«   4  3« 

0,53607 

0,85509 

9,65441 

0,7869«„ 

0,31386 

— 

1,  497 

+ 

2,491 

— 

4,358 

+ 

11,252 

4SI 

315  51  23 

0,53283 

0,86127 

9,45704 

0,78872„ 

0,36732 

— 

1,  870 

8,228 
8,483 
11,034 
13,88« 

+ 

2,447 

-1- 
+ 
+ 

13,8»» 
18,  »44 
17,82« 
1»,  294 

r>;ii 

323  46   5 

0,52761 

0,80820 

9,11407 

0,77928„ 

0,41082 

— 

2,  235 

+ 

2,  245 

.%81 

82U  52  52 

0,52038 

0,87000 

8,32850„ 

0,78493„ 

0,44473 

— 

2,  571 

+ 

1,  884 

f.:lt 

337  Ifi  10 

0,5U10 

0,87278 

9,22738„ 

0,74370„ 

0,47106 

— 

2,855 

+ 

1,  386 

«81 

345   1   4 

0,49972 

0,87462 

9,49711„ 

0,71520„ 

0,49030 

— 

3,066 

+ 

0,707 

— 

16,955 

+ 

1«,  901 

731 

353  13  28 

0,48618 

0,87560 

9,66157„ 

0,87842„ 

0,50300 



3,  184 



20,  139 

— 

0,073 

+ 
+ 

19,828 
IS,  881i 
17,02» 
14,202 

TSl 

2   0  11 

0,47047 

0,87581 

9,78093„ 

0,63164„ 

0,50960 

— 

3,  188 



23,  327 
26  390 

— 

0,  942 

S31 

11  29  16 

0,45263 

0,8  7  526 

9,87467„ 

0,S7191„ 

0,51047 

— 

3,063 

— 

1,857 

8S1 

21  A'.l    65 

0,43284 

0,87404 

«,95099„ 

0,49417„|  0,5059» 

— 

2,  795 

29*  186 

— 

2,707 

<i;{| 

33  12  30 

0,4  1145 

0.87203 

0,01287„ 

0,38873„l  0,49854 

— 

2,  377 

— 

3,  603 

— 

31,562 

+ 

10,  05  » 

!'8l 

45  48  30 

0,38910 

0,88918 

0,06050„ 

0,23444„ 

0,48258 

— 

1,  814 

■ 

— 

4,  289 

+ 
+ 

0,  370 

1,  831 

lOIU 

5»  45  25 

0,36707 

0,88529 

0,09070„ 

»,97095„ 

0,46506 

— 

1,  127 

34,  503 

— 

4,  739 

ICSI 

7  5   8  '■> 

0,34704 

0,88011 

0,09787n 

9,09095„ 

0,44503 

— 

0,  356 

34,  859 

— 

4,  884 

3,  233 

li:(l 

'.11  61   1 

0,33123 

0,85331 

0,07208„ 

9,83704 

0,42371 

+ 

0,432 

34  427 

— 

4,607 

7,840 

UM 

lo;i  34  16 

0,32194 

0,84464 

9,99677„ 

0,16033 

0,40207 

+ 

1,  150 

— 

3,  «55 

— 

33,277 

— 

11,  7ft5 

1231 

127  43  42 

0,32081 

0,83306 

9,83721„ 

0,3212« 

0,38024 

+ 

1,705 

_ 

— 

2,974 

14,  769 
16,670 
17,214 
16,861 

1281 

145  37  42 

0,32804 

0,82140 

9,46627„ 

0,41133 

0,35863 

+ 

2,  028 

'  '  ' 

— 

1,  807 

1331 

1«2  39   8 

0,34234 

0,80726 

9,17144 

0,45571 

0,32756 

+ 

2,  095 

' 

— 

0,638 

1381 

178  24   9 

0,36149 

0,79199 

9,77115 

0,46439 

0,28798 

+ 

1,  930 

25  61« 

+ 

0,  353 

1431 

192  43  44 

0,38318 

0,77598 

0,00220 

0,43979 

0,23054 

+ 

1,  595 

+ 

1,  036 

— 

23,  924 

— 

15,825 

1481 

205  3»  56 

0,40553 

0,7  59  56 

«,13970 

0,37735 

0,14402 

+ 

1,  188 

22,  758 

+ 

1,342 

1531 

217  20  57 

0,42722 

0,74285 

0,23341 

0,25887 

0,00561 

+ 

0,718 

22,  040 

+ 

1,258 

13,  22r. 
12  4  14 

1581 

227  57  1« 

0  44746 

0,72569 

0,30205 

0,01968 

»,74763 

+ 

0,317 

21,  723 

+ 

0,  811 

in  31 

237  39  22 

0,46581 

0,70803 

0,35459 

8,85475 

8,56294 

+ 

0,015 

21  708 

+ 

0,  053 

12^30  1 

lliSl 

246  36  50 

0,48207 

0,89096 

0,39580 

0,05132„ 

9,73735„ 

— 

0,  149 

0,  »25 

— 

21,867 



13,281. 

1731 

254  57  57 

0,49617 

0,67276 

0,42821 

0,40959„ 

0,06988„ 

— 

0,  153 

22,  010 

— 

2,  050 

1  5,  330 

1761 

262  49  53 

0,50811 

0,05385 

0,45305 

0,63257„ 

0,20244„ 

+ 

0,012 

21,  998 
21,669 
20,857 

— 

3,221 

18!557 
22,887 
18,  147 

1831 

270  18  48 

0,51794 

0,63408 

0,47054 

0,80153„ 

0,39511„ 

+ 

0,3  39 

— 

4,330 

1881 

277  29  51 

0,52508 

0,61338 

0,47984 

0,94084„ 

0,49055„ 

+ 

0,802 

— 

5,280 

1H31 

284  27  43 

0,53143 

0,59153 

0,47925 

1,06I86„ 

0,55764„ 

+ 

1,352 



5,890 

— 

19,  505 

— 

34,037 

insi 

291  16  35 

0,53518 

0,5684« 

0,46484 

1,18942„ 

0,5«708„ 

-t- 

1,  906 

17,  699 

— 

6,098 

40  13  .'i 

2U3I 

298   0  24 

0,53698 

0,54427 

0,42936 

1,26660„ 

0,604S8„ 

+ 

2,339 

— 

5,  761 



— 

ti,  891. 
80,  665 
83,  833 

2081 

304  42  38 

0,53688 

0,51891 

0,-S5827 

1,35458„ 

0,56538„ 

+ 

2,471 

12,  78» 
10,  732 

— 

4,789 

2131 

311  26  52 

0,53488 

0,49267 

0,21338 

1,43302, 

0,43545„ 

+ 

2,057 

— 

3,  148 

2181 

318  16  41 

0,53089 

0,48699 

9,82223 

1,50056„ 

»,97757„ 

+ 

0,786 



0,93» 

— 

9,  948 



54,772 

2231 

325  16   0 

0,52495 

0,43960 

9,65033„ 

1,55406„ 

11,27513 

— 

1,  670 

1 1,  622 

+ 

1,518 

53,  257 

22SI 
23  31 
2;t81 

332  29   3 
340   0  43 
347  55  57 

0,51698 
0,50700 
0,49491 

0,41471 
0,39305 
0,37704 

0,40393„ 
0,67790„ 
0,85349„ 

1,58776„ 
1,59415„ 
1,55959„ 

0,77253 
1,04476 
1,22486 

^ 

5,  566 
10,  828 
16,730 

— 

17^  188 
28,013 
4  4,  743 

+ 

+ 
+ 

3,  562 
4,207 
2,333 

- 

4»!69.-i 
45,  4s» 

4  3,  1  5  .'> 

243  1 

356  20  53 

0,4Ml«8 

0,36928 

0,96107„ 

l,404fi1„ 

1,33915 

~- 

21,784 

— 

«6,  627 

— 

2,  605 

— 

45.  701. 
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genau  derselben  Weise  wie  in  der  vorstehenden  ersten  Rechnung.    Die  eich  ergebenden  niimerischen  Werthe 
findet  man  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt : 


180:i  + 

5  0  dw 

I50d. 

I 

1 

d'^ 

Vd^    i 

ds> 

2dw 

.. 

Idt 

181"» 
231 
281 
331 

- 

i;'248r, 

1,  5507 

_ 

0 
i;'2486 

— 

l"2  486 

- 

7;'350 

8,  147 

0 
—   7/350 

- 

o;'053 
0,  330 

_ 

0;'053 

+ 
+ 

+ 
+ 

8,  047 

+ 

0;'l67 

- 

1,  7748 
1, 9359 

_ 

2,7993 
4,  5741 

4,  0479 
8,  0220 

- 

8,754 
9,  147 

—  15,497 

—  24,  251 

- 

1,  818 
4,  176 

z 

0,  383 
2,  201 

6,  845 
5,  602 

+ 
+ 

17.  214 

24,06» 

6,  5100 

—  33,  398 

6,  377 

+ 

381 

2,  0465 

15.  1320 

0,  320 

7,  106 

+ 

4,  351 

431 

— 

2,  1158 

I 

S,   5565 
10,0723 

- 

23^6885 

— 

0,  272 

—  42,  718 

—  51,090 

— 

10,  347 

I 

13,  483 
23,  830 

+ 

3,  112 

+ 

+ 

34,012 
37,  124 

481 

— 

2,  1507 

12,  8230 
14,  9789 

— 

34,  3608 

— 

9,  018 

—  61,008 

— 

13,  713 

_ 

37,  643 

+ 

1,  897 

+ 
+ 
+ 
+ 

30,  021 

531 

— 

2,  1559 



— 

47,  1838 

— 

S,  570 

—  69,  878 

— 

16,  933 



54,  470 

+ 

0,  717 

39,  738 

581 

— 

2,  1343 



17,  1132 

— 

62,  1  627 

— 

7,  950 

—  77,  528 

— 

19,  855 



74,  331 

— 

0,419 

39,  319 

631 

— 

2,0872 



19,2004 

— • 

79,  275» 

— 

7,  184 

—  84,712 

— 

22,  351 



90,  682 

— 

1,  508 

3  7,  811 

6Sl 

— 

2,0145 

— 

98,  4703 

— 

0,  306 

— 

24,  246 

— 

2,541 



21, 2149 

—  9  1,018 

— 

120,  »28 

+ 

35,270 

731 



1,  9133 

23,  1282 

24,  9073 

— 

110,  0912 

— 

5,  353 

—  90,371 

— 

25,  41» 

_ 

146,  347 

— 

3,  610 

+ 

+ 
+ 
+ 

■11  7(iO 

781 

~" 

1,  7791 
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142,8194 

— 

4,  375 

—  100, 746 

— 

26,  752 



172, 099 

— 

4,  403 

27,  357 

831 

1,  0047 



26,  5120 

— 

167,  7207 

— 

3,  430 

104,  176 

— 

25,  156 



197,  255 

— 

5,  203 

22,  154 

881 

■ — 

1,  3803 

27,  8923 

— 

194, 2387 

— 

2,  695 

—  106,  771 

— 

23,  588 



220,  843 

— 

5,  885 

10,  20» 

93I 

1,  0936 

222,  1310 

1,  95» 

21,  084 

6,  413 



28,  0859 

—  108,  730 

— 

241, 927 
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9,  850 

981 
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0,  7316 

29, 7175 

— 

251, 1160 

— 

1,020 

—  110,  350 

— 

17,  859 

250,  786 

— 

6,  743 

+ 

3 ,  113 

I03I 

0,  2856 

280, 8344 

1,  683 

14,  218 

6,  816 

30,  0031 

—  112,  033 

274,  004 

3,  703 

1081 

+ 

0,2412 

2«,  7619 

— 

310, 8375 

— 

2,  192 

—  114,  225 

— 

10,906 

284,  910 

— 

6,  578 



10,  281 

1131 

+ 

0,8221 

28,  9398 

— 

340,  5994 

— 

3,  0S8 

— 

8,  735 

293,  645 

— 

5,  975 



16,  256 

1181 

+ 

1,  4005 

_ 

27,  5393 

~ 

309,  5392 

~ 

4,  170 

—  121,  483 

~ 

8.  402 

_ 

302,047 

~ 

4,  984 

_ 

21,  240 

1231 

+ 

1,  8998 

25,  6395 

— 

397,  0785 

— 

5,  129 

—  126,  012 

— 

10,012 

_ 

312,  059 

— 

3,  613 

_ 

24,  853 

1281 
I33I 
1381 

+ 
+ 
+ 
+ 

2,2509 
2,4195 
2,4139 

- 

23,  3886 
20,  9691 
18,  5552 

~ 

422,  7180 
440,  1000 
407, 0757 

^ 

5,  699 
5,793 
5,  525 

—  132, 311 

—  138,  104 

—  143,  629 

- 

12,  878 
15,  832 
17,905 

— 

324,937 
340,  769 
358, 074 

+ 
+ 
+ 

1,913 
0,042 
2,  150 

— 

26,  706 
26,  724 
24,  574 

I43I 

2,2052 

4S5.  0309 

5 ,  10  9 

18,  618 

4,  323 
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— 
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— 
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— 
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— 
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—  153,  489 
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_ 
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+ 
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_ 
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1531 

+ 
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— 
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— 
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— 

16,  330 
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8,  594 
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1581 
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+ 

1,  2658 
0,  8013 

- 
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Ul,  54  51 

z 

528,  8151 
510,  1015 

z 

4,  804 
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—  102,  908 

—  168,  290 

z 

13,  »67 
11,  273 

- 
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+ 

+ 
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17,  914 
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Ü,  2744 

_ 

~ 
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~ 
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_ 
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+ 
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— 
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— 
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+ 
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— 

571,  5704 

— 
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+ 
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—  204,  997 

—  220,  680 

^ 
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_ 

13,  795 
22,  768 

- 

487,  648 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

17,  893 
10,  245 

+  137,  874 
+  154,  119 

2081 

— 

7,  7654 

38,  6401 

— 

087,8470 

— 

34^  801 

—  328,  161 

— 

35,  746 



546,'  162 

13,  309 

+ 

167,428 

2131 

— 

9,  4339 

48, 0740 

— 

720,4871 

— 

40,  754 

—  368,  915 

— 

53,  230 



600,  392 

8,  69  7 

+ 

176,  125 

2181 

— 

11,  1055 

— 

774, 5611 

— 

40,  587 

— 

75,  112 

1,  935 

— 

50,  2395 

—  415,  502 

— 

674,  504 

+ 

178,  000 

2231 

— 

12,7827 

72,  0222 

— 

833,  8000 

— 

51, 619 

—  407,  121 

— 

100,  151 



774.  655 

— 

7,  363 

+ 

170,  697 

2281 

2331 

~ 

13,  9769 

14,  2510 

- 

85,' 9901 
100,  2501 

~ 

905,  8228 
991,8210 

z 

54,  796 
65,  123 

—  521,  917 

—  577,  040 

_ 

126,464 
145,  036 

- 

1040'  155 

z 

1»,  317 
33,273 

+ 

+ 
+ 
+ 

151,  380 
118,  107 

238. 

— 

13,  0535 

1  13,  3030 

— 

1002,0720 

— 

51,  670 

—  628,  716 

— 

148, 459 



1104,  014 

— 

47,  203 

711.  814 

2431 

10,  0527 

— 

123,  3  50  3 

1205,  3-.'.0 

44,  651 

12»,  386 

~ 

1324,  Olllj 

57,  »10 

12,  »2S 
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1H„;,+ 

' 

i„^M-      Ion.       K':/'       l-f,'^'    ,    K'"'  ,      J'            -J' 

■'"      1     "'■' 

2481<1 

2531 

2581 

2631 

2681 

27  31 

2S31 

2'.)81 
3031 
3081 
3131 
31S1 

5''22'4  1" 
15      9    41 
26    51       U 
37    37    30 
50    38    23 

65       1       9 
80    4«    44 
87    45      2 
115    31    40 
13»    30      4 

151      n    18 
167    30    35 
182    4  2   22 
1»U    30    41 

208    5»    3'J 

0,4(1433 
0,4I5'.I4 
0,42581 
0,40437 
0,38242 

0,30132 
0,34292 
0,32947 
0,32303 
0,32475 

0,33431 
0,35008 
0,36985 
0,3(1149 
0,41335 

0,37207 
0,38663 
0,41225 
0,44704 
0,48823 

0,53301 
«,5787» 
0,62351 
0,66545 
0,70346 

0,7369« 
0,7fi5»2 
0,79071 
0,81191 
0,'!3015 

l,«0-59„ 
0,99155„ 
0,«1071„ 
0,75945„ 
0,51201„ 

0,II44»0„ 

»,654ÜC 

0,14093 

0,24381 

0,22907 

0,13972 
9,9771  1 
9,71(436 
9,0201« 
»,37  194,, 

1,27449, 

u,8S7-n„ 

0,1280« 
0,83635 
0,94772 

0,92181 
0,8108» 
0,01318 
0,25995 
8,99«95„ 

0,1»312„ 
0,41271„ 
0,51279„ 
0,56377„ 
0,58853„ 

1,39405 
1,39234 
1,33858 
1,23943 

0,9288» 
0,71988 
0,45715 
0,06600 
8,78893„ 

9,99  117„ 
0,23214, 
0,36373„ 
0,451S7„ 
0, 51486,, 

—  24;'l50 

—  22,  7«7 

—  18,201 

—  12,231 

—  6,  «55 

—  2,541 

—  U,  152 
+     0,  757 
+     0,636 

—  0,  048 

—  0,  »12 

—  1,700 

—  2,274 

—  2,  582 

—  2,  «28 

—  90;'«77 

—  113,  444 

—  131,645 

—  143,870 

—  ISO,  531 

—  153,  072 

—  153,  224 

—  152,  4«7 

—  151,  831 

—  151,  879 

—  152,791 
-154,491 

—  156,  765 

—  15»,  34  7 

—  161,  »75 

M  M  1      M  M  +    ++  M  1 

—  »6;'soi» 

-  72,274 

—  93,431 

—  115,  121 

—  134,  034 

—  148,  304 

—  157,  S4S 
-182,411 

—  164,  12« 

—  184,061 

—  163,  43« 

—  163,  172 

—  163,  898 

—  185,  »31 

—  169,  3«« 

Die  siebente  Opposition  kann  jetzt  auch  in  den  Bereich  unserer  Kcchnungen  gezogen  werden ,  da 
aus  den  neuerdings  gemachten  Beobachtungen  sich  folgendes  Resultat  für  dieselbe  ergibt  vgl.  Band  VI 
Seite  328  : 


Zeit  der  Opposition, 
Meridian  von  Göttingen 


Tage  seit  Anfang  isu:)       heliocentrische  Länge 


geocentrische  Breite  = 


Febr.  21.  I9''25'"3i'| 


2974, 809386 


[2-] 
;Für  die  einzelnen  Oppositionen  ergeben  sich  aus  vinscrcr  Tafel  die  folgenden  ^^■erte  für  die  Störungen  : 

Opposition     ]         öt  |         hQ         |        soon        j      Zj  ndt      [         ö-^         |  5<ü  |        oe 


I. 

lSl!l02 

—       o;'05 

+ 

0','45 

—       0','601 

—      o;'io 

—    3;'6i 

+ 

o;'o2 

+       4;'68 

II. 

608,  21 

—     11,  17 

+ 

17,88 

—     17,204 

—       71,39 

—     77,82 

— 

75,  37 

+     39,23 

III. 

1064,47 

—     34,  58 

+ 

«,  sl 

—     29,977 

—     300,94 

—  112,39 

— 

275,95 

—       4,  82 

IV. 

l.^S.'.,  «1 

—     21,83 

— 

12,  4S 

—     11,82.^ 

—     529,81 

—  160,  90 

— 

420,  12 

+       0,  99 

V. 

2034,  89 

—     16,26 

— 

43,55 

-     28,115 

—     «59,  68 

—  2S0,  59 

— 

4  99,69 

+  147,  52 

VI. 

2457,68 

—     67,  3» 

— 

46,  12 

—  123,425 

—  1271,  15 

—  674,35 

— 

1325,  85 

+      10,77 

vn. 

2974,  81 

—  l,-.2,  12 

— 

163,  S» 

—    94,  923 

—  2421,91 

—  834,  09 

— 

1163,  53 

—  179,74 

"Wir  nehmen  nun   als  geniihertc  AVerthe  für  die  Normaleleraente ,    welche  wieder  etwa    für  l>«3.l5«d 


gelten 


i    =     3 4°:! 7' 4  6"« 
Q  =    172    2^    2»,  .-. 


n    =    77(i;'7372 

ind  berechnen   zur  ßustimm\uig   ihrer  Correctioneu    aus   den  beobachteten  heliocentrischcn  Längen,   gerade 
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1803  + 

dsow 

ld:,un 

..d50„ 

d-^ 

.a,     1      .. 

ildm 

da 

üde 

2481« 

5;'5136 

—  1328;'7319 

—  35;'802 

—  ^7;'532 

—  6ll'761 

—  48;'833 

2581 
2631 
2681 

+ 
+ 
+ 

3,  8035 

6,  4486 

7,  3092 

—  125,5227 

—  119,0741 

—  111,  7649 

—  1586,  9280 

—  1712,  4507 

—  1831,5248 

—  21,  921 

—  18,770 

—  16,  898 

—  758,  718 

—  777,488 

—  794,  386 

+  14,762 

+  45,  930 
+  56,547 

—  1430,  601 

—  1384,671 

—  1328,  124 

—  45,302 

—  30,663 

—  16,  796 

MM 

2731 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

6,  7427 

—  1943,  2897 

—  14,  893 

+  51,749 

—  5  8  6  3 

27S1 
2831 

28M 
293) 

5,2854 
3,  4381 
1.  6027 
0,  0500 

—  99,  7368 

—  96,2987 

—  94,  6960 

—  204S,  3119 

—  2148,  0487 

—  2244,  3474 

—  2339,  0434 

—  11,  990 

—  8,217 

—  4,206 

—  0,  758 

—  821,269 

—  829,486 

—  833,692 

+  39,  683 
+  27,  044 
-|-  20,090 
+  18,088 

—  1236,  692 

—  1209,  048 

—  1188,  958 

+  1,526 
+  5,  730 
+  7,  383 
+  7,508 

—  204,  452 

—  202,  926 

—  197,  196 

—  189,  813 

—  94, 6460 

—  834,  450 

—  1170, 870 

—  182,  305 

29  81 
3031 
3081 
3131 
3181 

— 

1,  0039 

1,  82S6 

2,  2319 
2,  4040 
2,  4265 

—  95,  7399 

—  97,5685 

—  9!l,  S004 

—  I(l2,  2044 

—  104,  6309 

—  2433, 6894 

—  2529,4293 

—  2626,9978 

—  2726,  79S2 

—  2>,2!>,  Ü02i; 

—  2933,  6335 

+  +  +  +  + 

—  832,  356 

—  830,  106 

—  827,  150 

—  824,  587 

—  822,  725 

+  20,157 
+  23,  937 
+  27,571 
+  30,164 
+   31,671 

—  1150,  713 

—  1126,  776 

—  1099,205 

—  1069, 041 

—  1037,  37(1 

+  +  +  +I 

—  175,  807 

—  170,  925 

—  167,  928 

—  166,  882 

—  1(17,  724 

wie  in  der  ersten  Rechnung,  die  ■\\'erthe  der  Epoche  der  mittlem  ],änge  wie  folgt: 


Ol 

277»38'59;'l7 

336°59 

12;'6  7 

6  7« 

18'  16/89 

223»33' 

50;'20 

303« 

5  8 

20,"5S 

359 

34' 

27;'29 

152*41'  27;'75 

Q 

172  28  29,05 

172  28 

47,  38 

172 

28  30,  31 

172 

28 

17,  02 

172 

27 

45,95 

172 

27 

43,  38 

172 

25  45,  61 

34  37  45,95 

34  37 

34,  83 

34 

37  11,42 

34 

37 

24,  17 

34 

37 

29,  74 

34 

36 

38,  61 

34 

35  13,88 

S 

+  33  41   4,98 

+  10  27 

3,72 

—  33 

40  32,  87 

+  28 

14 

54,  73 

+  27 

20 

32,  29 

—4 

53 

1,98 

—  13 

6  31,  65 

V 

275   3  20,  53 

333  51 

47,  85 

6  9 

53  47,  97 

228 

~h2 

"48,  72 

298 

31 

39,  95 

1 

~T 

57,17 

148 

52  48,  46 

ü> 

121   8   0,02 

121   6 

44,  63 

121 

3  24,  05 

121 

0 

59,  88 

129 

5  9 

40,  31 

120 

45 

54,  15 

120 

48  36,  47 

9 

14  12  43,  89 

14  11 

29,  68 

14 

10  55,  11 

14 

10 

0,  60 

14 

0,  91 

14 

1 

33,  15 

13 

58  53,  41 

V- 

(ö   153  55  20,  51 

212  45 

3,22 

308 

50  23,  92 

107 

51 

48,  84 

177 

31 

59,  64 

240 

19 

3,02 

28 

4  11,99 

M 

139  10  10,  21 

230  38 

5,  89 

328 

18   2,61 

79 

50 

56,99 

176 

46,23 

266 

36 

12,  28 

16 

53  56,  10 

L 

260  18  10,  23 

351  44 

50,52 

8  9 

21  26,66 

200 

51 

56,87 

297 

26,54 

27 

22 

6,43 

137 

42  32,57 

La 

260  18   5,  65 

351  45 

22,  78 

89 

26  32,42 

201 

n 

45,  69 

29  7 

1  1 

58,70 

27 

43 

138 

25  54,22 

ih' 

254  56  43,42 

254  56 

46,  66 

254 

57  15,53 

25  4 

57 

25,  66 

254 

39,08 

254 

SS 

6,90 

254 

58  17,  83 

Ferner  ergeben  sich  die  Werthe 

„,+  ,..    _„,4,...    I    -0,446    I    +0,315    I    -0,065    j    -0,595    I    -0,179    1 
„:    -1,210    1    +1,447    I    +1,185    I    —2,013    |    -0,124    !    +  1,«S5    | 

Es  folgen  hiera\is  die  Correctionen  der  f^lemente  : 

A«i  =  -5;'8 
i  o  =—1,2 
In  =  —  0,  00  12 

id  nach  ihrer  Anbringung  die  verbesserten  '\^'el•the 

iT)    =    121"     7'.^4;'2  H    =  770','7360 

tf   =       14    12    46,3  C     =    254''56' 38;'l9. 

Für  die  einzehien  Oppositionen  erhält  man  für  die  Epoche ; 

254<'56'46;'8li    [   :li;'23   |    30/58   |   36;'99    |   35;'o4    |   42/70    |    34/95 
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und  es  bleiben  folgende  Unterschiede  in  den  mittleren  Längen  übrig  'vgl.  Bd.  VI  S.  32«, 
4-  b/a:  I  —  u;'uo  I  +  i;':)9  |  —  i','-i(i  \  — 3;'i5  I  +  4;'5l  1  —  3','i*. 
Zur  Bestimmung  der  Correctionen  At  und  Aq   stellt  sich  die  Rechnung,  wie  folgt 

7«;'.  3.5     I 


n  =  770,  724IP 

p  ^  0,4tS  071ti 

r  =  0,523  26B7 

ß-7  =  12'>45'32;'6C 

Y  =  +33    41      3,  34 

Y-0  =  +  r,'64 


0,415  275« 
0,515  55UÜ 
4"'34'42;'04 
+  10    27      7,  76 


0,415  40S4 
0,353  3334 
20°50'2«"13 
—  33    40  28,  77 
—  4;'lO 


770;'41Pl)5 
IJ,4l5  323i:       ' 
0,449  2217 

13''5«'27;'ü» 


77ü;'|7S7 
0,4155730 
0,537  042« 

10<'23'38;'I8 


+  28    14  58,  5r+27    20   15,42 
—  3;'78l  — 16,"87 


788;'2«7S 
0,416  7063 
0,472  2310 

2''2»'4','b2 

-4    53  5,  48 

+  :i;'50 


7(18','SS75 
0,41«  «S»3 
0,332  7308 

10°  4  2'    5;'»4 
-IS      6  18,8« 

—  is/m 


Hieraus  ergeben  sich  wieder  sieben  Gleichungen  von  der  Form 

cAQ+fM  =  T-«, 
welche  in  unserm  Falle  lauten : 

+  0,1*870  At+ 0,1252  An   =  +     i;''i4 

+  0,3815  Ai+0, «43«  AQ    =  —     4,04 

—  0,9869  Al+ 0,1251  AQ  =  —  4,10 
+  0,8916  A»  —  0,33«5Aa  =  —  3,  7S 
+  0,8725Ai+0,3610  Aß   =  — l»,87 

—  0,184GAt  + 0,6914  AQ    =  +     3,50 

—  0,4725  At— 0,6154  AQ   =  — 18,14. 

Da  bei  der  Ausführung  dieser  Rechnung  die  Beobachtungen  der  siebenten  Opposition  noch  nicht  vor- 
lagen und  die  Breite  der  fünften  Opposition  schlecht  beobachtet  war,  so  geben  wir  das  Resultat  nur  mit 
Berücksichtigung  der  vier  ersten  und  der  sechsten  Gleichung,  nemlich 

At  =  —  i;'-  AQ  =  —  s;'«, 

Avonach  die  corrigirten  A\'ertlie 

i    =    34<'37'44;'3  Q    =    1  72»  2»'  20;';i 


werden.    Nach  Anbringung  der  gefundenen  Correctionen  bleiben  folgende  Unterschiede 
Breiten  übrig  (vgl.  Band  ^^  Seite  329, : 


den  geocentrischen 


-1>5| 


:'2o|-3;'.v.  I 


»9  I  [— 2i;'42,  I  —  2;'ll  I 


NACHLASS. 


[V.  ALLGEMEINE  STÖRUNGEN 

DER  PALLAS  DURCH  JUPITER. 

ERSTE  RECHNUNG.] 

[BEGONNEN  1811  AUGUST.] 


[1.] 

[Zur  Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie  der  Störungen  der  Pallas  durch  Jupiter  wurde  im  Grossen 
und  Ganzen,  wie  bei  der  Rechnung  der  speciellen  Störungen,  die  in  der  «Exposition  etc.«  (Seite  449  u.  4ii5 
dieses  Bandes)  auseinander  gesetzte  Methode  angewandt.  Da  indessen  hier  beabsichtigt  wird,  die  all- 
gemeine Theorie  zu  geben  und  nicht  nur  die  numerischen  Werthe  der  Stöningen  für  einen  gewissen  Zeit- 
raum zu  berechnen,  so  werden  die  Gleichungen  für  die  Störungen  hier  in  etwas  anderer  Form  aufgestellt 
werden  müssen  als  dort.  Diese  sollen  darum  hier  noch  einmal  zusammengestellt  werden,  wobei  die  Be- 
zeichmmgsweise  dieselbe  bleiben  soll,  wie  bei  den  frühem  Rechnungen  (Seite  473  dieses  Bandes). 

Die  Coordinaten  von  Pallas  und  Jupiter  «-,  v,  r',  w'  berechnen  sich  aus  den  elliptischen  Elementen 
nach  bekannten  Formeln ;  ferner  zur  Berechn\mg  der  gegenseitigen  Balmlage  dienen  die  Formeln  vgl. 
Seite  4  59  dieses  Bandes): 

sin  -J  J .  sin  J  A  -f-  JV)  =  sin  i  [i'  +  i] .  sin  4-  ( Q '—  Q  j 
sini-J.cos'(A-l-iV)  =  sini(i'-i).cosi(Q'-Q) 
cos -•  J . sin  J  (A  —  iV)  =  cosA(i'-l-i).8in^(Q'— R) 
cos  'j  J  .  cos  j  'A  —  iV)  =  cos  ;  i'  —  i] .  cos  J-  ( S^ '—  Q ), 
aus  denen  sich 

J  =  Neigung  beider  Bahnebenen, 
Q  -)-  A  =  Länge  des  Knotens  der  Jiipitersbahn  auf  der  Pallasbahn,    gezählt  auf  der  letztern, 
Q'  -\-  N  =       n  »  ..  ).  »  »       i>  »  >.  »      »      erstem 

ergeben.     Weiter  hat  man  zur  Berechninig  von  v'  und  ß'  die  Gleichungen 

tanglv'-Q-A'  =  cos  J  .tang  ;«<;'- 3'- JV) 
2 ;  taug  ß '  =  tang  J  .  sin  (v '  —  Q  —  A) 

sinp'  ^  sinJ.sin  tv'—  Q'—  N), 
TU.  62 
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XAf  HI 

ASS. 

n  letztem  zur  C'ontroUe 

diene 

1  kann. 

Ferner  findet  sich 

$  =  i'cosß'cos 

iW 

-<-■') 

99 

=  r'r'  +  rr-irZ 

T,  =  r'co8|Vsm 

V 

-"') 

A 

=  7--h 

C  =  r'Binß' 

T=^-aM 

V  =  arAr) 
W=  crAC 

« 

COS<(. 

Der  AVerth  von  a  ist  noch  mit  der  Zahl  2ofi2ns"  zu   multipliciren,    womit  man  alle  Grüsseu  ausgedrückt  in 
Bogensecunden  erhält. 

Nach  den  Gleichungen  3,  Seite  474,    gelten   dann    für   die  Störungen    der  Neigung    und   der  Knoten- 
länge die  Kelationen: 

-^   =  COB(V-a].W 

ndt 
*)  .r,  , 

~  =  ^-^sinlB-Ql.TF. 
ndt         sint 

Für  die  Störungen  des  Perihels  ergibt  eine  leichte  Transformation  der  genannten  Gleichungen : 

i)  — ^  =    1  —  cos  t'  — \'  -  +  —  cos  V  —  w) .  T !  2  +  e  cos  r  —  üJ  j  sin  v  —  ü>,  .  V. 

nat  nat        e  «  '  ' 

Für  den  halben  Parameter  2',   der   an  Stelle   der   Excentricität   eingeführt   werden   soll,    ergibt  Glei- 
chung 83  der  Exposition  mit  Berücksichtigung  der  veränderten  Bedeutung  von  V: 


ndt 


2  a  cos  ;p' .  V, 


d  logp 
«dt 


Weitem  ergeben  die  Gleichungen  .1,  Seite  4"  l 
d  log  hj-p  n    .       _  . ,    _,       ;i«acos 


-tangi<p(2-|- 
.  dQ 

_. ,1  —  COSl   i— 

id«  ndtj  ndt 


( dm        ,  .    dQ\    ,    ,  .   dQ     ,  _ 


Legt  man  nun  der  ganzen  Rechnung  sowohl  für  Pallas  wie  für  Jupiter  ein  elliptisches  Elementen- 
system zum  Gninde,  so  sind  offenbar  die  Grössen  T,  V,  W  ebenso  wie  die  Differentialquotienten  der  Ele- 
mente periodische  Functionen  der  mittlem  Anomalien  beider  Planeten ,  also  der  Grössen  M  und  M'.  und 
lassen  sich  durch  trigonometrische  Reihen  darstellen  nach  Vielfachen  dieser  beiden  Argumente.  Man  kann 
darum  hier  die  in  der  Theoria  interpolationis  methodo  nova  tractata  (Band  III,  Seite  2(15)  gemachten  Unter- 
suchungen benutzen  und  die  Coefficienten  dieser  Reihen  bestimmen ,  indem  man  die  numerischen  Werthe 
von  T,  V,  W  für  eine  Reihe  von  Werthen  von  M  und  3/'  berechnet,    die  je    eine  ganze  Periode  un 
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Zu  diesem  Zwecke  sollen  die  in  der  genannten  Abhandlung  abgeleiteten  Formeln  in  den  folgenden 
Artikeln  noch  einer  Umformung  unterworfen  werden ,  durch  welche  sie  für  die  Lösung  der  vorliegenden 
Aufgabe  möglichst  einfach  gestaltet  werden.] 

[2.1 
[Sei  X  eine  Function  des  AVinkels  x  von  der  Form 

X  =  «o  +  o,  cos a;  +  «2  cos  2 a;  +  «3  cos  ix  -\ 

+  ß,  sin  X  +  |3j  sin  2  x  +  ,3,  sin  3  a;  H —  • 

und  seien  für  [i  äquidistante  Werthe  von  x,  nemlich  a;  =  0,  a,  2a,  3a,  ...  (fi— l)a  die  entsprechenden 
"Werthe  von  X,  nemlich  X  =  A„,  A^,  Ä^,  . . .  A^^^  gegeben ;  sei  femer  [j.a  =  3  60",  so  dass  die  ja  Werthe  von 
X  den  ganzen  Kreisumfang  in  fji  gleiche  Theile  theilen,  und  nimmt  man  noch  an,  dass  ja  eine  gerade  Zahl 
sei,  so  kann  man,  indem  man  jx  =  2to  setzt,  nach  Art.  22  der  Theoria  interpolationis  methodo  nova  tractata 
;Band  III  Seite  2;is;i  die  -im  Coefficienten  «„,  et,,  or^  .  .  .  a,,,,  ß,,  ßj  .  . .  i3„  .^  bestimmen  und  so  eine  angenäherte 
Darstellung  der  Function  X  erhalten. 

Aus  dem  in  der  genannten  Abhandlung  (Band  III,  Seite  29  0)  abgeleiteten  und  dort  mit  T  bezeich- 
neten Ausdruck  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  die  folgenden  Gleichungen : 

«i(/„  =  .4a  +  .il,  cos»«a  +  ^2cos2>ia-j l-4„_iCos  f|A— i)Ma 

m  ß„  =  Ai  sin  na  +  A^  sin  2na  -\ \-  .<i„_,  sin  (jj.  —  l\na, 

wo  dem  Index  n  die  Werte   l ,  2  ...)«—  l  zu  ertheilen  sind,  während 

(j-oto  =  Ao  +  A+A,  +  A,  +  ---  +  A,,_, 
|jLc<„  =  Ao-A,+A,~A,  + A„_, 


ist. 


Diese  Gleichungen  sind  noch  bedeutender  Vereinfachungen  fähig : 

Es   ist  cos((A  —  l)na  =  cos»ia  etc.,    sin  [^l.—  -i  na  =  —  sinwa  etc.,  so  dass  man  schreiben  kann: 

»na„  =  iB„  +  J5,coswa  +  BjC0s29iaH hJS„_  cos  ^-^  -  i)  wa  + iB„  cos  ^«o 

>nß„  =  C,  sin»irt+ CjSin2»jaH h  C„_    um  (^-^ -i\na, 

£„  =  2^,    B,  =  A,+A,,_u    B^  =  Aj  +  A^_„,     ...    B„        =  ^„       +  4„      ,    B„  =  2^,, 

3-1  j-l  v  +  l  i  , 

Weiter  ist 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist. 
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Ist  also  sowohl  »1  «  i  o  ^  -^  m  ungerade,  so  hat  man 

mn„  =  iZ><,  +  /J,co8Ha  +  X»,coB2na+--  +  D„_    co8^-ü-j^iia 
1)  4     i        \  ^         / 

w  ß„  =  i'i  sin  »la  +  i,',  ein  2  »i  n  H 1-  A'„        sin  (  •*  -  1 J  ti  a, 

D.  =  £„-£.,,     D.=B.-B„  D.^B.-B D„        =  B„       -  JJ„ 

J?,  =  C,  +  C,      ,     E.  =  C,+  C„      ,...£„        =  C        +C 

Ist  »1  ungerade  und  -^  =  m  gerade,  so  hat  man ; 

wio„  =   'D.  +  D.cosJia  +  DjCos-inaH i--D„_    cos|ii-ij»ia 

»i3„  =  £,  sin  w a  +  ii's  sin  2 »I a ^ f- -t'„       sin  (—   -  1 1  «a  +  i£„  sin  —  »in. 

wo  wieder 

A  =  J5„ 


!>,=£,-  B„      , 

...  z>, 

=  -B,,       --B., 

"-1 

I- 

t-i         T+J 

i-  =  c.  +  cj   ^, 

•  •  ■   -E,, 

=  V.  +  ^^-f.' 

^u   =    2C. 

T                      ^ 

Ist  M  gerade  und    ^    =  in  ungerade,  so  hat  man  dagegen: 

wa„  =  |fi  +  F,cos«a  +  F,cos2naH [- -F",,        cosl— —  ijwa 

»iß,,  =  G,  sin  na  +  Cr,  sin  2>ia^ h  ö„     ^sinf— —  fj«a, 

wo 

j<'o  =  £o  +  JS„,    F,  =  £.+£„      ,    K  =  £,  +  £, F„        =£.,     ^+B„ 

G,  =  C,-  C       ,     G,  =  C.-  C,^      .     ...     G„       =  C,       -  C 

Sind  K  und     -  =  vi  beide  gerade,  so  ist  wieder : 

2  " 

»na     =  ;F„+ 2'',cos«H  +  l'(,cos2naH 1- F„       cos  (— -  l  )«a  +  }F„  cos-!ino 

mß„  ^  G,  sin  n«  +  <?2  sin  2)ia+ h  ö',,       sinf- ijna, 

wo 

jr„  =  J?„  +  JS  ,    JF,  =  B.  +  B,      ,    ...    F„       =  B         +  B„      ,     F    =  2B 

G.  =  C,-C,      ,      ...    G,        =  C„       -  C       . 
s-l  i-J  T-l  r  +  1 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Berechnxing  der  Pallasstörungen  soll  -^  =  »«  stets  gerade  angenommen 
werden,  und  aus  diesem  Gninde  sollen  auch  nur  die  beiden  Formeln  2  und  4  weiter  entwickelt  werden : 
Betrachtet  man  zunächst  den 

Fall,  wo  71  ungerade  ist, 

ulso  die  Formel  2,  und  setzt  man  dort  m  —  n  statt  n,  so  kommt 
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<«,„-„  =  ^  A  +  A  cos  (-^  -  nj  a  +  A  cos  '^  ( y  -  «]  a  +  ■  ■  ■  +  A_    cos  ( Ji  -  i  V-^  ^  „j  ^ 


Da  aber 

cos  (— —  w|  a  =  — 


:|-!i--wjrt  =  +cos2wa,  ...  cos  |-!^  -  i  j  |-|^  -  w)  a  =  +  cos  (-^  -  l )  nc 


■  sin  M  a,     sin  2  U-  —  »j  a  ^   —  sm  2  n  a. 


1^  _  ,  U  fi 


^  +  sm  I  -^ 1 1  w  a,     sm  -^ 


wo   das  obere  oder  mitere  Zeichen    gilt,   je  nachdem  ~  ^  —-  ungerade    oder    gerade   ist,    so  wird    für 
ungerade : 

Y:«n  +  ««.-«l  =  -JA  +  Acos2«a  +  Acos4«a  +  .-.  +  A_^cos(-fi-ij„a 

"  K  -  «m-«)  =  A  COS  na  +  A  cos  :!  «a  H h  A,       cos  (ü  -  -A  na 

5)       2  »^2        ^■'         / 

Y'ß»+ß»-«'  =  Asi"««  +  Asin  3«a+---+ A_2sin  [^  -  2\na  +  iE^^^m  ^na 

Y  'ß«  -  ß«-„)  =  A  sin  2na  +  A  «in  4  «a  +  ■  •  •  +  A  _j  ^i"  (y  "  ')  ««- 

und  für  —  gerade : 

—  «n +  «»-«)  =  iA  +  Acos2)!a  + Aco3  4«aH 1- A,_,  cos  (-^i -^  2|  wa 

—  :a„  — «„,_„)=  DiCos«a  + AcossimH (- A.       cosj— — ijwa 

^?n+P»i-nl=  E^smna  +  E^sm  ■ina-\ 1- A,        sin  ('''-- lj  )«« 

^  :^^  _  ?„i-7!)  =  A  sin  2  «  a  +  A  sin  4  «  a  + 1-  A,       sin  |  --  —  2  j  n  ri  +  5  A«  ^™  ~  w  a. 

Für  den  Fall,  dass  n  gerade  ist, 
hat  man  in  der  Gleichung  4  : 


coswa     etc. 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  -;-  ungerade  oder  gerade  ist.    Die  Gleichungen  4  gehe 
also  in  die  folgenden  über: 

Wenn  sowohl  —  wie  —  ungerade  ist : 
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ma„  =  ,//„  +  //,cos»ia+//jC082»iaH \- 11,,     ^  cos  |-!i  — }|»ia 

mßn  =  J,  sin  na+  JjSin'^iirtH 1-  J^,        sin  I-!- — l\na, 

wo 

ß„  =  Fo-F,    H,  =  F,-F //         =  F„       -F, 

3,  =   G.  +  G J,         =   G„       +e„       ; 

i'-»  iJ-i  ^-i         r  +  1 

wenn  -^  ungerade  und  —  (gerade  ist : 

mv„  =  •  i/(,  +  7/,  cos  )ia  +  27,  cos  2  na -1 ^■ -^u       cosl  — —  ijna 

81  ' 

«!?„  =  Ji    sin  na  +  J,  sin  2wa  + 1-  J„       sin  |— —  i]  na+ JJ,,  sin —na, 

■WO 

Fo  =  Fo  -  i^,.,    //,  ==  F,-F„      .    ...    H        =  F       -F 

-f  -.—1  »  —  1  T  — 1         ir+l 

J,  =    G.+  G, J,.         =   <?„        +(?„       ,     J,.  =   2Ö; 

i  — >  ?  — 1  I  — 1  S  +  l  «  TT 

■wenn  —  gerade  und  -^  ungerade  ist : 

»ia„  =  ä/",  +  Ä',cos«a  +  Äicos2na-| [-K„       cosf— —  J^lna 

mßn  ;=  X,  sin  «a  +  X,sin  2na-| |-i„        sin|  — —  ijna, 

■wo 

£-„  =  Fo  +  F„,    JT,  =  j^.  +  j-,,     ,    ...    jf„       =  j;',,      +j'„ 

L.  =  G.-G.,      ,    ...    i„        =  G,       —  G,       ; 

;venn  .^  und  —  beide  gerade  sind; 

»na„  =  iÄ'o  +  X,cos«a  +  Ä'jCos2wa-i h-ff,,       cos  1^— ij  na  +  j7i„  cos  — na 

TOß„  =  i,  sin  na +  ij  sin  2  «a-1 |--^u       sinl^— ijna, 

■wo 

TTo  =  j'o  +  iv,   ir.  =  F,  +  j;,    ,   ...  js"„      =  7^„     +7=;,    ,   7ir„  =  21^^ 

's  T-»  ä-1  5-1  ir  +  >  F  T 

L,=  G,-G,,      ,    ...    La       =  ffu       -  G„      . 
»  — >  i  — 1  ¥—1  isr  +  l 

Die  Formeln  7,  s,  o  lassen   sich   nicht   weiter   in    derselben  Weise   zusammenziehen;    wohl    aber   die 
Formel  10,  bei  der  —  als  gerade  vorausgesetzt  w^irdc. 
Es  ist  nemlich  wieder: 

cos  — na  =  +  1,    cos(-i^ —  i  )»ia  =  +cos«a    etc. 


+  sm  na    etc., 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  —  ungerade   oder  gerade   ist.     Hiemit   wird,    wenn 
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\ind  —  beide  ungerade  sind: 

m  «„  =  {  3Io  +  M,  cos  n  a  +  il/,  cos  2  n  a-\ \- M  ^,         cos  (^  -  !  ]  n  a 

m ß„  =  iV,  sin  na  +  iVj  sin  2 « a  H \- N ^         sin  f-^  -  ^\  na, 


M,-- 

=  ^0-^«. 

M,  =  K,-  Kf,      . 

...  M^,    _  =  ir„      -ji:„ 

ff  — 1 

T-ff-4              Tir-i          Ä  +  i 

JVr,  =  i,  +  i„      , 

...    iV„      .  =i,,        +z„ 

¥-1 

u-i          U-i        -,,  +  ä^ 

wenn  —  ungerade  und  —  gerade  ist : 

»Hff„  =  i3i„  +  M,cosna  +  3Leoii2na-\ \- M  „        eos(-^-  Ana 

12-1  "  ^"'        ^"'        '^ 

wß„  =  2V,  sin  na  +  N^  sin  -ina+.-.  +  N,,        sin  f-!^  -  i)  na  +  %N 

wo 

J/o  =  5'o-Ä-„,     M,  =  K,-K,,      ,  ...    il/„         =  A'„        -AT,, 

J  ff-l  -U-l  is-l  rs  +  l 

iVT,  =  i,  +  i^       ,  ...     N .,  =£„,         +i, 

wenn  —  gerade  und  —  ungerade  ist : 

mc',.  =  5P„  +  P,cosMa  +  P2Cos2MaH \-P  ,,      ^co^i^-Ana 

13)  ^''^    y''     ' 

mß„  =  §,sinwf«+ g2sin2««H ^<2/'_,  ä'°  (-I7  -  5)"«. 

wo 

P^  =  K^  +  K^„    P,  =  K,  +  K, P„      ,   =  Äu      ,+Ä",, 

'ff  ff  — 1  TU  — 2  i-«- i  i-B+i 

q^=  L,~  L„_   ,       .     .       §„_,=!,„  -  i  „        ^  ; 

ff      1  TT       2  Tff  — i  "TiS  +  l 

wenn  —  und  ---  beide  gerade  sind : 

moL,,  =  iP„  +  P,cos«a  +  P,cos2na+.-.  +  P„         cos  (-5i  -  i]«a  +  iP  „   cos-i^Ma 

-)  "-'  ;;;         ^'^  "■■ 

'»ßii  =  Qi  sin  wa  +  (^a  sm  2  wa  -j 1-  <2  „  sin 1    «a, 

TE  - 1         Vi"         / 


p„  =  Ä-„  +  ir,„  p,  =  7f,  +  Ä;,    , 

...   Pa 

=  K,, 

+  ir 

ff                   ff— 1 

Tif  — 

'                   TT!  — 

1 

(3.  =  i,-i„ 

...    Q^_ 

=  £,„ 

-i 

fiT  +  l 

Es  ist  leiclit  zu  übersehen,  dass  aucli  Formel  14  eich  weiter  traneformiren  lässt  und  das  einge- 
schlagene Verfahren  überhaupt  beliebig  weit  fortgesetzt  werden  kann,  je  nach  dem  AVerthe  von  p. ;  es  soll 
indessen  darauf  verziclitet  werden,  hier  noch  weitere  Transformationen  auszuführen,  nicht  bloss  weil  sie 
ohne  Weiteres  einzusehen  sind ,  sondern  auch  weil  man  für  den  hier  vorliegenden  Zweck  nicht  weiter  zu 
gehen  braucht.] 
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[3J 

[Die  im  voratchcndon  Artikel  abgeleiteten  Formeln  sollen  n\in  fQr  die  bei  der  Berechnung  der  Pallas- 
stoningcn  angewandten  Fälle  specialisirt  werden,  nemlich  für  (i=  12,  24,  4S,  wobei  fast  überflüssig  ist  zu 
bemerken,  dass  man  alle  vorkommenden  Winkel,  welche  grösser  als  au*  sind,  durch  solche  aus  dem  ersten 
Quadranten  sofort  ersetzt. 

Es  soll  zunächst  die  Specialisining  für  [x  =  48  ausgeführt  werden.  Hier  wird  das  grösste  vorkom- 
mende Vielfache  von  o  gleich   IIa  =  82* 3u'  sein. 

Man  erhält  mit  Hülfe  der  Formeln  1 2  des  vorigen  Artikels  : 

2  4  2,   =  ;  M^  +  Ml  cos  4  a  +  ifcf,  cos  s  a 


Femer  aus  den  Formeln  14 


denen  man  die  beiden  : 


beifügen  kann. 

Femer  ergibt  sich  a\is  s  : 


24?,     = 

J\r,sin4a  +  iV.sinsa  +  ii^, 

24  a„  = 

\  3/„  -  M, 

24  ?„   = 

Ni-iN, 

24  7jo  = 

\Mo  -  M,  cos  4  a  +  M.,  cos  sa 

24ß,„  = 

iV,  sin  4a  —  N.^  sin  s  a  +  i  J\', 

1  14  ; 

24  Og    = 

1  Po  -  Ps  +  P,  -  P.  cos  s  a 

24  p,    = 

(Öi+Ö.  sin  s>a, 

2  4a„  = 

•:P„  +  P,  -  P,  +  P,  cos  8  a 

24ß.e  = 

(?.-«.  sin  sa, 

Po  +  P»  +  Pi  +  P2I 
Po  -  P,   -  (P,  -  P.  I 


24a,    =  \Ha  +  HiCOila  +  Kj cos  4 o  +  i/j cos  t; o  +  2/, cos  s a  +  ifj cos  1 0 o 

24  ß,    =  J, 8in2a-j-  Jjsin4a+  J3sinfia+  J^sinso^-  Jjsinioa  +  Jj, 

24  «,    =  ^flo  -  fl^.  +  W,  ~  II,  -  7/5  cos  fi  a 

24fle   =  J,-iJ,+  J, +Js  — Jj  sinfia 

24  a,o  =  i  ffo  +  .ff,  cos  1 0  a  —  i?,  COS  4  a  —  H,  cos  o  a  +  If,  cos  s  a  +  H^  cos  2  a 

24ß,o=  JjSin  100+  JjSin  4a—  Jjsin  6a  —   J, sin  8 a  +  Jj sin  2 a -f- J^ J, 

24  «n  =  4  fl„  —  if,  cos  1 0 a  —  äj  cos  4  a  +  H, cos  « a  +  27, cos  8 a  —  flj  cos  2  a 

24  j},,  =  J,  siii  1 0  a  —  J._,  sin  4  n  —   J,  sin  fi  a  +  J«  sin  8  a  +  J,  sin  2a—  J  J, 

24  a,s  =  4  1/0  -  ■'^^  -  11,  ~  Jh  -  n^  cos  6  a 
24  3,8  =  -  J,  +  J  Jo  +  J,  +  J3  -  Jj  sin  li  a 

24  oTj,  =  j  flo  —  ^1  cos  2  a  +  H,  cos  4 n  — 1/3  cos  « a  +  if,  cos  8  a  —  Ä, cos  1 0  a 

24  ßj,  =  J,  sin  2a—   J,  sin  4  a  +  J3  sin  n  a  —   J,  sin  s  a  +  Jj  sin  1 0  a  —  J  J,. 
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J  Do  +  D^  C08  2  a  +  2)4  cos  4  a  +  Dj  cos  6  a  +  D^  cos  8  a  +  Dm  cos  1 0  a 

E^  sin  2  a  +  E^  sin  4  a  +  E,  sin  6  a  +  Eg  sin  8  a  +  Ei^  sin  1 0  a  + 1  i7,j 

I  D„  -  Da  +  iDj  -  De  -  D.o)  cos  6  a 
£•4  -  i  £",2  +  I.Bj  +  Ee-E,o:  sin  (i  a 

|Du  +  Dj  cos  1 0  a  —  D,  cos  4a—  7^,  cos  f.  a  +  Dg  cos  8  «  +  D,o  cos  2  a 

Ji'jSin  loa  +  ijsin  4a  — J?, sin  fia  —  i^^sin  8a  +  £',jsin  2a  +  iE,i 

iD^  —  D2  cos  10«  —  D^  cos  4  a  +  D^  cos  6  a  +  D3 cos  8a  —  D,, cos  2  a 

E^  sin  1  oa  —  JS^ sin  4  a  —  E^  sin  6  a  +  .Ej sin  8  a  +  £,„  sin  2  a  —  ^i^^ 

iDo  -  D,  -  (D,  -  De  -  D,„)  cos  6  a 

-Et  +  iEi^  +  [E,  +  Ee-  E,„:  sin  6  a 

I D,,  —  Dj  cos  2  a  +  D4  cos  4  a  —  Dj  cos  6  a  +  Dg  cos  s  a  —  D^„  cos  10a 

JE^2 sin  2 a  —  ^54 sin  4 a  +  £", sin  fia—  .Bg sin  s a  +  jB,o sin  loa—  J £■„ 

man  theilweise  nochmals  ihre  Summe  resp.  Differenz  bildet  : 

=  ;Di  +  D,)  (cos  a  +  cos  7  o)  +  (D^  —  D,i   cos  5  a  —  cos  1 1  a 

=  [El  —  E.,)  (sin  a  —  sin  7  aj  +  (£^5  +  .^,,)  sin  5  a  +  sin  11  a, 

=  (Dl  —  D,)  (cos  a  —  cos  7  a)  +  ^Ds  +  D^^)  (cos  5  a  +  cos  1 1  a  +  2 D3  cos  :) «+  2  Dj, cos  a  a 
=  [E^  4-  £',)  (sin  a  +  sin  7  a)  +  (i/5  —  i<\t)  (sin  5  a  —  sin  1 1  a)  +  2  jBj  sin  3  a  +  2  jE^  sin  !i  a 
5)  1 2  «3  —  «j,)  =  (D,  —  D,  —  D,)  cos  3  a  +  jDj  —  Dj  —  Dnl  cos  n  a 

•  2  '.ßs  +  ß2,j  =  \E,  +  £■,  -  -B9)  sin  3  a  +  (£3  +  -B5  -  ^u)  8>n  »  « 
12(«5  +  aj,  —  «13  —  «,9)  =  (D,  —  D,l  (cos  5a  +  cos  11  a)  —  iD^-^-D^i)  (cosa—  cos  7  a!  — 2 D3 cos  ■'«  +  2D(,cos  3a 
12,^5  — ßn  —  ßis  +  ßig)  =  {Ei+E,]{&in  5a  — sin  1 1  a)  —  (.E5  —  jBi,)  (sin  a+sin  7a;  +  2.B3sin  '.lä—  2  JB^sin  sa 
1 2  («s  —  «11  +  «18  —  «19!  =  i'Di  +  D,j  (cos  5  a  —  cos  1 1  a)  —  (D5  —  D„)  (cos  a  +  cos  7  a] 
1 2  (ßs  +  ßi,  +  ßi3  +  ßis)  =  {El  -  E^)  ;sin  5  a  +  sin  1 1  a)  -  (E^j  +  E^]  (sin  a  -  sin  7  a) 
1 2  («9  -  0,5)  =  -  (Dj  -  D5  -  Dil)  cos  3  a  +  (Dl  -  D,  -  D,,)  cos  n  a 
1 2  (ßa  +  ßis)  =  -  (.£^3  +  £'5  -  £11)  sin  3  a  +  (£,  +  £•,  -  £■„  sin  !'  «.'1 

In  allen  diesen  Gleichungen  ist  a  =  7  "30',  welcher  Werth  aber  der  grossem  Übersichtlichkeit  wegen 
nicht  eingesetzt  worden  ist.  Es  lassen  sich  hienach  sämmtliche  Coefficienten  berechnen;  die  Gleichungen 
können  aber  zur  numerischen  Rechnung  noch ,  wie  folgt ,  vereinfacht  werden ;  es  ist  nemlich  cos  2  a  = 
t{v'8+\/2),  cos  4a  =  '5^3,  cos  6«  =  S\/2,  cos  8a  =  \,  cos  loa  =  iiv'^~v'2);  setzt  man  diese  AVerthe 
und  die  entsprechenden  für  die  Sinus  ein,  so  wird  aus   1  . 

M„  -  2  AT,  „  iN.-N. 


l2:(Xi  +  aj3    = 

12(ß,-ß»,     = 

12  («3  + «21'   = 

12(ß,-ß2,l    = 

12;a5  +  oti9!   = 

12(ß5-ß.;    = 

l2(a,  +  ai,;  = 

12(ß,-ßi,)    = 

12  («9 +  «,5)     = 

12(ß9-ßJ   = 

12  («11 +  «13!   = 

12(ßu-ß.s)   = 

und  die  übrigen,  indem 

12 :«,  +  «, -«17- «23 

12(ß.-ß7-ß„  +  ß23) 

12:a,-o<,  +  a„-a,3) 

12.:ßi  +  ß,  +  ß„  +  ß,3] 

M„+Mj         3f  1 

48  v'768 

Mq  +  M,         Ml 

48  \/  16»  ' 

63 


48 

Ni  +  N^ 

48 

+ 

^/76S 

Ni  +  N, 

- 

N, 

48 

v/768 

498 


iVMjL  +  iÜiÄ 

P,  +  P,  Pi  +  P, 


i7„  +  i/.         B, 


Pq-P,       Pf-Pt 


48  v/'152 


v/76S  "^    v'isse    "*"  \/46n8 


,  +  B^       B^  —  B^+2B, 


4s  v"«*  \/i53fi                 \/ teos 

Bq+B,  B,  B,  +  H^  gi-g5  +  2g, 

4S  v'-"»  V''''»"                          v/460S 

B^g«  g.  g.  +  g,  g,  — g.+  Zgj 


v/TBS  ^/  I5:tfi 


V/4B(J8 


1    «.  +  «SS 


■D»— 2Da   ,    B^  —  JD^  —  B, 
B„  —  -iB, 


V1152 

B,  —  B,-B,o 


v/708 

0.+  ^. 

v/768 


_  2J.-J.         J.+J.-J» 

^»      ~"  48           "^          v/1152 

_  2J.-J.     ,    J.  +  J.-J» 

^'»   -  48          "^         v/llSi 

_  J.  +  Jc            J,        ,     J,  +  J.  J.-J.-2J, 

"  4s            v/76s        v^'sse  v/<8"S 

g     _      i  +  Je J«       I    J.  +  J.  ,    J.-J.-2J, 

"'"  4S                 v/'«"            v/1530  "''            v/<8"* 

3    _  J»  +  J.    I       J«       ,    J.  +  J.  ,    J.-J.-»J. 

'  '*  4S         """v/Tfis"^     v/l53ß  v/^«"* 

9                 J.  +  J.. J«        ,     J.+J»  J.-J,-2J. 

'"  4s                 v'7fi8            v/lSäfi  v/**"'« 


~  48"*"  v/1152 

_       2E,-E,,        E,  +  E,-E,, 

4s  "*"  v/ll52 


J,    ,  A  +  -P.0  ,  -P.-A0  +  2A 

v/768  y/  1536     "''  v/4808 


V'  1152 

48  v/"«''  V'l536  v/4' 

_^i A  +  -D.»  ,   A-Ao  +  ^A     .,a       a  ,_      -g^  +  g..  .      -g»     .  E,-{-E,o      E,-E, 

■x':-r-.J—         -^^  ^-gg  ^,53g     -t-  ^/4B0S  '  P'        P"'  48  "'■v/768"'"     v/l536     '''  V  *' 

,.     j.      >_Po  +  -P»         A      ,   A  +  Ao       A--P.0+2J,      .,o_o,_       -g«  +  -g»         -g,      ,   E,  +  E,o      E,-E„- 

,«5  +  Oi9l-         ^,  v/7B8^"     v/1536  V/460S  'P'       '^"' ""  4S  v/ ^«8  "^     v/l536     "''  v/ "' 


A+A 


i'«,.+c 


V/  7ßS 


v/4no8 


i(ßu-W 


V/76S  v/l536 


V/4.> 


Die  Gleichungen  5  endlich  lassen  sich  in  folgender  Weise  auf  eine  für  die  numerische  Rechnung  ge- 
eignete Form  bringen ;    es  ist  nemlich 


cos     0  +  cos     7a  =    v/3.C0S3O   =:   \/ 3  .  COS  2i' 31)'  si 

cos    a  —  cos    7a  =  cosuo  =  co8fi7''3n'  s 

cos  Sa  +  cos  1 1  a  =  sin«a  =  sin  6"° 3 d'  b 

cossa  —  cos  IIa  =  v^  3.  sin  3«  =  v*  3  .sin  22"  30'  s 
Setzt  raan  also : 


n    a -f  sin    7a  =  snit'a  =  sinC7*3ii' 

in    a  —  sin    7  a  =  —  v'  3  .  sin  3 a  =  —  y'  3  .  sin  22* 

in  50  + sin  HO  =  v' 3.  cos  3  a       =  v/3  .cos  22*3  n 

in  so  —  sin  na  =  — cos  00         =  —  co8  67*3ii'. 
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Z),  +  D,  =  acos4  —  E,  + JE,  =  a' sin  A' 

Df,  —  Dl,  =  aainA  JS^  +  JE^  =  a'cos^' 

Di  —  Bt  —  B^  =  bcosB  £,  +  -£•,  —  £„  =  b'&mB' 

B.^  —  B-„  —  Bii  =  6sinB  ^'a  +  i's— -Eu  =  ö'cosB' 

X)j  _  X»j  +  2  A  =  ccos  C  Ei-^Et^-iE^  =  c'  sin  C 

2Z»;,  +  A  +  Ai  =  csinC  iEi  —  E:,  +  Eii  =  c'cosC" 

so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  letztgenannten  Formeln  in  die  folgenden  übergehen : 

24.^(a3-a2ii   =  6coS  ;22'' 30'— Bj  24.11^3+^2,)    =  6'cos  jB'— 22'>30') 

24.i(«»  — a,5)   =  &sitt(22»30'— £)  24.i(ß,  +  ß,5)   =   fc' sin  (£'— 22»30') 

V/-6S.Aiai  +  a,  — a,7  — ocaä)    =   acos  2  2'':)0'  — ^)  v' 'ö8  .  i(ßi  —  ß,  —  ß,,  +  ß^sl    =   a' cos  (22°30'  — 4') 

■  v'";8-T.«ö  — au  +  «i3  — «is)  =  «sin  .:22<'3o'  — ^)  v^'es.i  ßä  +  ß„  +  ß,3  +  ß,„j  =  a'sin  (22°3u'— 4') 

4S.i(a,  — «,  +  0!„  — a,3)   =  CC0S{(i7»3ü'— C)  4S  .  i(ß,  +  ß,  +  ß„  +  ß.,3)   =  c'cos  ((i7»30'— C) 

4s.i:aä  +  a„  — «13— 0(1,,.  =  csin  fi7»30'  — C)  48  .i(ß.,  —  ß„  —  ß.s  +  ß«)  =  c' sin  [SJ'so'— C). 

Für  \i.  =  24,  also  a  =  15°,  lassen  sich  in  ganz  analoger  Weise  die  folgenden  Formeln  ableiten: 

H„  —  im  ,         2j,  — j, 

^«  =—Tr- 

^'  24  v/l'J2 

Ji  +  J3  Ji 


24 

Ho  +  5.    , 

-ffi 

24              ' 

V'li)2 

-Ho  +  Ä 

■ff. 

24 

^1^2 

P0+2P. 

48 

iVfo  +  iWi 

.(.-.,  =   ^ 

i',«.  +  au 

-  A  +  A        A 

24          ^"v/192 

i-fc  +  a,) 

_  A  +  A        A 

24                 v'l''2 

ß.  =-^ 

Po-P^                                         ß«  =-^ 

24                                                "^  v'192 

ilfo  — 2ilf, 


A-2A  ^,3      si-"'-^^--^ 

1^;^ ilßa-ß»)   -  27 

-A-A  .         p         .E.  +  ^s-g. 

/HI l.ßs  +  ß»)    -  ^2S8 

E.  +  Ec.    ,     Et 


ilß.-ßn)   =  -^— + 


V/  l'J2 


i(p5-ß7) 


E.  +  E^         Et 

24  v'192 


.,„        ■    ^   _    A+A     ,    A-A  +  2A  -1   An    -  -g.  +  -g5         E,-E,-2E, 

.,  ,         A+A      A— A  +  2A  ^,H    ,f,N         g,  +  g.   ,  E,-E:,-iE, 

63* 


500 


Für  |ji  : 


also  «=   lu*,  endlich  wird; 
_   Ha  +  U, 


24 

Kq-K, 

12 
K0  +  2K, 

24 


■L. 

V48 


A  +  A 


ip.  +  ß»)  = 


1?.-W 


[Die  Rechiwng8\  orscliriften  des  vorigen  Artikels    sollen    durch 
=  4S,  \ind  die  Werthe  der  Aq,  At,  A.,.  ...  jI,,.,  vorgegeben  seien. 


Beispiel    erläutert    werden,   wobei 


I 


Bestimmung  der  Coefficienten  einer  'periodischen  Function  aus  48  Werthen  derselben. 
Die  Fvinction  ist  das  T  bei  den  Störungen  der  Pallas  durch  Jupiter 
Mittlere  Anomalie  der  Pallas  =  2  70". 
lyi  \Ai  =+io,.v,i5  1^0  =+i2,is2|^3   =+^■^,oo'.l  \Af  =+12,524  1^4,,  =  +     ;i,S38|^ 

\a„=+    «,101    |^„  =  +    4,110   1^45  =  +    1,S77   |^„  =  —    0,255   1^,3=—      2,241   \  A,i 

Aj    = —    S,!iOS|^g    =— :t0,02S  I  j1,    =— CO, 0'J3  1.4,0  =  — 92,504   |.4i,  =— 105,044  |jl,ä 

An  =—    6,li65  I  jijo  =  —    7,006  |  ^3,  =  —    8,245  |  .djg  = —    9,1'J5  1.^3,=  —      'J.MIO  \  A„ 

.4,3  =  — 53,5S0  I  .4h  =  —24,130  M,5  =  —    4,733  1  ^„  =  +    6,187   1  J„  =  +    11,520  1-4,8 

.433  =  — 10,r,23  1.434  =  —10,612  I  -^33  =  —10,342  1.432  =  —    9,838  M31  =  —      9,070  |  .4jo 

jä,9  =  +13,381  I  .4^0=  +  12,114  |.4o,  =  4-10,177  1.422  =  +    ".89'  1  As  =  +      5,4  6  5  1  jlji 

.42,  =  —    6,770  I  .428  =  —    5,243  \A.„  =  —   3,476  |  .42,  =  —    1,487   |  A^^  =  +      0,698  | 

Die  Cosinus  (2  fach' : 

178  IS,    =+16,996  152    =+16,292  [.»3    = +14,886  (.B,    =+    12,269  1.55    =+       7,597  15, 
1172  |Po3=+    6.163  1^22=  +    6,404  |  JSj,  =  +    6,701  |  Äj»  =  +      6,87  1    |  B„  =  +      6,011   |  jB, 

Bj    =—14,573  I  Bft    =—3  7,094  \B,  =— 68,Ü3S  1  .B,o  = —101,699  |  5,,  =—114,954  \B, 
ü^^  =  +    2,456  |  P,„  =  —    3,651   |  .3,5  =  - 15,075  \Bh=—    34,742  |  .B,3  =  —    64,203  | 

Die  Cosinus  2   ;4  fach) : 
F„   =+    23,250  I  J^,    =  +    23,159  I  2^j    =  +    22,696  |J'3  = +21,587  1^4  = +19,140  |i^5  = +14,208  1  F, 
^12  =  — 194,684  |j'„  =  — 179,157  1^,0  =—136,441  |f,  =  — 84,013  |  Fg  =  —■«»,■<  *  | -F?  =  — '2,1 1  7  | 


=  +    3,. 


-86,95  1 
-10,35- 


B.  =+1 
Ä.,  =  + 


,=  +    5.417 

,  =  — 97.:142 


:+4,*U 
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Die  Cosinus  4  '8  fach; : 

Ko   =    —171,434    I    Kl    =   —  155,U'J8    I   K,   —   —113,745    I   K3   =   —62,426 
K^   =   +       U,G28    I    Xä   =    +        2,«ni    \    Ki   =    —     21,605    1 

Die  ungeraden  Cosinus  4  (16  fach): 

Mo   =   —181,062  Ml    —    —  15S,08M  3L    =   —112,140 

Ma  —  -iM.,   =   +3,218  Ml 2,10890„  Mo  +  31,   =    —273,202 

Dividirt  mit  48:  v^768 l,442G8  Dividirt  mit  4»:         —5,6917 

«12   =   +  0,067  0.75622,, Zahl  =   —  5,7045 

ctj  =  —  11,3«« 

«.„  =   +     0,013. 
Die  Cosinus  8     1  fi  fach) : 

Po   =  -101,806  P,    =   —  153,1107  P,  =   —135,350  P3   =   —124,852 

P0+F3  =  -286,658  -Po  — -Pa    =  —36,954 

P1+P2  =  —289,257  Pi  — P,    =  —  18,567 

2(P,+Po)  ==    —578,514  p^^p^  +  p^-p,    =  —55,511 

Po  +  P3+2(P,  +  P,)  =  —865,172  Po  — P3  — 2fP,— P.l   =  +     0.I6O 

P0  +  P3  —  {Pi  +  Pol  =   +       2,599 

Dividirt  mit  9«  und  48:  Dividirt  mit  4  8  und  90: 

«0     =    —        9,012  Ois     =    —      1,157 

a,,  ^  +      0,054  «.,<  =   +    0,002. 

Die  ungeraden  Cosinus  2  (s  fach) : 

!?(,=  +217,934       i7,  =  +202,316       H,  =^  +  150,137       fl3  =  +105,60n       !?,=  +  59,885      fl],  =  +26,325 

Hi-H,-H-^ 1,84752  H,_ 2,20177  Ho  +  H,     ^ 

^1152 1,53073  v'"'* 1,44268  *- 

0,31679  (*) 0,75909 


Zahl    =    +2,073S 


i*)    =    +5,7424 
(**)  =   +  5,8339 


H0-2H,  -E^i  +  ^5 2,3591«  (***)   =   +5,7039 


+  2,0451 


^1530 1,59320  «2     =+ 23,06 


dj     =+4,119  (**' 0,70696  o(,o=+     0,171; 

o.,3  =   — 0,029  lHi-H^+2H;]....2.iiTri  ot,^   =    —    0,084 

v/4608 1,83176  «22   =  —    0,00,. 

{***) 0,75617 

Die  imgeraden  Cosinus  selbst  [4  fach) : 

Do  =    +  11,106        D,  =   +9,888        D,   =   +5,398        D,   =   —6,020  Dj   =   —33,443        D,(,   =  —66,957 
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D.-D,-Dto 1,'J1837         Dt 0,7322S  i>o  +  J>, 

y/ll62    1,53U73  v'"** I.442ti8 

U,3S7«4  (•; 'J,2<i;i55 


Zahl  =   +  2,4414 


(•     =   +0,1...4S 

(••)   =   —1,45.11 

(-Da  +  Ao 1,7564U„  (»«*)    =    +  U,9547 

_____^        V^l"« ■■■■t.5'J32o  Ja, +a„)  =  —0,772 

i(<«a  +  «»i)  =  +4, »«6  '**' 0,1C320„  j;a„+a,j;  =  +n,23l 

i(«„  +  «,.)   =   -"-St7  (D._._J9,„  +  2l>,;..,,,n61  ia»  +  a,w;    =   -3,07  1 


=   +  1,624S 


V'4B«!( 1,8317» 

\'"'] 11,07095 

Die  übrigen  hingegen  auf  folgende  Art : 

D,    =    +10,S33        D,   =    +S,li5       Z)i    =    +0,98fi        D,    =    —17,020        2>„    = 

acosA o,7u2ll„  bcoiB 1,0123«  ccosC. 

asin^ l,7l3So  bsin  B l,7«305  csinC. 


«7 +  "■;:'  =  +1,751 


A 

=   - 

83"  10'  15" 

a 

.  1,71690„ 

v/7fi8 

.  1,44268 

22'>30'- 

A  = 

105''40'  15' 

cos  . 

.  0,43154„ 

V'7HS 

.  .  0,27422,, 

hcosB.. 
bainB   . 

..  1,0  123« 
1  7 II  :<  11.1 

B  = 

b 

35020' 22" 
..2,00081 

22»30'-JS  = 

6 

24    

.  .  .  0,«20GO 

C... 

7<>30' 
COS 

-c= 

44''48'2S" 

0  '•5004 

c 

48 

i(a,+a,-a„ 

_,,3)  =  +0,508              \[a,-a,,] 

=  +4,070             i(a,  — a,  +  a„  — a,3 

=  —  1,280 

l>ö  — «u+a.3 

—  a„i  =  —  1,810             *>»— aj 

=  —0,928             i(<«j  +  ai,  — a,3  — a„ 

=  — 1,271. 

Also: 

i  a,— a,3)  =  —0,772 

i:«7  — «17;   =  +  l,'"? 

i;«:,  — «19)  =  —»,0  81 

i:a„  — a,3)  =  +0,540 

und  endlich; 

a,     =  —1,544              aj     = 

+  8,136               «5     =  -6,152 

a,    =  +3,538              a^    = 

—  1,744               a,,    =   +0,770 

a,3  =  —0,309              a,s  = 

+  0,111               ai,   =  —0,037 

ai»  =   +0,010              a,,   = 

—  0,004               a.>3   =  -0,00». 

Die  Sinus 

2  fach;  : 

C.    =+    4,104 

Cj    =+    8,072       C3    =  +  11,132 

Ct    =  +  12,779         C3    =  +  12,079 

C,    =+    7,49S. 

C;3  =  +     4,707 

C,,=  +    0,378       Cj,  =  +  13,653 

Cjo=  + 17,357       C„=  +20,151 

C.8  = +21,611 

C,    =—    3,243 

Ca    =—22,962        e,    =—52,448 

Co  =  —83,309        C,,  = — 05,134 

C,j=— -6,566 

C„  =  +20,506 

C„  =  +  16,025        C,3=+     5,609 

C„  =  — 13,518        Ci3  =  — 42,057 

Die  Sinus 

2  1  4  fach;: 

G,    =  —  0,573 

G-i    =  ~    1,306       (?3  =  —    2,521 

ff,  =  —    4,57S       ffj  =  —    8,072 

ff,  =  —  U,012 

ö„    =   —52,177 

(?,„  =  — 69,791        (?,  =  — 58,057 

ffa  =  — 38,987        ff,  =  — 23,839 

ALLGEMEINE  STÖRUNGEN  DER  PALLAS.      ERSTE  RECHNUNG.  503 

Die  Sinus  i    (8  fach) : 

Li    —    +51/104    I   L.,    =    +fi6,4S5    I    L3   =    +65,536 
L;,   =    +15,7li7    j   Li    =    +:t4,4ü9    I 
Die  xmgeraden  Simie  4  : 

Nj    =   +67,371  N.,   =   +102,894  N3   =    +111,072 

2iV,  —  iV;,   =   + 23,670  N, 2,01239  JV,  +  JV3   =    +  1  78,443 

ßio   ^    +     0,493  v'"''^ 1,44208  Dividirt  mit   48  :      +       3,718 

0,56971 Zahl    =    +        3,713 

|3^     =    +       7,431 
ß,^   =    +       0,005. 
Die  Sinus  8   (16  fach): 

Qi    =   +35,837  §,+  §,....  1,84450 

Ql   =    +  34,070  §,  —  ^2  .  .  ■  •  0,24576 

\/70S    1,44208 

ßa     =   4  2,523 
ß,,,   =    +0,064. 
Die  ungeraden  Sinus  2  : 

Jl    =    —52,750       Jo    =    —71,097       J3    =    -60,578       J^    =    —43,565      Jj    =    —31,911       J„    =    —28,024 

J,+Ja-J, 1,ylü72„  Ji I,63914„  J, +  .T„     _ 

V'1152    1,53073  v""" 1.44208  ••  ^ 

(*)    =    -1,572 


0,37990„  (*) 0,19646,, 


Zahl   =    —  2,39'J 


(**)   =    —2,100 


2J2-J« 


=    —  2,37il 


4,778 


J, +  J5 1,92768„  (**s 

V'  1530 1,59320  ß,, 

(++) 0,3344S„  a, 


J,  —  J-,  — 2J3 2,00137 

V'4608    1,83176 


ßu   =    -O.If 
ß,,   =    -0,0c 


Die  ungeraden  Sinus  selbst : 

Die  2.  4.  0.   8.  10.  12  wie  die  ungeraden  Sinus  2: 

i    +17,450       E^    =    +30,136       £„    =    +29,010       JJg    =    -0,937       .Bio    =    -11^,827       £,,,   = 

I!,  +  E.-£,o 2,15621  .Eo 0,84117,,  Ei  +  E,^ 

V/'1152 1,53073  v'708    1,44268  •"* 

'.     ;  [^')    =    —  0,250 


0,62548  (*) 

Zahl   =    +  4,222 


1^-^=44 


(**)  =  -2,025 

E,  +  E,o 1,69970,,  (***)  =  +0,820 

V/t53" ■••■'.'i"320  i(ß,  -ßjs)  =  -5,666 

ilßs-ß«)  =   +8, «''8                  '**' 0,30650,,  l(ß,-ß„)  =  +1,110 

i(ß,-ßj=    -0,224                 £,_£.o_2£„...  1,750.8  i  (ß^  -  ßJ  =  - 3,508 

v/4608    1,83176 

(***) !',"1S42 


}(ßn-ß.3)   =    -0,042. 
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^.  5.  7.  ■.>.   11   a\if  folgende  Art: 

=   +h,lMil      E3  =   +-21,785      Ei   =   +32,230      E^   =   +17,353  E^  =    -  •i«,83!>      £,,   =    -138,081 

6' Bin 5' 1, st:  123  c'Bin  C l,82S4:t„ 

h'cosB' 2,2(1027  c'cosC 2,081  S9„ 


a'KoiA' 

2,02474„ 

A 

4«31'57" 
.  2,o2rtlO„ 

22»  3 

A'  = 

27">1'57" 

a' 

v/:68 

.  0,5S342„ 

=    20"  33'  11 


C   =  29«9'22" 

2,31883  c' l,14073„ 

1,38021  48 1,08124 


•22''30'   =    —  l»5r,'4'j"  il7''30'— C   =    SS'IO'SS" 

»,!)S)!I75  COS !I,8'.I44'J 

8,531 1  fi„        sin 0,792«« 


,03802 


48 


i:ßi-ß7-ßi7  +  ?ä3l   =    -3,413  i»ß3  +  ß2i)  =   +6,677  1  [ßi  +  ß,  +  ßn  +  ßjs)   =    -2,259 

i|5  +  ß..  +  ß.3  +  ß..)   =    -'.-'2  i(ß.  +  ßi5)  =    -«,295  ilä-ßn  -ß.3  +  Pi.)  =    -1,787. 

Also: 

5  ißl  +  ß-'s}   =    -5,«72  i.ßj+ßlTJ  =    +1,154 

i;ß5  +  ß.9)   =    -3,520  iß.,  +ßi3J  =    +0,045 

und  endlich : 

ß,     =    -11,33S  ßa     =    +17,345  ßj     =    -7,037 

|3,     =   +    2,270  ßi,     =    -    0,519  ß„   =   +0,003 

ß„  =    +     0,087  ß,5  =    -     1>»'l  ß.7   =    +0,038 

ß„   =    -     0,021  ß..,    =    +    0,009  ßä3  =    -0,006. 

Das  ganze  Resultat  ist  also  : 


—     l,544COSi 

- 

ll,33Ssini 

-  0,300  cos  23 

+  o,us-sinI3 

+  23,068  C0S5 

- 

7,275  sin5 

—  (1,084  cos  ii 

-o,lS!i8ini4 

+     8,136  C0S3 

+ 

17,345  8in5 

+  0,111  cos  i5 

-0,0  71  sin  J5 

-  H,396COS4 

+ 

7,431  sin4 

+  0,054  cos  J6 

+  0,064  sin  16 

-      6,1  52  COS  5 

- 

7,037  sin5 

-0,037  cos  i7 

+  0,036  sin  i7 

+     4,1  10  COS  6 

_ 

4,7  7  8  sin  6 

—  0,020  cos  JS 

-  0,020  sin  iS 

+     :i,53SC08  7 

+ 

2,2  7  0  sin  7 

+  0,0 10  cos  i9 

—  0,021  siniS 

-      I,157C0SS 

+ 

2,523  sinS 

+  0,0 13  cos  20 

+  0,005  sin  20 

—      l,744COS9 

- 

0,519  sin  9 

—  0,004  cos5i 

+  0,009  sin 2i 

+     0,1  76  COS  iO 

- 

1,1 75  sin  iO 

-0,007  cos 25 

-0,001  sin  22 

+     0,770  COSii 

+ 

0,003  sin  ii 

—  0,000  cos  23 

—  0,006  sin 23 

+     0,067  COS  i.3 

+ 

0,4  «3  sin  i5 

+  0,002  cos  24. 
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[Handelt  es  sich  daram,  eine  Function  zweier  Argumente  von  der  Form 

T=  Yo,o  +  Yi,oco8.-C  +  Y2,ocos2a:  +  -  ■• 
+  6,^ 0 sin  a;  +  02  0  sin  2x-^  ■•■ 
+  Yo.  1  cos 2/  +  Yi,  I  cos  a;  +  y  +  yo, ,  cos  :2 x  +  y\  + 

-\-  o„_i  sin  2/  +  Ol,  1  sin  [x  -\-  y)  +  Oj^  j  sin  [Ix  -\-y)-\- 

x  —  y]  + 
x  —  y)  + 

[2X  +  2y 


.+  £,,iCosia;  — 2/)  +  E,, 
+  Ci,i  sin  [x  —  ?/)  +  C2. 


+  ro,2cos2y- 
-|-  Oq^  2  sin  2  y  - 


.  cos  'X  +  2  2/1  +  ti, 
.  sin  :,x  +  2  2/)  +  83 


4-  Ei^äCos  X- 

+  C,  2  sin  (X  - 


■22/  +E: 

■  2  2/j  +  C2, 2  sin  (2  a; 


'■x+2y]  +  --- 
x—2y)+-.- 


zu  entwickeln,  so  kann  man  ebenfalls  das  in  den  vorigen  Artikeln 
Man  kann  die  Function  T  in  folgender  Form  schreiben  : 


22/)  +  --- 

dergesetzte  Verfahren  anwenden. 


2) 
wo  die  oo, 


!'=«„  +  < 
+  1 


!  2  a-  +  • 
2a;  +  - 


ßo  .  • .  Functionen  von  y  allein  sind,  welche  sich  wieder  in  der  Form 

«0  =  Po,  0  +  Po,  I  cos  2/  +  2^0, 2  cos  2  2/  +  ■  •  • 

+  2o,  1  sin  2/  +  2o,  2  sin  2  2/  H 

a,  =  2^1,0 +jPi,i  COS 2/+iJi,2C0S  22/4 

+  2,  1  sin  2/  +°2i,  2  sin  2  2/  4 


etc. 
=  r,,o  +  »-,,,cos2/  +  c,. 
+  «1^1  sin  2/  +  «1, 


I22/  +  - 

.22/  +  . 


darstellen  lassen;  die  po,o,  Po,i>  ■■■  9o,i>  2o, 2,  ■• 
Es  seien  nun  für  die  Werthe  x  =  0,  a.  2< 
gehörigen  Werthe  der  Function  T  gegeben ,  und 
X  =  a,  y  =  0;  T  =  A.o  für  a;  =  2a,  2/  =  0 
für  a;  =  ((a— l)a,  y  =  (v— l)a';    es  seien   also 


,  0,  rii,  ...  s,,i,  s,,2,  •••  sind  constante  Coefficienten. 
.  .  .  (|ji.—  ija  und  y  =  0,  a',  2a',  ...  (v—  l)a'  die  zu- 
rar  sei  2  =  A^a  füra;=o,  2/  =  0;  7"=  .4i,o  für 
. .  T  =  Ao,i  {üi  X  =  0,  y  —  a' ;  ...  T  —  ^„_,,,_i 
Ganzen  (av  Werthe   von  T  gegeben ;    den   vorigen  Ar- 


tikeln entsprechend  soll  auch  hier  vorausgesetzt  werden,  dass  fia  =  va'  =  360°  ist,  und  dass  sowohl  (i. 
wie  V  eine  gerade  Zahl  ist.  Man  bezeichne  mit  Tq  den  Werth ,  den  2  annimmt ,  wenn  y  =  0  ist,  mit  jT, 
den  Werth  von  T  für  y  —  a',  mit  T-,  den  für  2/  =  2a',  ...  mit  jT,,-!  Aen  für  y  =  (1—  i)a',  so  dass  also 
To,  Ti  etc.  Functionen  von  x  allein  sind,  die  sich  auch  wieder  in  der  Form 


vn. 
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To  = 

°i>, 

o  +  «. 

0  cos  X  +  02^ 

0COB2X  +  -.. 

+  ß. 

„8inx+ß, 

osin  2x-\ 

T,  = 

a«, 

.  +  «. 

,C0gX  +  «2. 

,  C08  2XH 

+  P. 

,  sin  X  +  ßj 

,8in  2X  +  --- 

r,_,  =  a„.^,  +  a,,^,cosx+a,.,.,coB2x  +  ... 
+  3, ,  ,^,  sin  X  +  ?,_ ,_,  sin  2  X  +  •  •  ■ 
darstellen. 

Offenbar  sind  nun  Jo.o.  -^i.o,  -^..o  •••  \-i,o  i^er  Reihe  nach  die  Werthe,  welche  TJ,  annimmt  für 
a;  =  0,  o,  2a,  . . .  ((x— i;a;  es  lassen  sich  aus  ihnen  genau  nach  den  Vorschriften  der  Artikel  [2] — [4]  die 
Coefficienten  Oo.o,  »1,0.  •••  ßi.oi  ßs.o  •••  bestimmen;   z.B.  hat  man: 

|jia„,o  =  ^„.o  +  il,.o  +  Ao+--Vi.» 

—  o,,o  =  .4o,o  +  -4,,oC08a4-.4,.  ocos2a^ ^-y4^_,  oC08f|i— i'a 

—  ß,,o  =  -^o.a  +  .'li.osin  a  +  .^^.osin  2a  H }- .i4„_,  (, sin  ',u—  To 

etc. 

Ebenso  sind  .d»,,,  .4,,,,  -4o,,  ...  A(-i,i  der  Reihe  nach  die  Werthe  von  T,  filr  a;  =  0,  a,  2«,  .  . . 
((1—1)0,  und  aus  ihnen  lassen  sich  die  Coefficienten  »(,_,,  a,  ,,  Oj,  ...  ß,_,,  ß»,  ...  in  derselben  "Weise 
bestimmen.     Dasselbe  Verfahren  ist  anzuwenden  für  T.,,  T3,  ...   T*,.,. 

Nach  Ausführung  dieser  Rechnungen  hat  man  die  Ausdrücke  4  für  die  Functionen  T^,  T„  ...  7V_, 
vollkommen  bestimmt. 

Des  Weiteren   sind   nun   aber  die  jetzt   bekannten   Coefficienten   Oc,,,.  «o, i.  "o.j  •••  "o.t-i   der  Reihe 

nach  die  Werthe,   welche  a„  anninmit  für  y  =  0,  «',  2o'  ...  (v— l)a'   und    a,  0,  o,  ,,  o,_ <«i,»-i    die 

Werthe  von  a,  für  y  =  0,  a',  2  a'  . . .  'v— l'a'  etc.;  ebenso  ß,,o,  ßi,,,  ß,,o,  ...  ß,,v-i  die  Werthe  von  ß, 
für  die  genannten  Werthe  von  y.     Es  lassen  sich  also  wieder  nach  den  vorigen  Artikeln 

die  Coefficienten  2h, o^  Po.if  Po,i<  ■■■  9o,i.  9o,2  •••  aus  ao,o.  <«o,i.  "0,2  ••• 
Pi.o,  Pi.i,  l>i,2.  ■  •  •  9i,i,  9i,2>  ■  •  •  aus  a,,„,  a,.„  a,.,  .  . . 


»■10.  »"i.i,   »•.,2.  •••   «.,..   s.,2,  •••  aus  ß,,o,  ßi,„  ßi.j  ... 
etc. 
bestimmen. 

Hiemit  sind  auch  die  Entwickelungen  3  für  die  a^,  a,,  a^,  ...  ß,,  ß;,  . . .  vollkommen  bekannt ,  und 
indem  man  diese  Werthe  in  die  Reihe  2  für  T  einsetzt,  erhält  man  die  vollständige  Entwicklung  der 
Function  T  nach  beiden  Veränderlichen,  wobei  man  die  auftretenden  Producte  trigonometrischer  Functionen 
in  einfache  Sinus  und  Cosinus  der  Summen  und  Differenzen  umwandelt,    um  T  in  der  Form  1  zu  erhalten. 

Es  mögen  noch  die  Formeln  zur  Berechnung  von  fo.o.  Ti.oi  T2,o.  •••  5i,o.  «...of  ■•■  h.i:  £.',i.  •■•  Ci,i. 
C2  I,  ■■•  aus  Po,o:  Po  i<  ■•■  1o,i<  3o,27  •••  ''i.o.  '"i.K  ••■  *i,i.  S1.21  •••  angeführt  werden,  obwohl  man  die 
Rechnung  eben  so  bequem  rein  mechanisch  ausführt: 

To.o  =Po.o,     To.i  =  Po.i.     To,2  =  Po.  2     etc. 
^0,1  =  So,i.     *o,2  =  2o,j    etc. 
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Ti.o  =  2^1,0,     Yi.i  =  i(Pi,i  — Si.i).  Yi,2  =  iiPi,i  —  s,,i)     etc. 

5,^0  =  »"i.ü.     Oi,i   =  i/i,i  +2i,i).  °i,2  =  il»"i,2  +2i,2!     etc. 

Si,i  =  i  P,,i  +  Si,i),  El, 2  =  i-'i'i,2  +  Si,2)     etc. 

C,  ,  =  -<  (j-,^,  — 2i,i',  Ci,2  =  2-fri,2  — 2i,2)     etc. 

T2,0=2'2,0,        r^.l    =    iPl.,—S2,>!,  t2.2    =    iiP2.2—S2,2)        etC. 

8.,  0  =  r.,,0,     82,1  =  i(»"2,i  +22  1),  02,,  =  4(r2_2  +32,2)    etc. 

E2,l     =    ilP2,l+S>,l!,  E2,2    =     i(i'2,2+S2,2l        etC. 

C2,i  =  iir-i,!  —22..),  ^2,2  =  ii>2,2  —  22, 2^     etc. 

U.    8.    W. 

Man  vergleiche  zu  diesem  Artikel  die  Artikel  2  5^2  7  der  Theoria  mterpolationis   (Band  III  Seite  303).] 


[c] 
[Es  sind  nun  zunächst  die  drei  Grössen  T,  V,  W  zu  berechnen ;  sie  sind,  wie  schon  erwähnt ,  perio- 
dische Functionen  der  beiden  Argumente  M  und  M'  und  können  nach  den  Ausführungen  der  vorstehenden 
Artikel  entwickelt  werden.  Man  sieht  aber,  dass  man  diese  Entwickelung  in  verschiedener  Weise  vor- 
nehmen kann ;  sind  nemlich  T,  V,  W  periodische  Functionen  von  M  und  M',  so  sind  sie  es  auch  von 
M—M'.  Es  ist  nun  aber  sofort  zu  übersehen,  dass  T,  V,  W  sich  aus  Grössen  zusammensetzen,  welche 
aus  drei  verschiedenen  Quellen  entspringen,  nemlich  erstens  aus  den  Coordinaten  der  Pallas,  welche  perio- 
dische Functionen  von  31,  zweitens  aus  den  Coordinaten  des  Jupiter,  welche  periodische  Functionen  von 
M'  sind ;  die  erstem  schreiten  ausschliesslich  nach  Potenzen  der  Excentricität  der  Pallas,  die  letztern  aus- 
schliesslich nach  solchen  der  Excentricität  des  Jupiter   und   des  Quadrats   der   gegenseitigen  Neigung   fort. 

Drittens  aber  ist  ersichtlich,  dass  durch  die  Grösse  -^  in  den  Gleichungen  3  des  Art.  [l]  ausserdem  die  Viel- 

P 
fachen  von  M—M'  direct  eingeführt  werden,   wodurch   ausser   den  vorgenannten  noch  eine  Entwickelung 

nach  den  Potenzen  des  Verhältnisses  der  halben  grossen  Axen  beider  Planetenbahnen  —,  bedingt  wird. 

Die  letztgenannte  Grösse  —,  nähert  sich  nun  am  meisten  der  Einheit,  während  die  zu  zweit  ge- 
nannten, Excentricität  der  Jupitersbahn  und  Quadrat  der  gegenseitigen  Neigung,  sehr  klein  sind.  Die  Ab- 
nahme der  Coefficienten  wird  also  am  wenigsten  stark  sein  nach  den  Vielfachen  von  31  —  31',  sie  wird 
stärker  vor  sich  gehen  nach  den  Vielfachen  von  M  und  am  stärksten  nach  den  Vielfachen  von  31'. 

Es  ist  daher  klar ,  dass  man  gut  thut ,  die  Grössen  T,  V,  W  als  Functionen  der  beiden  Argximente 
M—M'  und  M  zu  entwickeln,  um  leicht  die  grössten  Glieder  der  Entwickelung  zu  erhalten,  und  ebenso  wird 
es  vortheilhaft  sein,  wenn  man  für  das  Argument  31—  M'  den  Kreisumfang  in  eine  grössere  Anzahl  Theile 
theilt  und  z.  B.  (a  =  48  nimmt,  während  für  das  Argument  31  eine  Theilung  in  12  Theile  ausreichen  dürfte. 
Es  entspricht  das  im  Grossen  und  Ganzen  der  Berücksichtigung  der  24.  Potenzen  des  Verhältnisses  — ^  und 
der  5.  Potenzen  der  Excentricitäten  und  des  Quadrats  der  gegenseitigen  Neigung. 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist  also,  die  Functionen  T,  V,  W  nach  den  Formeln  des  Artikels  [l]  zu  be- 
rechnen, und  zwar  für  die  48  Werthe  3I—M'  =  o,  7»30',  15°,  22"  30',  30°  ...  und  für  die  12  AVerthe 
M=  0,  3  0°,  6  0°  ...,  im  Ganzen  also  für  12X48  =  576  Werthe. 

Nimmt  man  die  Elemente  der  Jupitersbahn  nach  L.\rL.\CE  für  ISO 5  wie  folgt  an: 
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Epoche  der  mittlem  Länge  l8üs  Paris  ....  233*37'  ^" 

mittlere  tägliche  tropische  Bewegung 2«9;'205  0 

Länge  der  Sonnennähe 1 1'  1 1'  55" 

Länge  des  aufsteigenden  Knotens »8  2  7   51 

Neigung  der  Bahn 1    I8  50 

Log.  der  Exccntricität  =  log  0, 048  170S  .  .  .  8,08278 

Log.   a  =  log  5,2027111 0,71023 

und  nimmt  man  für  Pallas  das^ folgende  Elementensystem,  ebenfalls  für  1805,  an: 

Mittlere  tägliche  tropische  Bewegung  ....    77o;'2U3 

Länge  der  Sonnennähe 121*  0'    0" 

Länge  des  aufsteigenden  Knotens 172  30  37 

Neigung  der  Bahn 34   37  41 

Log.  der  Excentricität  =  log  0,24502 »,38020 

Log.  a 0,44231, 

welches   bis   auf   den  Werth   von    tu   das    als  X.  bezeichnete  Elementensystem  (Band  VI  Seite  2  9  7)   ist,    so 
findet  man  zunächst 

N  =   255<'53'44" 
Ä   =    1S2    14    34   , 
also: 

Aufsteigender  Knoten  der  Jupitersbahn  auf  der  Pallasbahn 
auf  der  Jupitersbahn  gezählt  ....  354*21'  35" 

auf  der  Pallasbahn  gezählt 3  54  4  5  11 

vtnd: 

Neigung  beider  Bahnen 34   17   14. 

Auf  die  Einzelheiten  der  Rechnung  einzugehen,  wäre  überflüssig ;    es  sollen  in  den  folgenden  Tabellen 
nur  die  Werthe  der  T,  V,  W  gegeben   werden ,   welche   sich   aus    den   angeführten  Zahlen  ergeben  ;    es  ist 

nur  noch    zu  bemerken,    dass  die  Jupitersmasse  ja  =  ,    also   log|i.=  6,9717990  —  10    angenommen 

wurde,  womit  loga  =  2,74198  wird. 
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■M 

M  =  d» 

il/=   30» 

M=  6  0» 

M=90» 

itf=120» 

ilf=150» 

M=180° 

itf=210» 

Jf=240 

ill=270» 

ilf=3  00» 

Jf  =  330« 

0' 

+  »"41« 

—   2  "11 2  3 

—    2,993 

—    2"002 

—    l"372 

—    o"7S8 

+    o','3  6  8 

+    2','510 

+      5,"5St 

+      8,"589 

+    9  "5  9  3 

+    7,"3  26 

0 
0 
0 

+    6,50  1 

—    0,514 
+    1,904 
+    4,203 

0.7S6 

+    1,435 
+    3,586 

+    1,784 

+    0,325 
+    2,054 
+    3,780 

+    2,641 
+    4,39  1 

+    4,087 

+    4,574 
+    6,671 
+    8,731 

+      7,612 
+      9,948 
+    11,852 

+    10,595 
+    12,182 
+    13,009 

+  11,055 
+  11,816 
+  11,482 

+    8,920 
+  10,083 
+  10,610 

0 

+    S,«7-i 

+    6,244 

+    5,575 

+    6,432 

+    5,466 

+    6,129 

+    7,871 

+  10,081 

+    13,306 

+    12,524 

+    9,533 

+  10,293 

0 
0 
0 

+    9,:i()9 

+    7,877 
+    8,937 
+    9.241 

+    7,307 
+    8,677 
+    9,566 

+    8,491 

+    7,071 
+    8,550 
+    9,848 

+    7,812 
+    9,395 
+  10,815 

+  11,330 

+  12,407 
+  13,722 
+  14,330 

+    13,949 
+    13,169 
+      9,893 

+       9,838 
+      3,448 
—      8,908 

+    5,339 

—  1,668 

—  11,544 

+    8,945 
+    6,474 
+   2,978 

0 

+    8,S47 

+    8,585 

+    9,834 

+  10,410 

+  10,898 

+  11,994 

+  13,714 

+  13,768 

+      2,222 

—   30,028 

—22,992 

—    1,145 

0 
0 
0 

—    (1,737 

+    6,755 
+    3,550 
—    1,163 

+    9,317 
+    7,829 
+    5,175 

+  10,460 

+  11,617 
+  11,904 
+  11,636 

+  12,822 
+  13,161 
+  12,830 

+  13,458 

+  11,259 
+    5,585 
—    4,964 

—  13,081 

—  40,463 

—  81,020 

—  63,925 

—  92,504 

—  105,044 

—  32,729 
—36,550 

—  32,592 

—  5,166 

—  8,170 

—  9,394 

0 

—    ll,-2  7  7 

—    7,359 

+     1,199 

+    7,648 

+  10,680 

+  11,624 

+    7,5  2  8 

—  21,726 

—  119,32; 

—    86,954 

—  23,076 

—   8,607 

0 
0 
0 

—  14, SS« 

—  14,689 
—22,388 
—29,226 

—  4.180 
— 10,735 

—  17,S44 

+    1,233 

+    8,950 
+    6,402 
+    3,254 

+    9,365 
+    6,036 
+    2,017 

—    6,597 

—  42,706 

—  57,784 

—  54,242 

—  121,433 

—  84,000 

—  40,758 

—  53,580 

—  24,130 

—  4,733 

12,091 

2,659 

+    4,096 

—  6,186 

—  2,883 
+    0,566 

0 

—  l2,6liH 

— 33,79» 

— 24,377 

—    7,366 

—   0,006 

—   1,687 

—  16,900 

—  34,337 

—    11,236 

+      6,187 

+    8,2  61 

+    3,567 

0 
0 

—    6,189 

—  35,028 
— 32,670 
—27,414 

—28,867 
-30,028 
— 27,473 

—  12,264 

—  2,507 

—  3,316 

—  1,926 

—  3,557 

—  2,450 
+    1,431 

—   4,3  14 

—  12,249 
+    3,507 
+  12,384 

+      4,961 
+    12,660 
+    15,634 

+    11,526 
+    13,464 
+    13,381 

+  10,331 
+  10,968 
+  10,647 

+    5,878 
+    7,415 
+    8,231 

0 

+    0,574 

—  20,532 

—21,903 

-    7,909 

+    1,345 

+    6,591 

+  11,970 

+  16,381 

+    15,711 

+    12,114 

+    i',452 

+    8,434 

0 
0 

+    5,K,7 

—  13,310 

—  6,7  0  9 

—  1,239 

—  14,745 

—  7,467 

—  1,103 

+    1,907 

+    5,508 
+    9,483 
+  12,546 

+  11,343 
+  14,722 
+  16,493 

+  17,602 

+  17,340 
+  16,489 
+  14,577 

+    14,382 
+    12,222 
+      9,635 

+    10,177 
+      7,891 
+       5,465 

+    7,938 
+    6,185 
+    4,324 

+    8,148 
+    7,485 
+    6,548 

0 

+    7,1  (15 

+    2,914 

+    3,876 

+    9,693 

+  14,414 

+  16,849 

+  16,066 

+  12,068 

+      6,872 

+      3,036 

+    2,446 

+    5,419 

) 

+    7,055 

+    6,787 
-j-    7,620 
+    8,284 

+    7,3  52 
+    ",442 
+  10,350 

+  12,740 

+  16,103 
+  14,779 
+  13,660 

+  16,083 
+  14,500 
+  12,358 

+  11,388 

+    9,283 
+    6,3  5  6 
+    3,498 

+      4.102 
+      1,434 
—      1,053 

+      0,698 

—  1,487 

—  3,476 

+    0,616 

—  1,118 

—  2,718 

+    4,168 
+    2,849 
+    1,508 

) 

+    6,4  7  0 

+    8,251 

+  10,292 

+  11,840 

+  11,918 

+    9,864 

+    5,7  3  2 

+    0,777 

—      3,309 

—      5,243 

—   4,171 

+    0,183 

' 

+    2,9  S  7 

+    7,576 
+    6,396 
+    4,829 

+    9,468 
+    8,054 
+    6,202 

+    8,438 

+    9,761 
+    7,337 
+    4,782 

+    7,187 
+   4,466 
+    1,813 

+    0,2  81 

—  1,725 

—  3,963 

—  5,902 

—  5,302 

—  7,011 

—  8,425 

—  6,770 

8,047 

—  9,070 

—  5,4  4  6 

—  6,53  6 

7,42  7 

—  1,097 

—  3,409 

+    0,047 

+    2,982 

+    4,046 

+    3,7  81 

+    2,219 

—   0,677 

—    4,2  82 

—    7,527 

—      9,546 

—      9,838 

—   8,113 

—    4,401 

—   2,9  41 

+    0,9  5  2 

—  1,171 

—  3,298 

+     1,710 

—  0,695 

—  3,061 

—    1,123 

—  0,248 

—  2,529 

—  4,552 

—  2,933 

—  4,899 

—  6,537 

—    7,608 

—  8,830 

—  9,812 

—  10,479 

—  10,372 

—  10,913 

—  11,177 

—  10,342 

—  10,612 

—  10,623 

—  8,585 

—  8,837 

—  8,863 

—  5,238 

—  5,918 

—  6,4  16 

—   5,69C 

—   6,344 

—   5,287 

—    5,4  3  5 

—   6,261 

—   7,826 

—    9,582 

—  10,846 

—    11,173 

—    10,388 

—   8,657 

—   6,711 

—    7,5:)8 

—  7,227 

—  8,866 
-10,186 

—  7,284 

—  8,969 

—  10,274 

—    8,532 

—  7,617 

—  8,603 

—  9,204 

—  8,762 

—  9,346 

—  9,591 

—  10,255 

— 10,926 

—  10,732 

—  10,284 

—  10,911 

—  10,403 

—  9,659 

—  9,910 

—  9,195 

—  8,245 

—  8,212 

—  7,531 

—  6,606 

—  6,783 

—  6,620 

—  6,202 

—    8,410 

—  11,127 

— 11,151 

—  10,050 

—    9,434 

—   9,517 

—    9,762 

—   9,598 

—      8,689 

—      7,066 

—    5,442 

—    5,524 

—    7,933 

— 11,640 
—11,686 
—  11,253 

— 11,567 

11,510 

—10,990 

—    9,906 

—  9,312 

—  8,866 

—  8,125 

—  9,152 

—  8,521 

—  7,676 

—    8,281 

—  8,691 

—  7,577 

—  6,276 

—  7,505 

—  6,116 

—  4,536 

—  6,665 

—  4,061 

—  2,241 

—  4,042 

—  2,423 

—  0,602 

—  4,580 

—  3,374 

—  1,924 

—   5,989 

—  10,348 

— 10,036 

—    8,276 

—    7,130 

—    6,582 

—    5,987 

—   4,790 

-      2,777 

—      0,265 

+    1,385 

—    0,255 

—   2,716 

—  9,002 

—  7,265 

—  6,208 

—  8,696 

—  7,027 

—  5,101 

—    5,501 

—  5,020 

—  4,531 

—  3,003 

—  5,332 

—  3,931 

—  2,409 

—  3,162 

—  1,384 
+    0,514 

-      0,857 
+      1,198 
+      3,360 

+      1,877 
+      4,110 
+      6,379 

+    3,488 
+    5,633 
+    7,717 

+    1,583 
+    3,525 
+    5,4  7  9 
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V 

M'-M 

il  =00 

af=  30° 

Jtf=60'' 

Jtf=90» 

Jtf=120« 

af=150» 

M 

=  180« 

M 

=  210"^/ 

-i4u'  M 

-.2  7  0" 

M=300» 

M  = 

0°   o' 

—  19,423 

— 1»',082 

— 19"729 

— 24','990 

— 31,"567 

— 3s"7  3  7 

— 

36"g18 

— 

3l"l27 

— 

23,27  8 

— 

13"768 

—  7"67  7 

—  IJ 

7  ;io 

—  18,866 

— 20,658 

— 31,951 

—35,168 

— 

28,132 

- 

18,634 

— 

6,660 

+  0,621 

—  ^ 

15   0 

—  13,846 

—  17,540 

—  20,411 

—25,807 

—31,186 

—33,497 

— 

31,104 

— 

23,789 

— 

11,924 

+ 

3,221 

+  11,678 

—  « 

■>■>    30 

—  15,066 

— 18,011 

—29,234 

—30,077 

— 

18,002 

+ 

3,070 

+ 

16,504 

+  26,538 

+  ' 

30   0 

—  3,9  7  8 

—  11,441 

— 16,099 

—21,590 

— 26,053 

—26,642 

— 

21,648 

— 

10,314 

+ 

8,497 

+ 

33,992 

+  42,477 

+u 

3  7  3  0 

—  6,699 

—  11,930 

— 21,699 

—21,330 

— 

0,743 

+ 

23,340 

+ 

56,567 

+  61,000 

-i  ■■■ 

45   0 

+  8,384 

—  0,910 

—  6,373 

— 11,981 

—  15,835 

—  14,694 

— 

6,397 

+ 

11,018 

+ 

42,080 

+ 

84,646 

+  80,852 

52  3  0 

+  5,752 

+  0,595 

—  8,740 

—  6,688 

+ 

25,094 

+ 

65,200 

+ 

17,097 

+  95,002 

liO   0 

+  1'..,243 

+  13,077 

+  8,950 

+  3,271 

—  0,324 

+  2,674 

+ 

15,215 

+ 

41,407 

+ 

92,038 

+ 

47,340 

+  97,695 

+  *< 

«7  3  0 

+  20,674 

+  18,607 

+  9,352 

+  13,268 

+ 

59,007 

+ 

18,349 

+  157,896  +82,422 

+  3! 

75   0 

+  22,314 

+  27,969 

+  29,341 

+  23,877 

+  20,073 

+  24,756 

+ 

41,432 

+ 

75,000 

+  130,167 

+  121,092 

+  49,920 

+  2« 

82  30 

+  34,103 

+  40,705 

+  31,434 

+  36,423 

+ 

82,056 

+ 

94,744 

+ 

31,386 

+  11,068 

+  « 

UO   0 

+  l->,002 

+  37,974 

+  51,912 

+  47,537 

+  42,642 

+  46,874 

+ 

60,102 

+ 

64,710 

- 

21,359 

- 

62,329 

—20,631 

-  : 

97  30 

+  38,245 

+  61,667 

+  52,287 

+  53,675 

+ 

1,887 

— 

73,568 

— 

09,812 

-38,061 

—11 

105   0 

—  !»,097 

+  33,788 

+  68,102 

+  66,736 

+  58,374 

+  63,175 

+ 

29,193 

— 

08,237 

—249,747 

— 

12,274 

—42,684 

—  2! 

112  30 

+  24,142 

+  68,992 

+  58,164 

+  41,029 

—213,127 

—  232,263 

— 

93,008 

—  38,872 

—  J( 

120   0 

—28,384 

+  10,167 

+  62,432 

+  65,869 

+  49,013 

+  14,601 

— 

89,094 

— 250,265 

— 

77,652 

— 

68,543 

—30,801 

—  2( 

127  30 

—  5,875 

+  47,966 

+  29,897 

—23,232 

—222,395 

— 

22,860 

— 

45,585 

—21,281 

—2! 

135   0 

—  35,493 

—20,971 

+27,521 

+  32,424 

+  3,243 

—62,186 

— 

64,022 

— 

68,776 

— 

78,574 

— 

26,271 

—  11,874 

—  1^ 

142  30 

—32,488 

+  5,200 

—24,855 

— 89,548 

— 

15,641 

— 

45,100 

— 

10,7-1 

—  3,3  4  9 

—  15 

150   0 

-30,850 

—  30,123 

—  14,415 

—  15,035 

—47,156 

—98,442 

- 

20,214 

— 

71,887 

— 

20,393 

+ 

1,295 

+  3,945 

—  • 

157  30 

—40,909 

—28,164 

—58,994 

— 90,878 

— 

38,267 

— 

2,379 

+ 

10,418 

+  9,929 

—  1 

lfi5   0 

—  20,347 

— 38,804 

—35,119 

—40,528 

— 59,880 

—73,057 

— 

52,455 

— 

13,247 

+ 

10,503 

+ 

17,073 

+  14,830 

+  ! 

172  30 

—34,017 

—  30,118 

— 52,313 

—51,204 

+ 

4,922 

+ 

19,420 

+ 

21,659 

+  18,132 

+  ■ 

180   0 

—  8,018 

—  27,703 

—32,666 

—  36,652 

—39,633 

—29,339 

— 

3,842 

+ 

17,097 

+ 

25,109 

+ 

24,514 

+  20,548 

+  1. 

187  30 

—20,74  3 

—26,448 

-24,816 

—  9,718 

+ 

26,095 

+ 

28,487 

+ 

25,927 

+  21,986 

+  1! 

195   0 

+  0,849 

—  13,754 

—  18,777 

—  17,784 

—  9,893 

+  6,738 

+ 

24,019 

+ 

31,285 

+ 

29,787 

+ 

26,145 

+  22,569 

+  1! 

202  30 

—  7,132 

—  10,605 

+  3,868 

+  19,750 

+ 

33,601 

+ 

29,487 

+ 

25,365 

+  22,362 

+  1' 

210   0 

+  7,934 

—  1,127 

—  2,585 

+  3,660 

-t-15,737 

+29,382 

+ 

36,175 

+ 

33,788 

+ 

27,922 

+ 

23,776 

+  21,515 

+  !■ 

217  30 

+  4,112 

+  4,S58 

+  25,356 

+  35,847 

+ 

32,205 

+ 

25,308 

+ 

21,524 

+  20,081 

+r 

225   0 

+  12,061 

+  8,501 

+  11,434 

+  20,890 

+  32,572 

+  39,440 

+ 

37,229 

+ 

29,275 

+ 

22,058 

+ 

18,7  4  6 

+  18,146 

+1' 

232  30 

+  11,990 

+  16,974 

+  37,379 

+  40,490 

+ 

25,319 

+ 

18,186 

+ 

15,559 

+  16,788 

+  1! 

240   0 

+  13,278 

+  14,560 

+  21,319 

+  31,932 

+  39,875 

+  39,353 

+ 

30,903 

+ 

20  627 

+ 

13,926 

+ 

12,068 

+  13,071 

+i: 

247  30 

+  16,203 

+  24,488 

+  40,219 

+  36,396 

+ 

15,441 

+ 

9,418 

+ 

8,356 

+  10,083 

+  1 

255   0 

+  11,770 

+  16,929 

+  26,354 

+  35,904 

+  38,836 

+  31,982 

+ 

20,242 

+ 

9,968 

+ 

4,787 

+ 

4,512 

+  6,828 

+  • 

262  30 

+  16,762 

+  26,948 

+  35,408 

+  26,462 

+ 

4,382 

+ 

0,141 

+ 

0,617 

+  3,433 

+  ' 

270   0 

+  7,865 

+  15,740 

+  26,310 

+  33,220 

+  30,784 

+  20,185 

+ 

7,662 

— 

1,168 

— 

4,426 

— 

3,260 

—  0,064 

+ 

277  30 

+  13,929 

+  24,516 

+  25,128 

+  13,417 

— 

6,556 

— 

8,831 

_ 

7,046 

—  3,558 

+ 

285   0 

+  2,073 

+  11,410 

+  21,682 

+25,19.4 

+  18,744 

+  6,483 

— 

5,009 

— 

11,678 

— 

12,998 

— 

10,665 

—  6,997 

— 

292  30 

+  8,296 

+  17,966 

+  11,933 

—  0,402 

— 

16,441 

— 

16,847 

— 

14,038 

—  10,277 

— 

300   0 

—  4,834 

+  4,721 

+  13,558 

+  13,775 

+  4,979 

—  7,030 

- 

16,47) 

— 

20,768 

— 

20,311 

— 

17,081 

— 13,289 

- 

30-  30 

+  0,846 

+  8,674 

—  1,853 

— 13,230 

— 

24,586 

— 

23,316 

'— 

19,896 

—  15,009 

—1 

315   0 

—  11,783 

—  3,152 

+  3,546 

+  1,173 

—  8,340 

—  18,861 



25,832 

— 

27,828 

— 

25,780 

— 

21,770 

—  17,093 

— 1 

322  30 

—  7,080 

—  1,586 

—  14,293 

—  23,837 

— 

30,426 

— 

27,617 

— 

23,181 

— 19,369 

— ' 

330   0 

—  17,444 

—  10,742 

—  6,487 

—  10,526 

— 19,655 

— 27,994 

— 

32,466 

— 

32,309 

- 

28,728 

— 

23,776 

—19,843 

-' 

337  30 

—  13,943 

—  10,938 

—24,003 

—31,335 

— 

33,414 

— 

28,994 

- 

23,374 

—  19,185 

—1 

345   0 

—20,400 

—  16,503 

—  14,738 

—19,844 

—27,537 

—33,772 

— 

36,888 

— 

33,648 

— 

28,290 

— 

21,766 

—17,117 

—  1 

352  30 

—  18,260 

—17,718 

—  30,077 

—35,255 

— 

32,924 

— 

26,454 

— 

18,670 

—  13,371 

— ' 
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M 

3/=  u»    il/=  30» 

itf  =60» 

M=ii,'> 

itf=120« 

M=,.. 

M 

=  180» 

M 

=  210» 

M 

=  240» 

M 

=  270» 

M 

=  300" 

2^=330» 

0' 

—  :i"4  7ü 

—  ll"969 

— 18'340 

19'o58 

—   13,"688 

—      4"ll9 

+ 

6;363 

+ 

13','8  64 

+ 

uj'ooo 

+ 

9,"l50 

+ 

3  "5  3  9 

+    l','975 

0 

—    4,552 

—  12,095 

—  11,455 
-10,002 

—  17,058 

—  15,182 

—  12,773 

—    13,892 

—  10,725 

—  7,829 

—  5,114 

—      1,349 
+       1,085 
+      3,058 

+ 

9,430 

+ 

+ 
+ 

12,964 

+ 
+ 
+ 

12,327 
8,241 
2,208 

+ 

4,305 
2,027 
10,062 

~ 

0,523 
7,066 

+  0,565 
—  0,001 
+    0,696 

—    l,'Jl:i 

—    7,711 

—    9,908 

—      8,148 

—      2  712 

+      4,414 

+ 

9,2  56 

+ 

6,742 

— 

6,377 

— 

19,963 

— 

8,501 

+    3,123 

+    5,5r,3 

—  4,582 

—  0,638 
+    4,053 

—  6,689 

—  3,243 
+    0,272 

—      2,886 

—      0,777 
+      0,499 
+      0,878 

+       4,955 
+       4,434 
+       2,517 

+ 

3,638 

+ 

0,533 
22^100 

18,378 
35,023 
58,119 

- 

31,712 
44,593 
56,294 

+ 
+ 

6,736 
0,411 
15,282 

+  7,718 
+  14,766 
+  24,111 

+  I7,!JI0 

+    9,367 

+    3,640 

+      0,356 

+       0,056 

—       1,228 

— 

11,468 

— 

41,324 

— 

89,772 

— 

60,536 

+ 

38,739 

+  34,989 

a 

0 

+  32,5C(i 

+  15,082 
+  20,843 
+  26,091 

+    6,565 
+    8,646 
+    9,338 

—      0,859 

—  2,358 

—  6,850 

—  14,010 

—  7,364 

—  16,609 

—  29,820 

- 

43,504 

^ 

68,648 

—  131,658 

—  180,442 
—215,850 

+ 

45,165 
2,471 
71,933 

+ 

+ 
+1 

67,352 
92,253 
04,033 

+  46,777 
+  54,315 
+  58,618 

u 

+4:!,08fi 

+  30,065 

+    7,954 

—    10,380 

—   24,483 

—   47,861 

— 

03,552 

—218,610 

— 

94,352 

+  1 

22,371 

+  1 

00,037 

+  57,809 

l 

+  42,353 

+  31,786 
+  30,331 
+  25,149 

+    3,703 
—    4,126 
— 15,784 

—    32,814 

—  38,771 

—  57,034 

—  78,367 

—  71,218 

—  99,198 
—128,553 

- 

87,635 

—268,956 
—270,212 
—203,171 

+ 
+ 

98,714 
3,131 
53,446 

+  130,482 
+  110,474 
+    82,540 

+ 
+ 
+ 

85,022 
66,807 
47,174 

+  62,463 

+  44,183 
+  34,741 

9 

+  3Ü,489 

+  16,552 

—  30,544 

—   67,883 

—  100,214 

—152,661 

—213,114 

— 

08,390 

+ 

61,734 

+ 

56,772 

+ 

31,301 

+  26,605 

) 

+  15,528 

+    5,869 
—   4,889 
—13,810 

—46,333 
—  60,033 
—68,663 

—   98,905 

—  118,127 

—  126,994 
—123,500 

—  162,585 
— 152,641 
— 125,485 

- 

16,8  9  2 

+ 
+ 

36,498 
0,932 
14,002 

+ 
+ 
+ 

52,019 
37,585 
23,517 

+ 
+ 
+ 

35,912 
19,890 
7,887 

+ 
+ 
+ 

18,733 
9,234 
2,328 

+  17,616 
+  11,161 
+    6,237 

J 

+    4,518 

—  19,746 

—  70,703 

—  100,030 

—  108,413 

—    90,596 

— 

29,305 

+ 

15,801 

+ 

11,367 

— 

0,9  21 

— 

2,475 

+    2,745 

) 

—    0,7  fi  6 

—  22,472 
—22,4  5  1 
—20,402 

— 66,600 
— 58,144 
—  47,476 

—    71,750 

—  86,202 

—  62,313 

—  40,834 

—  57,861 

—  32,424 

—  15,336 

+ 

0,206 

+ 
+ 

11,371 
4,830 
2,098 

+ 

1,401 
6,492 
12,544 

~" 

7,207 
11,504 
14,221 

— 

5,580 
7.376 
8,137 

+    0,467 

—  0,810 

—  1,286 

—    1,5«3 

-17,072 

—  36,224 

—   3  7,516 

—    23,716 

—      5,384 

+ 

0,6  8  0 

— 

8,583 

— 

16,975 

— 

15,669 

— 

8,094 

—    1,131 

+    (1,257 

-13,004 

—  8,823 

—  4,649 

—25,597 

—  16,187 

-  8,244 

—    12,2s6 

—  11,398 

—  3,422 
+      0,961 

—  0,82  5 

—  0,022 

—  1,691 

- 

7,89  6 

~ 

14,177 

18,876 
22,440 

— 

20,004 
21,827 
22,616 

~ 

16,102 
16,727 
14,704 

— 

7,428 
6,286 
4,785 

—  0,495 
+  0,503 
+    1,762 

+    3,3  9  3 

—   0,746 

+       1,670 

+      2,525 

—      4,868 

— 

17,3  9  9 

— 

25,004 

— 

22,529 

— 

13,175 

— 

3,0  2  6 

+    3,200 

+    6,800 

+    2.759 
+    5,782 
+    8,2  6  8 

+    3,123 

+    6,688 
+    8,991 

+      6,581 

+      1,972 

—  0,103 

—  3,201 

—  8,844 

—  13,101 

—  17,258 

- 

24,700 

E 

26,556 
27,204 
27,037 

E 

21,709 
20,285 
18,308 

: 

11,255 
9,042 
6,618 

+ 
+ 

1,0S6 
0,967 
3,073 

+  *,74« 
+  6,339 
+    7,928 

+  10,008 

+  10,186 

+  10,140 

+      5,18! 

—      6,903 

—   21,044 

— 

28,7  6  2 

— 

26,157 

— 

16,065 

— 

4,056 

+ 

5,183 

+    9,469 

+  12,359 

+  11,515 
+  12,245 
+  12,379 

+  10,258 
+    9,463 
+    7,886 

—      0,128 

—  10,861 

—  14,787 

—  18,458 

—  24,263 

—  26,805 

—  28,603 

- 

29,543 

^ 

24,667 
22,668 
20,253 

13,465 
10,650 
7,694 

+ 
+ 

1,419 
1,237 
3,860 

+ 

+ 
+ 

7,249 
9,227 

+  10,903 
+  12,204 
+  13,326 

+  13,550 

+  11,929 

+    5,662 

—      7,253 

—   21,668 

—    29,634 

— 

27,505 

— 

17,517 

— 

4,662 

+ 

6,401 

+ 

12,753 

+  14,230 

+  13,322 

+  10,929 
+    9,422 
+    7,472 

+    2,940 

—  0,124 

—  3,370 

—    14,400 

—  24,313 

—  26,306 

—  27,589 

—  29,925 

—  29,513 

—  28,466 

- 

23,318 

- 

14,539 
11,396 
8,162 

+ 
+ 

1,614 
1,392 
4,301 

+ 

+ 
+ 

8,813 
11,048 
13,054 

+ 
+ 
+ 

14,212 
15,415 

16,311 

+  14,877 
+  15,235 
+  15,269 

+  11,564 

+    5,164 

—    6,633 

—   20,105 

—    28,167 

—    26,856 

- 

17,6  9  3 

— 

4,902 

+ 

7,058 

+ 

14,778 

+ 

16,853 

+  14,956 

+   8,3  9  8 

+    2,600 
—   2,'826 

9,758 

— 12,600 
— 15,032 

—  23,648 

—  28,061 

—  27,317 

—  25,999 

—  24,771 

—  22,295 

—  19,539 

11,301 

+ 

+ 

1,682 
1,436 
4,3  8  7 

+ 
+ 
+ 

9,606 
11,883 

+ 
+ 
+ 

16,160 
17,129 
17,618 

+ 
+ 
+ 

16,992 
16,679 
15,867 

+  14,278 
+  13,230 
+  11,827 

+    4,253 

—  5,422 

—  10,950 

—  24,495 

—   24,182 

—   16,526 

— 

4,755 

+ 

7,102 

+ 

15,331 

+ 

17,526 

+ 

14,515 

+  10,101 

-  0,080 

—  7,759 

—  9,707 

—  11,145 

—  18,276 

—  18,961 

—  18,983 

—   22,815 

—  21,962 

—  19,398 

—  13,405 

—  10,239 

—  7,114 

+ 

1,351 

+ 
+ 
+ 

9,505 
11,508 
13,004 

+ 
+ 
+ 

16,325 
16,689 
16,277 

+ 
+ 

16,763 
15,211 
12,724 

+ 
+ 
+ 

12,595 
10,096 
7,049 

+  8,124 
+  5,998 
+    3,879 
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Es  folgt  nun  die  Entwickelung  dieser  drei  Grössen  nach  Vielfachen  von  M'  —  M,  wobei  unter  An- 
wendung der  Auseinandersetzungen  der  vorigen  Artikel  für  x  das  Argument  M'  —  M  und  fUr  y  das  Argu- 
ment il/ zu  nehmen  ist;  für  jeden  der  12  Werthe  M  ^=  n,  3o",  lio"  ...  ist  dann  aus  den  in  den  Vertical- 
columnen  der  vorstehenden  Tafeln  angegebenen  Werthen  die  Interpolation  auszuführen,  d.  h.  die  in  Artikel 
[sj  Gleichung  4  mit  a«  o,  o,,,,  oq,,  ...  ß,  „,  ß,,,  ...  bezeichneten  Coefficienten  zu  bestimmen.  Das  Re- 
sultat ist  auf  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt,  wobei  die  in  der  obersten  Horizontalreihe  stehenden 
Werthe  die  von  «o.o.  "o.ii  <«(i,2,  •.•  «o.f-n  die  in  der  zweiten  stehenden  die  von  a,  o,  o,  ,,  a,,«,  ...  Oi.v-i, 
also  die  Coefficienten  von  coa[M'  —  M],  die  in  der  dritten  die  Coefficienten  von  coi2[M'  —  M)  u.  g.  w.  sind; 
die  in  der  mit  B,m[M'  —  M]  multiplicirten  Horizontalreihe  sind  die  Werthe  der  ^,„,  ß,  ,,  ß,_2,  ...  ßi,,_, 
u.  8.  w.    Die  erste  Verticalcohimne  gibt  die  Keihe  für  resp.  T^,  V^,  W^ ,  die  zweite  die  für  7",,  F,,  TP,  u.  s.  w. 


M  ^■i\»'>,M  =im''\M  =-nv 


coB{M'—M) 

cos  2  M' — M) 
cos;)  -V— üf; 
cos  1  M'^M) 
cos.'.  M'—M) 
cos  li  M'—M) 
cos  7  M' — M] 
cos  s  M' — M^ 
cos  ii  M' — M) 
cos  1  ü  M' — M] 
coi  \\M'~M] 
cos  1 2  M'—M] 

sin' M'—M) 
sm2[M'—M) 
sin  3  M'—M] 
sin  4  J)/'— ilf 
t.\nJ^,M'—M) 
sin  r,  j»/'— iWi 
sin  7  J/' — JWj 
sin  s  M'—M) 
sin  II  M'—M: 
shi  l  II  [ü/'— 3/) 
sinlilM'— Jlf) 
sin  12;itf'— ilf) 


—  1,002 

—  0,552 
-|-    5,853 

—  2,734 

—  0,589 
-f-  U,450 
4-    0,025 

—  0,031 
4-    0,014 


-|-    0,004 

-f-  0,523 
-|-  6,807 
-1-  2,257 
—    1,158 


—  5,204 
+  2,565 
+  3,521 

—  5,608 
-t-  2,039 
-j-  0,050 

—  0,357 
+  »,1S2 

—  0,013 

—  0,018 
-f-  0,010 

—  0,001 

—  0,000 


—  1,541 
+  1,046 

—  0,222 

—  0,067 
-|-  0,063 

—  0,019 

—  0,002 
-|-  0,003 

—  0,001 


—  3,414 
+  1>476 
-f    1,203 


—  0,769 

—  0,051 
+    0,107 

—  0,089 
-|-  0,023 
-t-    0,001 

—  0,005 
-t-    0,003 

—  1,381 


0,221 
0,901'. 
0,505 


-t-   0,646 

—  2,596 
-1-    1,278 

—  2,635 
+    1,891 

—  0,713 
4-  0,098 
+    0.0't 

—  0,063 
4-    0,027 

—  0,006 

—  0,002 
+    0,002 

+  3,017 
+    9,402 

—  3,197 
-I-  0,240 
-j-    0,477 

—  0,362 
+    0.1*5 

—  0,026 

—  0,009 
-t-    0,010 

—  0,005 


+   2, 


-)-    0,003 

-f-  5,599 
-f    6,610 

—  2,504 
+  0,067 
4-    0,529 

—  0,384 
+    0,150 

—  0,022 

—  0,017 
-1-    0,016 

—  0,008 
-f-    0,002 


+  0,014 

4-  0,027 

—  0,023 
+  0,008 

+  6,981 
-j-    5,596 

—  1,756 

—  0,847 
+    1.1** 

—  0,576 
+  0,084 
-I-    0,095 

—  0,088 
+    0,036 

—  0,0  01 

—  0,006 


1,447 
2,857 
6,038 
6,498 
1,969 
1,264 
1,532 


-|-  0,502 
-|-    0,228 

—  0,318 
+  0,116 
-j-    0,057 

—  0,049 

-I-  6,205 
-j-  6,160 
-j-    0,463 

—  3,631 
-f    2,207 

—  0,048 

—  0,761 

+  o.**^ 

—  0,034 

—  0,157 
-f    0,121 


-f  13,730 

—  9,737 

—  3,212 
+   6,190 


2,208 
1,461 
0,384 


+    4 


—   0, 
+    0, 


+  1. 
+  1,' 
—    0, 


1,080 
0,473 


+    3, 


-l-  0,176 
+  0,770 
4-    0,087 

— 11,336 

—  7,275 
-f  17,345 
-I-  7,430 
_  7,035 

4,775 

4-  2,266 
4-  2,523 
0,519 

—  1,175 
4-  0,007 
4-    0,493 


4-  0, 
4-  0,: 


4-  0,' 


0,651 
5,752 
6,232 
4,512 
0,090 
1,631 
0,273 
0,404 
0,196 
0,058 
0,074 
0,000 


COS  'M'- 
C08  2  M'- 

cos  :i  M'- 
cos  4  M'- 
cos .'.  M'- 
cos  0  M'- 
cos  7  iV- 
cos  s  M'- 
cos  0  M'- 
cos  10  31'- 
cos  1 1  M'- 
cos  1  2  M'- 


—  4,459 
4-  0,924 

—  6,663 
4-  2,292 
4-  0,496 

—  0,380 

—  0,003 
4-  0,046 

—  0,006 

—  0,004 
4-  0,001 


—   1,084 

4-    S-12 

4-    7,534 

4-    1,571 

—    6,070 

— 14,495 

—  19,602 

—  13,503 

4-    5,702 

4-    6,957 

4- 

+    3.4 '4 

—    3,707 

—    7,-82 

—    7,761 

—    3,796 

4-    4,0'2 

4-10,-00 

4-    8,495 

4-    7,392 

4-   3,290 

—25,499 

—  33,889 

—36,906 

—38,235 

—36,274 

—25,208 

—    1,303 

4-20,032 

4-    6,343 

4-    3,795 



4-    2,559 

4-12,311 

4-15,394 

4-15,306 

4-    8,085 

—  14,370 

—46,143 

-52,010 

—  39,373 

-21,339 

_ 

4-    2,930 

—    1,288 

—  2,920 

—    1,168 

4-    7,228 

4-23,445 

4-26,183 

—    5,177 

—  12,568 

—    9,549 



—    1,887 

1,701 

—    1,159 

-^   2,724 

—   7,727 

—    9,887 

4-10,893 

4-30,204 

4-17,706 

4-    4.214 

4- 

4-    0,372 

4-    1.271 

-f    1,337 

4-   2,162 

4-    3,433 

—    2,338 

— 17,178 

4-    0,071 

4-    9,516 

4-    4,347 

+ 

4-    0,128 

—    0,442 

—  0,646 

0,901 

—   0,283 

4-    5,016 

4-    2,491 

—15,391 

—    6,341 

4-    0,020 

—    0,117 

4-    0,032 

4-    0,160 

+    0,160 

—   0,720 

—   2,261 

4-    6,555 

4-    1,207 

—    5,470 

—    1,292 

— 

4-    0,034 

-f    0,058 

4-    0,009 

-f-    0,078 

4-    0,566 

—   0,215 

—   3,836 

4-    7,397 

4-    1,755 

—   0,386 

4- 

4-    0,002 

—    0,030 

—    0,031 

—   0,085 

—   0,203 

4-    0,869 

—    1,198 

—    1,142 

4-    2,695 

+    0,201 

4- 

-    0,003 

4-    0,013 

4-    0,015 

4-   0,042 

—  0,008 

—   0,304 

4-   2,122 

—    3,416 

—    0,248 

4-   0,186 

4- 

4-    0,005 

—    0,001 

—    0,0  0  4 

—   0,010 

4-    0,057 

—    0,029 

—    0,3-3 

4-    »,794 

—    1,178 

—   0,020 

— 
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oefficient 
von : 

n  ,M'—M] 
■1  M'—M] 
?.  M'—M) 
I  -1/'— AT) 
.  M'—M] 
I.  M'—M) 
7  M'—M] 
-  M'—M) 
1  M'—M\ 
"  M'—M: 
I  U'-Ml 
■J  M'—M) 
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—  3,95S 
+  17,027 

—  4,894 

—  1/J87 
+  0,980 
+  0,0  0  5 

—  0,136 
+  0,009 
+  0,015 


+  1,047 

+  7,246 

—  10,190 
+  3,529 
4-  0,181 

—  0,608 
+  0,274 

—  0,021 

—  0,036 
+  0,017 


7,766 
8,6SS 
2,463 
0,216 
0,322 
0,226 
0,075 
0,004 


3,305 
5,370 
7,203 
7,267 
3,329 


0,233 
0,128 
0,042 


3,259 
6,012 
13,341 
9,784 
3,875 
0,508 
0,488 
0,442 


1  + 


+46,: 

—  34,' 
+  4; 
+  10,1 


+    2,( 


—25, 
+  63,; 
—22,1 

—  25,' 

+  23,1 
+    l>i 

—11,; 
+  3,1 
+  3,; 

—  3,1 

—  0,( 


+  U 

+  0,^ 


+  10,090 
+  33,624 
+  10,268 

—  10,449 

—  6,898 
+  1,200 
+  2,478 
+    0,378 

—  0,614 

—  0,288 
+    0,092 


+  1,236 
+  21,707 

+  3,075 

—  4,440 

—  1,352 
+  0,562 
+  0,315 

—  0,044 

—  0,057 

—  0,002 
+  0,009 


US  M'- 

13  2  :M'- 
13:1  M'- 
3  1   M'- 

>:,  M'- 

ii,  M'- 

i  :  M' 

-,  -  iM'- 

i'j  M' 

\;  M'- 

I  1  M'- 

I'  M'- 

iii  M'- 
\  2  \M'- 
l3iM'- 
14(M'- 
15(M'- 
16(M'- 
1  7  M'- 
1  8  (M'- 
19(M'- 

lofM'. 

ii(ivr- 

12  M'- 


+ 

0,983 

— 

2,092 

— 

5,261 

+ 

1,536 

+ 

1,904 

— 

0,509 



0,165 

_}- 

0,0b2 

+ 

0,007 

— 

0,011 

+ 

0,001 

0,000 

— 

0,001 

+ 

8,376 

— 

3,006 

— 

5,763 

+ 

1,021 

+ 

0,591 

0,225 

— 

0,039 

+ 

0,034 

_ 

11,004 

+ 

0,0(11 

+ 

1,714 

+ 

0,899 

— 

8,081 

+ 

2,860 

+ 

1,599 

— 

1,291 

+- 

0,322 

+ 

0,062 

— 

0,077 

+ 

0,025 

+ 

0,001 

— 

0,0  0  4 

-1- 

0,002 

+ 

2,770 

+ 

2,112 

— 

6,590 

+ 

2,701 

— 

0,080 



0,410 

+ 

0,197 

— 

0,023 

_ 

0,020 

+ 

o,ni3 

— 

0,004 

— 

0,000 

_ 

13,648 

+ 

11,026 

7,678 

+ 

0,012 

+ 

3,526 

2,10  0 

+ 

0,650 

+ 

0,007 

— 

0,120 

+ 

0,0  6  9 

0,020 

+ 

0,000 

+ 

0,003 

_ 

9,172 

+  18,334 

— 

0,691 

+ 

3,480 

+ 

0,012 

— 

0,664 

+ 

0,393 

— 

0,113 

— 

0,001 

+ 

0,022 

0,013 

f 

0,005 

— 

15,232 

+  30,569 

— 

13,695 

+ 

3,364 

+ 

0,486 

0,969 

+ 

0,536 

— 

0,166 

+ 

0,010 

+ 

0,023 

_ 

29,309 

+ 

19,671 

+ 

1,697 

— 

11,666 

+ 

8,783 

— 

3,538 

+ 

0,525 

+ 

0,392 

— 

0,374 

+ 

0,172 

— • 

0,040 

+ 

0,006 

+ 

0,012 

_ 

7,350 

+ 

36,725 

4,506 

+ 

1,417 

— 

2,272 



1,879 

+ 

0,803 

— 

0,152 



0,060 

+ 

0,062 

0,035 

+ 

0,011 

+  24,, 
+  19, 
—  24, 
+  12, 


+    2, 

+    Iv 

+   oi. 


+    0, 
+    0, 


+  24,' 
+  41,' 
—32,1 
+  3,- 
+  11,' 
—  7,i 
+    1,! 

+  i,s 


—  35,049 
+  15,198 
+  58,266 

—  14,033 
-25,779 
+  17,611 
+    4,645 


+  1,946 
+  3,399 
—   2,211 


+  2,555 
+  42,872 
— 18,833 
— 12,919 
+  13,937 
+    0,075 


—  3,029 
+  31,817 
+  29,831 
—21,032 

—  15,513 
+  12,020 
+    MH 

—  6,382 

—  3,029 
+  3,249 
+    1,211 

—  1,602 

—  32,096 
—35,064 
+  27,197 
+  22,016 
— 16,155 

—  10,620 
+  8,808 
+  4,680 

—  4,672 


+    8,632 

+  10,803 

+  14,757 

—   2,309 

+    5,297 

+    2,814 

—22,304 

—27,324 

—  17,354 

+  20,678 

—    1,787 

—    2,003 

+  16,609 

+  10,186 

+    3,427 

—   7,610 

+    3,581 

+    0,931 

—   9,309 

—   2,149 

—    0,446 

+    1,821 

—    1,710 

—   0,224 

+    4,49  5 

+    0,143 

+   0,038 

+    0,007 

+    0,538 

+    0,042 

—   1,934 

—  0,114 

+    0,001 

—   0,352 

—   0,120 

—   0,0  0  7 

+    0,7411 

—  ö.o«s 

—    0,001 

+  13,458 

+  19,741 

+  11,867 

—26,766 

—   3,748 

—    0,363 

—20,401 

—  18,373 

—   8,495 

+  13,166 

—  3,795 

—    1,603 

+  12,708 

+    5,001 

+    1,282 

—   3,995 

+    2,648 

+    0,475 

—   6,564 

—  0,747 

—   0,141 

+    0,601 

—    1,001 

—    0,099 

+    2,989 

—   0,070 

+    0,007 

+    0,280 

+    0,266 

+    0,017 

—    1,224 

+    0,097 

+    0,002 

—    0,339 

—    0,047 

—    0,003 

Es  würde  sich  nicht  empfehlen ,  jetzt  auch  die  Enfvvickelung  von  T,  V,  W  nach  Vielfachen  \on  M 
hier  gleich  anzuschliessen  ;  denn  in  den  Gleichungen  4  des  Artikels  [1]  zur  Berechnung  der  Differential- 
quotienten der  Elemente  sind  diese  drei  Grössen  noch  mit  Factoren  multiplicirt,  welche  periodische  Func- 
tionen von  31  allein  sind ;  man  wird  also  die  Entwickeluug  nach  diesem  letztern  Argument  nicht  erst  für 
T,  V,  W  vornehmen,  sondern  gleich  für  diese  Differentialquotienten  selbst;  das  Argument  M'  —  M  resp. 
31'  kommt  in  den  genannten  Factoren  nicht  mehr  vor,  weshalb  die  Entwickelung  nach  diesem  ein  für  alle 
Mal  abgethan  ist.] 


[Es  sollen  nun  die  Störungen  der  Neigung  und  der  Länge    der  Knotenlinii 
s)  bestimmt  werden.     Nach  Artikel  [1]  ist 


venigsten  müh- 
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W( 

BintdQ 


-    Wcoa  c—w  .cos  üi  — Q;— TFsin  u  — lü)  .sin  ;ü)  — Q) 
dt 


j —   — TTein  (t)  —  lü  .  cos  öi  —  Q   -f- Treo»  « — mj.gin  üj  —  Q  . 

»at 

Da  ü> — Q  constant  angenommen  wird,  so  sind  die  Grössen  Tfcos  t)  —  ü)  und  TTsin  [« — tu)  nach 
\'ielliu-lien  von  M  und  M'  zu  entwickeln.  Hiezu  sind  aus  den  numerischen  Werthen  von  W  auf  voriger 
Seite  die  entsprechenden  AVerthe  dieser  beiden  Grössen  zu  berechnen,  für  welche  man  also  zwei  ganz  gleich 
i-ingerichtete  Tafeln  erhält.  Aus  den  numerischen  Werthen  jeder  Horizontalreihe  dieser  Tafeln  ist  nach  den 
Vorschriften  des  Artikels  [h]  je  eine  Reihe  nach  Vielfachen  von  M  herzustellen,  welches  die  Reihen  3  des 
Artikels  [5]  sind. 

Ein  Beispiel  mag  die  Rechnung  erläutern  und  zwar  soll  hiezu  die  Berechnung  der  Coefficienten  von 
cos  (itf ' — M)  in  Tfcosii;  —  «ü;  dienen:  Nach  der  vorigen  Seite  ist  der  Wcrth  dieses  Coefficienten  m  W  für 
M  resp.  =  u,  au",  «0°  etc. ; 

O"                au"                 60°                  'Ml"                l'iO"                l.lo"  ISO°  2111"  2lü°             270°           :lilli°  3 

— 2;'092   +o;'S9'.i    +li;'02ß   +10;'l3(;    +1«;'071    +24;'501  +24;'-5fi  +15;'l98  — 3;'029  — 2;'309    4-8;'2'J7  +2;'si 

die  Logarithmen;        —           9, «5730      1,04242       1,20779       1, 29382        1, 38919  —  1,18179  0,48130„    0,38312„    0,72403  0,4493 

logcos;»  — tu                 —           9,81987      S,C3027       9,G57ß4„    9,88822„     0,97571„  —  9,97571„  9,88822„   a,65704„   6,03027  9,8198 

also  die  entsprechenden  Coefficienten  von  Wcos'v  —  tu;: 

—  ■2','o:'-i    +0;'.'i94       +0;'4T1       — 7;':!;i.S    — 15;'207    — 23;'ir,S    — 24;'75n    — nJ'S-l      +2/342    +i;'050    +0;'220    +l!'S 

Hiemit  stellt  sich  die  Interpolationsrechnung  wie  folgt ,  wenn  wir  diese  Coefficienten  vorübergehend 
mit  ^0.  -'i.  ^'^2  ■•■  -^u  bezeiclinen  und  auch  sonst  die  Bezeichnungen  der  Artikel  [2] — [3]  benutzen 

:   —7,335      Af  =  —15,207      Ai   =  —23,168      A^   =   —24,75.. 
:    +  1,050      ^8   =   +     2,342      A,   =   —  14,371 


Ao=    —     2,092      A,      =    +     0,594 

A, 

=    +     0,471 

^„    =    +     1,S59 

^.0 

=    +     0,220 

.Bo   =   —    4,184       5,    =    +     2,453 

S, 

=    +     0,09  7 

5,   =   —49,512       £3   =   — 37,539 

£* 

=   -12,^65 

Fo  =   —5:1,690  Ko  =   —    00,200  B„   =   —41,120      Z>„  =   +45,328      Do  +  Di   =   +58,890      i  0,  +  O5)   =    +4,» 

F,    —   —35,080  Ki    =    —     47,254  Hi    =    —22,918       A    =    +39,992     D„— 22),    =    +  18,204       |  O,  —  aj'l    =    +.5,7 

ii"2   =   —  12.1CS     Ä'o  +  25',    =   —100,774       i/o  +  S^,    =    —04,044      Do   =    +13,502      2>, 1,00197 

F3  =  — 12,570        Ko  —  Ki=  —     19,012   Ä'o—22r,    =   +     4,710  y'*» 0,84062 

C,    =  —     1,265       C,   =    +     0,452       d   =  —8,385 

Cs   =   —     8,797       C,    =   —17,549 

G,    =    +     7,532      J, 1,40357         £1=  — 10,062  i',  -|- £3   =   — 26,832       i(ßi+ß5)=   — 2,236 

G.j    =    +  17,794      i, 1,0H23„      £2   =    —  17,304       2£,  — £3   =   —     3,354      ^iß,  —  ßj)    =— 2,497 

\/48  ..  .  0,S4062         2:3    =   — 10,770      E, I,23815„ 

v/48 0,94002 

Es  ergibt  sich  also  der  Coefficient  von  cos  iVi' — M]  in  der  Entwickelung  von  TFcos  i;  —  tu',    der  der 
Grösse  et,  in  Artikel ; 5)  entspricht,  wie  folgt: 


ALLGEMEINE  STÖRUNGEN  DER  PALLAS.      ERSTE  RECHNUNG. 

—  6,"ü9'J 

+  10,  680  COS  M  — 4;'733sin7tf 

—  b,3:M  coa2M  +3,  656sin2M 
■j-  l,517cos3M  — o,279sin3M 

—  l,584COS4Ar  — i,48lsin4M' 

0,865COS6iW  +0,2filsin5M 

+  0,  i96cosi;M. 

In  gleicher  AVelse  ergibt  sich  der  Coefficient  von  sin  [M' — M] : 

+  13,"541 

— 16,  iSTcosM  — i;'886sinM 

+  11,  080COS2A/  +  3,  829sin2iVf 

+   1,065  cos  3M  — 7,  255  sin  3  AT 

—  1,831  cos  47W  +1,502  sin  4M 
+  0,  481C0S5M  +i,i53sin5M 
+    0,  22  7  cos  «M. 
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würde  zu  weit  führen ,    für  alle  Coefficienten    die  AVerthe  hier 
tat  gegeben  werden,  das  man  nach  der  Ausmnltiplicining  der 


aufzufüliren ;    es    soll  darum    nur  das  Re- 
Reihen erhalt : 


Wcos[v—G}!  = 


+  13;'7  7  0 

-14,824COSilf 

+   2;'5  7  2sinilf 

+    9,S14cOS2ilf 

-    2,  263sin2ilf 

+    l,900COS33f 

—   4,  383  sin  3  J/ 

—    0,  7  54COS(iir— 3Mj 

+    3,  712sin>il'/'— 3M! 

+    4,  39  8COS{ilf'— 2il/) 

—   5,  727sini:il'/'— 2il/) 

—    6,  69  9COS(ilf'— M) 

+  13,  54isin;M'— il/) 

+    6,  283  COS  M' 

—  10,  400  sin  il/' 

—    4,  58  3C08(M'+ilf) 

+   7,  308sinfM'+ilf) 

+    4,386COSiilf'+2M) 

+  0,  383sin!ilf'+2ilf; 

—    0,  648COS(2  ilf— 3ilf) 

+   2,489sin;:2ilf'— 3i)/) 

— 13,  818COS(2M'— 2itf) 

—  fi,  i4lsin;2M'-2M-) 

+  14,  183COS(2ilf'— ilf) 

+   7,9S2sini2ili''— ilf) 

—  15,  476  COS  2M 

—   8,  473  sin  2  M 

+    0,  765COS(2M'+M) 

+  5,  570sin(2M'+M) 

+    3,  130COS(2M'+2M) 

—   2,  4258in(2itf'+2ilf) 

+    4,  226COS(3M'— 3iJf) 

—  4,8i9sin(3ikr'— 3jf) 

—   8,  8 58  COS  (3  itf'— 2  ilf) 

+  0,  373sin(3ilf'— 2M) 

+  11,340COS(3M'— ilf) 

—  6,  865  sin  is3I'—M] 

—    8,  1  14  COS  3  M' 

—  0,035  sin  3  ilf 

+    2,  327C08(3Jf'+M) 

+    3,  7!)7sin,3  3f'+M) 

+    2 
+    2 


+     >: 

—   2, 
+    3 


■04  7CO3;4il/' 
95fiCOS:4il/' 
632  COS  (4M' 
2  1  9  COS  4  il/' 
574COS:4ilf' 

608  COS  15  il/'- 
71  6  COS  ;5  3/'- 
143C08(5il/'- 
97  3  COS  (5  il/'- 
271  COSSiV/' 

261  COS  (eil/' 
407  C08(6il/' 

280  COS  (6  il/'- 
627  C0S(6il/'- 

83  2  008(7  il/'- 
,  535COS;7il/'- 
,  378  COS  (7  il/'- 


-Sil/) 
-2il/) 

—  il/; 

+  31] 

■  4  il/; 

■  3ii/; 

■  2.1/; 

-il/) 

-4il/) 

—  331) 
■231) 

■31) 

■4il/) 
-  3  3/1 
■2  31] 


20  8  COS  (Sil/'— 4  3/) 

29  6  COS  (Sil/'— 3  il/) 


'5  88  sin  (4  3/'— 3  il/) 
50 3  sin  (4  3/'— 2  3/) 
672  sin  [4  3/'— 3/) 

,7  35  sin  4  3/' 
;i  14  sin  4  3/'+ 3/) 

3(17  sin  ,5  3/'— 4  3/) 
38  5  sin  5  3/' —  3  3/) 
598  sin  (5  3/'— 2  3/) 

,  0  83  sin  ,5  3/'— 3/) 

,« 1 7  sin  5  31' 

,  052sin(63f'— 43/) 
,  5 39  sin  (6  3/'— 3  3/) 
,  585sin(6il/'— 2  3f) 

,  898  sin  (6  3/'— 3/) 

,061  sin  (7  3/'— 4  3/) 
,  osssinj7il/'— 3  3/) 
,77  1  sin,  7  3/'— 2  3/) 

,843  sin  (8  3/'— 4  3/) 
,  321  sin  (8  3/'— 3  3/) 
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—    «;'2  7  7 

—  3,  mscosM 

-   8:'9  57  8miV 

+    7,  228C08  2jlf 

+  »,  73«  sin  2. V 

+    3,  S9iC08  3Af 

+  o;7U3Bin3,1f 

+  a,  27«  COS  M'—3M] 

+  3,  3«7  8in  M'-3M': 

—    2,  7  29COS:il/'— 2jVf;i 

—  ,i,-n\Bin.M'—-iM] 

+  \nncoa[M'-M) 

-    3,7  68  8in:ilf'-M) 

+    1,  362C08A/' 

+  o,«97  8inJ»/' 

-    7,  55'..  COS    M'+i»f 

4    2.  705  sin  M'+M 

+   i,  ma  COS  [M'+-iM) 

+    3,324  8in  i»r+ 2  iJf.» 

+    •»,  105  cos  (2  iVf— 3  iJf) 

+   2,5758in;2>/'— 33f' 

—   0,  l)82cos;2i»f'— 2j»f) 

+  I0,98isin;23f'-2i»f) 

+    0,  014  COS  [2  3/'- ^/j 

—    5,  909  8in(2ilf'— 3f) 

—   1 ,  14 1  cos  2  M' 

—  14,  972sin2iU' 

—   3,28Scos;2il/'+iH) 

+  4,  237  8in.2.V+3f; 

+  3,ci7cos;23f'+23f; 

+    1,902  sin  2jl/'+2ilf 

—  3,2:f.ico8  :tilf'-3ilf) 

-   2,4l5sin.3.1/'-3  3f, 

+    5,214COs:3iH'— 2ilf) 

+  5,  (i07sin:3iTr-2i>f; 

+    7,  005  COS  (3  itf'—3f) 

-  o.69C8in(3  3f'-2lf; 

—    4,350COS3ilf' 

—  3,  loisinsilf' 

—    2,  073COS   3  Jf'+  M) 

+  4,  I9f)8in(3  3f'+3f) 

—  4/00»  COS  4.1/' — 3M 
+  1,114  COS  4  M' —  2  M 
+  4.  055  COS '4  3f' — M 

—  3,  527  COS  4  i»/' 

—  0,  030  COS  4  3/' 4-  M 

—  0,  589COS;5ilf'— 4  Jf, 

—  2,  2ü0CO8(5ilf'— 3af) 
+  2,  113C08>ilf'— 2j»f 
+  1 ,  7  U  2  COS    5  M' —  M 

—  ■>,  340  cos  5  j1/' 

—  0,  u.socos  eA/'— 43f 

—  1,  575C08:«ilf'—  3.V 
+  I,  895C08f«3/'— 2il/ 
+    0,  fl.'.2C08(«3f'— il/ 

—  0,  »02 cos;? itf'— 4 iJf) 

—  0,  730CO8(7ilf'— 3ilf) 
+    1,  388COS  7iJf'— 2ili"j 

—  0,  S  4  3  COS    8  M'—  4  M] 

—  0,  tsscoss^f— 3  3f; 


-|-    3;'o50  8 


—  1,  '.34  81 
+  1,  S2 

—  2,  143  Si 
+  I,  4678! 
+  2,40S8i 

—  2,  848  81 
+  0,  080  8 

—  1,  4  5«  81 
+  1.  487  si 


—    0,  935  81 
+    I,  30181 

+    0,  422  81 


i.ir-3.v 

4M'— 2.1/ 

13/'— jV 

4M' 

*M'+M 

:,M'-*^r 
n  5  3/'— 3.1/ 
n.  5  3/'- 2.1/ 

1/'-  .1/ 
In  5  3/' 

n  «3/'- 4.1/ 
n  «3/'-3.1/ 
n  6  3/'— 2.1/ 
n  6  3/'— 3/ 

n  7  3/'— 4,1/ 
n  7  3/'— 3.1/ 
n  7  3/'— 2.1/ 


n  s3/'- 
n  «s-ir 


•4.1/ 


Die  weitere  Rechnung  wurde  folgendermassen  ausgeführt;  Nimmt  man  aus  den  vorstehenden  Aus- 
drücken von  TTcos  [V  —  ü>)  und  Wsin  'v  —  lü)  ein  beliebiges  Argument  heraus  ,  und  zwar  sowohl  das  ent- 
sprechende Cosinus-  wie  das  Sinus-Glied  und  bezeichnet  man  der  Kürze  halber  dieses  Argument  vorüber- 
gehend mit  z,  so  dass  also  «jedenfalls  von  der  Form  »n'3f'-t-m3/  im'  und  m  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen,  die  Null  eingeschlossen    ist,  so  ist 


Glied  in  Wcos  v  - 

>.       »   Tfsin  [v- 


=  6cosr-|-  fc'sinz 
=  ccos«-|-c'sin2, 


wo  mit  b,  b',  c,  c'   die  numerischen  Coefficienten  bezeichnet   sind;    es   ist   dann    offenbar    das   hieraus  ent- 
springende 

dl 


und  das  entsprechende 


,dt 


p cos P  =  b  cos  üi  —  ü)  —  C  sin  ,m  —  ß ) 

psin  P  =  fe'cosiiü —  Q)  —  c'sinjiü  —  Q) 

p'cosP'  =  c  cos'rä  — Q)  +  6  sinüj  —  Q) 

p'  sin  P'  =  e'  cos  ü>  —  Q  j  -|-  h'ein  «ü  —  Q ) 
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gesetzt  ist ;    es  entspringt  also  hieraus 

das  Glied  in   i  =  , sm'z  —  P) 


im' |-m|sini 

Zur  leichtem  Berechimng  von  j>,  P' <  -P.  -P'  kann  man  die  Hülfsgrössen 

gcos  Q  =  h  5' cos  Q'  =  b' 

gsin  Q  =  c  5' sin  Q'  =  c' 

einführen,  womit 

pcosP  =  2  cos{Q   +.Ü  — £2)  ;j'cosP'  =  ä  sin;Q  +<ü  — Q) 

^sin  P  =  g'cosf^'  +  üi  — Q)  j/sin  P'  =  g'sin  (§' +  A— Q) 

wird. 

Das  constante  Glied  in  TFcosii  — w  und  We,m'v  —  ü>'  gibt  die  säcularen  Störungen;  hier  ver- 
schwinden die  Grössen  z,  b',  c',  q',  P,  P'  und  es  wird 

p  =  qcos[Q+&-Q; 
p'  =  qsm  [Q  -{-  üi —  Q.', 
sowie  die  jährliche  Zunahme 

der  Neigung  =   pw- 365,25 

der  Länge  des  Knotens  =  -f-^w.  .105,25. 
sni  i 

Als  Beispiel  mag  die  Berechniuig  des  vom  Argument  5  M' —  2  M  abhängenden  Gliedes  gegeben 
werden,  welches  die  grosse  Gleichung  in  den  Pallasstörungen  darstellt;  hiebe!  ist  logsini  =  9,7545:!  und 
loe.^  =   9,589  684: 

"  n 

löge 0,:!24'IU  logc' 0,38166 

logö 0,61731  log  6' 0,55606 

log  cos  Q 9, !i  4118  0  log  cos  Q' 9,9  1963 

Q   =    27°    l'2l"  Q'   —    33°47'36'' 

Q— ö,    =    51    30    47  Q— (ü   =    51    30    47 

logg 0,667  51  log  3' 0,63643 

logC08(Q+(ü— Q; 9,95905  log  COS  ;  §' +  lö  —  Q  )  .  .  .  9,97889 

loggin(g  +  <ü  — Q)....9,61757,. log  sin  f^'-f-cü—  Q)  .  .  .  9,4S339„ 

logPsinP 0,61532  log;j'sinP' o,ll9S2„ 

log^JCOsP 0,62656  logp'cosP' 0,28508„ 

log  cos  P 9,8  550  3  log  cos  P' 9,91  676„ 

logj» 0,7  7153  logiJ' 0,36832 


logfs^*^ 2J 8,74966„  ^^^Y^ 


11 S,50419„ 


2,02187,,  1,86413, 

woraus  das  entsprechende  Störungsglied  folgt: 
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10s"lO  Bin(5M' —  2M  — 
7:1,  i4  8in  sA/'— aA/— 1 


Auf  diese  Weise  ergeben  sich  schliesslich  die  Stöningen  der 
öl  = 


—  12;'*'  C08  ^    ^^ 

—  «,  1,5  cos  iM 

—  1,59  008 
+  2,  0  7  COS 
+  5,  2«  COS 
+  y,  3  7  COS 

—  I'J,  5  2  COS 

—  7,  «7  COS 

—  2,  OH  COS 
+  2,  04  COS 
+  S,  60  COS    2  5/' 
+  3!>,  05  COS    lM' 


+  252"  n'  ü' 

+     «2      it  56 

3A/                 +  117    14  37 

M'—:\M+     22    51  40 

M'—lM-\-  175    55  55 

M'—     3/+ 342    56  4 

3/'                 +139       1  23 

M'-\-     M-\-  307    35  9 

3i'+2ilf+     54    50  40 

2Af'— 3ilf+     38    14  51 

2j»f+2!)7       0  4 

3f4-     S7    40  49 


.1/' 


—  4,  Ol  COS    2A/'+     J/+342       3    52 

—  1,  72COSf23/'+23/+  90  14  43 
+  2,  GSC08  33/'— 3Af  +  17S  53  45 
+    10,  17  COS  .3  3/'— 2  3f+ 350    16    40 

—  81,  05  COS   33/'—     3/+ 110   56   28 

—  7,  55  COS    33/'  +253   50    42 

—  2,  61  COS  ,33/'+  3/+ 358  13  53 
+  2,  73COS  43/'— 33/+253  56  48 
+    IS,  26  COS   4  3/'— 2  3/+     10    24      3 

—  14,  34  COS    43/'—     3/+  14s    14    50 

—  2,  78  COS    43/'  +265    14    47 

—  1,  07  COS  ;4  3/'+  3/+  35  6  18 
+  1,17  COS  53/'— 43/+  151  3  50 
+  4,  42  COS  53/'— 33/+ 273  31  7 
+  105,  I«  COS    5  3/'— 2  3/+     45    44    29 

—  4,  95  COS    5  3/'—     3/+  171       2    53 

—  1,46  008(5  3/'  +292  10  28 
+  I,  45  COS  63/'— 43/+  179  1  17 
+       5,  IS  COS    6  3/'— 3  3/+  307    50    46 

—  11,  14  COS  ,6  3/'— 2  3/+     72      2       1 

—  1,9  3  COS  (6  3/' —  3f+  174'  2  fi 
+   1,  S4  008  7  3/'— 4  3/+ 211  21  27 

8,  93  COS  ,7  3/'— 3  3/+ 338  35   3 
J,  70  COS  7  3/'— 2  3/+  94  23  51 


+ 


Neigung  und  der  Länge  des  Knotens,  wie  folgt: 

+      i;'sS  cos   8  3/'— 4  3/+  237''45'50"j 
—    14,  25  cos   s3/'— 33/+       2   50    46   ) 
iculares   Glied  :  jährlich   +  4;'us4 

täglich    +o;'oi3n4  5 


— 

2li;'i)0  cos       3/                 +  123 

50       7"j 

— 

7,  4  t  cos    2  3/                   +  337 

52    25   ) 

— 

2,33  008,3  3/                 +     13 

35    12    ) 

+ 

1,85  008;    3/'— 33/+  106 

45    20   ) 

+ 

5,  «5  cos;    3/'— 2  3/+ 276 

38    41    ) 

+ 

42,67  008       3/'—     3/+  150 

SO    34   ) 

— 

43,92  008   3/'                  +335 

.1    49   ) 

- 

5,32  008       3/'+      3/+  195 

25    45   ) 

— 

2,19  008;     3/'+23f+306 

25    32   ) 

+ 

2,  44  COS    2  3/'— 3  3/+     »6 

28    32   ) 

+ 

22,  28  cos   23/'— 23/+     41 

14   23   ) 

+ 

12,69  008  2  3/'—    3/+ 228 

10    44   ) 

— 

2«,  52  COS   2  3/'               +  103 

15      1    ) 

— 

3,02  008,23/'+     3/+ 235 

39    24   ) 

— 

1,96  008(2  3/'+ 2  3/+ 356 

17    50   ) 

+ 

5,  55  COS    3  3/'— 3  3/+  292 

55    15  ) 

+ 

21,  72  008,3  3/'— 2  3f+     98 

22    39   ) 

— 

7  0,  5  8  COS    3  3/'—     3/+317 

48      2   ) 

_ 

6,  20  008   3  3/'                +117 

34      4    ) 

— 

2,54  008,3  3/'+     3/+  203 

25      5   ) 

+ 

7,  91  COS    43/'— 33/+  345 

2    59   ) 

+ 

17,  83  008    4  3/'— 2  3/+  180 

41    57    ) 

— 

10,72  008    43/'—     3/+     21 

38    13    ) 

_ 

3,00  008    4  3/'                +160 

38    40    ) 

— 

1,4ÜC0S    4  3/'+     3/+ 273 

0      2    ) 

+ 

2,  33  COS    5  3/'— 4  3/+ 241 

59    58    ) 

+ 

5,  10  COS    5  3/'— 3  3/+     49 

18    21    ) 

+ 

73,  14  008,5  3/'— 2  3/+ 235 

38    51    ) 

— 

4,  40  008  ;53/'—     3/+     49 

37    25    ) 

— 

1,18  008(5  3/'                +200 

40    47    ) 

+ 

1,  !>3  008  (63/'— 43/+ 293 

52    21    ) 

+ 

2,  49  008(6  3/'— 33f+ 107 

10       7    ) 
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—  l','i'.)  COSieilf— 2il/+  2  7  fi"  3  7' 43") 

—  2,  5  2  COS  (Hilf '—  M+281  48  66  ) 
+  1,  41  C0S!'7il/'— 4ilf+  5  17) 
+  5,  21  C0e(7i)f' — 3il/+  182    43    3ä    ) 

—  2,  IS  C0S(7Af'— 2iV/+  :!4C      4    12    ) 


+  i;'ll  C0S'8j)/'— 4  M+  48''44'38") 
—  8,C7COS(83f' — ■iM-{-^'H  30  7  ) 
säculares  Glied;  jährlich  — 35;'227 

täglich    — o7ü'J6447.] 


[8.] 

[Zur   Ermittelung   der   Störungen    des   Perihels   wurde   die    Grosse    — = ( i  —  cos »'  — ^   nach   der 

ndt  «di 

Gleichung  5,  Artikel  [l],  berechnet,    nach  deren  Integration   die  Störungen    des  Perihels    ohne  'W'eiteres    ge- 
funden werden  können,  sobald  diejenigen  der  Länge  des  Knotens  bekannt  sind. 

Mit  Hülfe  der  in  der  Tafel  auf  Seite  5 12 — 613  gegebenen  Werthe  Ton  Tund  F  fanden  sich  die  Ausdrücke 
—  cos(«;  —  (jji .  r  und  — S  2  +  e  cos  (f  ^  üi  j  sin  ;i'  —  Cu)  .V.  deren  Summe  alsdann  nach  der  in  den  vor- 
stehenden  Artikeln  angewandten  Methode  nach  den  Vielfachen  von  M  entwickelt  werde ;  das  Resultat  der 
Ausmultiplicirung  soll  der  Raumersparniss  wegen  nicht  angegeben  werden. 

Die  Integration  diesesgAusdrucks  geschah  in  der  folgenden  Weise :  Sei  ein  Glied  desselben  6  cos  z 
-\-h'imz,  wo  z,  wie  im  vorigen  Artikel,  von  der  Form  jij'M'-|- mM  ist,  so  lässt  sieh  dieses  Glied  zusammen- 
ziehen in  die  Form 

2sinL-+(2), 
wo 

9  sin  (2  =  6 
5C0S  Q  =  h'. 

Das  entsprechende  Störungsglied  wird  dann 

9  ,    „, 


Für  das  constante  Glied  ,m'  =  m  =  (i)  verschwinden  z  und  b',   Q  wird  gleich  •Mi'   und    die  jährliche 
Änderung  von  ü>  —  1  —  cos  i]  Q   wird  hienach  gleich 

6h.  305,23. 


Als  Beispiel  diene  wieder  die  Berechnung  der  gr 


Gleichung,    welche  vom  Argument  5  31' 


M 


abhängt : 


log  6 

logft' 

<3  = 

23°l'5S" 

log  cos  g 

.  9,!l(1392 

log(4-2) 

8  7  4000- 

also  das  Störungsglied  : 

-|-  02i;'io  cos  (5 il/'—  2  J/+  23''l' 


2,79320,, 
Die  Störungen  des  Ausdrucks  <ü  — (1— cosi)Q   ergaben  sich  hienach,  wie  folgt: 


520 


5}<I)  — (l— C08t]fJ  }    =  —    ^i'.'n  cos      il/+  174°2T' 

—  II,  m  coa  2M+iii  2» 

—  5,  05  C08;3il/+ 352    3'J 

—  1,  B!)  COS  [iM  +      3«       1 


+ 

1 

34  COS 

,1/'_5.1i+     4s"2ü' 

30 

+ 

2 

4  5  COS 

.1/'— 4.1/+      S4    51 

45 

+ 

10 

54  008 

3/'— 3j!/+24  4    3  5 

5S 

+ 

2  f. 

5S  COS 

J/'-2jf+292    40 

0 

+ 

55 

f..  COS 

M'-    il/+104    14 

55 

— 

6(1 

05  COS 

M'              +     30    53 

29 

_ 

14 

3  4  COS 

3/'+    M+IHO  13 

59 

_ 

3 

4S  COS 

3/'+ 23/+ 312    11 

14 

_ 

2 

U2  COS 

M'-riM+      1   43 

35 

+  2«. 

+    S4, 

+  7S5^ 


+  ! 
+  « 

+  *■ 


+  22 
+  25 
+  147 


,  3  7  COS  23/' 
,  7  2  COS  2  3/ 
,  37  COS    23/ 

,  56  COS  ;23/' 
,  o'j  cos  23/ 
,  02  cos  23/' 
,  04  cos  ,23/ 
,  7  7  cos  ,23/' 
,  so  cos  23/' 

,  113  cos  33/'- 
,  7»  cos  33/'- 

,  «9  cos  [33/'- 
,  ü8  cos  i33/'- 

,  48  cos  ;33/'- 

,  Gt;  cos  33/'- 

,  02  cos  33/' 
Bll  cos  33/'- 

4!)  cos  AM'- 
7  7  cos  [43/'- 
32  cos  43/'- 
00  cos  43/'- 
03  cos  43/'- 
U7  cos  (43/'- 
11  cos  (43/' 
25  cos  43/ 


—  ü3/+272»49' 

—  53/+ 240    18 

—  43/+  189    15 

—  33/+  218    36 

—  23/+     32    14 

—  M+     48    20 
+  217    34 

+     3/+ 273    39 
-f  23/+  323    34 

■.l3/+     U9°    3' 

53/+     79    49 

43/ -f  137    58 

■33/+281    13 

•23/+  321      7 

3/+     98    47 

+  213    35 

3/-t-   314     Ifi 

—  ii3/+330»22' 

—  53/+     «6    34 
-43/+  177       8 

—  33/+  253    34 

—  23/+        1    37 

—  3/+  122    10 
+  238    41 

+     3/+  337     10 


+ 

2;'24  cos    53/'- 

-.13/+      19«  5 9'  3.1") 

+ 

9,  50  COS    S3/'— 

-53/+     77       «    26    ) 

+ 

12,  «9  COS    53/'- 

-43/+184    17    47    ) 

+ 

3  7,  7  9  cos    53/'- 

33/+  269    36       8    ) 

+  621,  Hicos,53/'- 

-23/+     23       1     58    ) 

— 

23,  34  COS    53/'- 

3/-f  148    15    51    ) 

— 

4,  74  COS    53/' 

+  260    46    22    ) 

- 

1,  13  COS  ,53/'+     3/+ 358    20    48    ) 

+ 

1,4  5  COS    «3/'- 

73/+ 283«' 15' 52") 

+ 

3,  82  COS    63/'— 

63f+342    59    55    ) 

+ 

7,  14  COS  163/'- 

53/+     98    35    24    ) 

+ 

13,  90  COS    83/'— 

43/+ 183    20    50   ) 

+ 

39,71  COS    63/'- 

33/+  295    55    45    ) 

— 

60,  82  COS  (63/'- 

23/+     65    18    42    ) 

— 

8,  24  COS   03/'- 

3/+  172    47    59    } 

- 

2,  0  0  COS  ,63/' 

+  283    39    49    ) 

+ 

1,  56  COS    73/'— 

73/+ 256«  11'     4") 

-1- 

3,  7  6  COS    73/'- 

63/+       8    32    34    ) 

+ 

6,  13  COS    73/'- 

53/+     99    54    55   ) 

+ 

13,  58  COS  ,73/'— 

43/+ 204    40    35    ) 

+ 

57,  33  COS    73/'- 

33/ +321    4  4    53    ) 

— 

14,  8  6  COS    73/'— 

23/+     80    41    55    ) 

- 

3,  14  COS    7  3/'- 

3/+  194    14       3    ) 

+ 

2,  05  COS    83/'— 

73/+ 278«    !.'52") 

+ 

3,  23  COS  .83/'- 

63/+     18    25    37    ) 

+ 

5,  94  COS  ,83/'— 

53/+  119      3    17) 

+ 

13,  10  COS  (83/'— 

43/+ 232   33    27   ) 

— 

84,  68  COS  ;S3/'— 

33/+ 351    57    34    ) 

- 

5,  21  cos,s3/'— 

23/+  113    55    49    ) 

- 

1,  4  3  COS  ,83/'- 

3/+ 235    36    29    ) 

+ 

1,  5  7  COS.  93/'— 

73/+  287«  IS'  29") 

+ 

2,  68  COS   93/'— 

83f+    27    34    10   ) 

+ 

5,  0  7COS;93/'- 

53/+  137    15    53   } 

+ 

13,  81C08,93/'- 

43/+ 255       7    55    ) 

— 

9,  80  COS  'jM'- 

33/+     12    27    32    } 

- 

1,  9  0  COS  (93/'— 

23/+  129    41     51    i 

+ 

1,  23  cos;io3/'- 

-73/+287"35'5"; 

+ 

2,  34COS,103/'- 

-03/+      4«       5    ..    ' 
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+   4;'46cos;iuitf'— 5M+ Uion;'    :i".i  —  8,  üi  cos;iiilf'— 4M+  :S04»25'  is", 

+  35,  47  COS(10j)f'— 4M+2-8    4U    22    "  —    1 ,  06  COS '1  lilf— :)ilf  +     63    10    13    j 

—  2,  94cos{10ilf'— 3M+    3«   23   44   '  Säcular :  jährlich  —  4;'787 

täglich    —  0,  01310 


+    1,  13  C08(llJf'— 7M+  3lli<'3 
+    t,95COS(lliIf'— 6M+     (Ui 
+    4,  17  COSdlJtf'— 6^+  188    2 


Säciilarändenmg  von  ü> : 

jährlich  —  l  i;'0l5 
täglich     —    o;'03015.; 


[fl.j 
[Es  folgt  nun  die  Berechnung  der  Störungen  des  halben  Parameters  p ;    zu  diesem  Zweck  ist  nur  die 
Integration   /  Vnit  auszuführen.     Ganz  in  derselben  Weise,    wie  bisher  verfahren  wurde,    erhält  man  durch 
die  Interpolationsrechnung  V  nach  Vielfachen  von  M  und  M'  entwickelt,  und  zwar  in  Bogensecunden  aus- 
gedrückt. 

Um  die  Stöningen  des  Logarithmen  des  halben  Parameters  zu  erhalten ,  ist  der  gefundene  Ausdruck 
also  noch  durch  2  0  6265  zu  dividiren ;  man  erhält  so  für  den  BElGGischen  Logarithmen  des  halben  Para- 
meters in  Einheiten  der  7.  Decimale : 

dlogp  10000000 

ndt      ~~  206265  ■     ' 

wo  X  der  Modul  des  BRiGGischen  Logarithmensystems  ist. 

Die  Integration  wird  wie  im  Vorigen  ausgeführt  und  es  sei  vrieder  das  Beispiel  für  das  Argument 
hM' —  2M  gegeben  : 

log  6 0,75012 

logfe' »,58995„ 

q  =    93'>57'  22" 

log  sin  Q 9,99897 

log 2 0,75115  also  das  Störungsglied : 

log^s^— 2)    8, 74966,.  —  4226  COS  I  sM'— 2M-(-  93"  57' 22"  . 

2, 00149,, 

log  ^'"""'"""   2X 1,62439 

^      206265 

3,62588„ 
Hiernach  ergeben  sich  die  Störungen  des  Logarithmen  des  halben  Parameters,  wie  folgt,  in  Einheiten 
der  7.  Decimale : 

ologp=  -(-    357COS;    M-t-     68»56'28";  —    269  COS  iiW'—     iVf  +  1 62°  35'  1  S") 

-1-    181  C0S;2M+  239    50      4    )  +    299  COS  (M'  +312    40    58    ) 

+       59  COS:3il/+  296       9    41    )  +    U0COS(ilf'+     Jf+115    19    51    ) 

+      46  COS  (Jf' +  2ilf  +  226    28    46   ) 

—  39COS(ilf'— 4jf+  148''54'52")  „,  .        „    , 

+       18C0S(ilf'+  3il/+359    11     31    ) 

—  100  COS(ilf'— 3jlf  +  190    53    44    ) 

—  226c0B{M'—iM+       3    29    54    )  —      26  C0S,{2jlf'— 5ilf  +  35<'25' 24") 

vn.  66 
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—  iHCOB    2M'—iM+     C5''47'2S")  —  3 1 1  COS    üM'— sM  +  iiO"    »'     l") 

—  J38C08;2jlf'— :tAf  +  2UII  11  8  )  +  353  cos  BÜ/'— auf  +  122  43  27  ) 
— 1050  COB(23r— 2jlf  4-  3211  46  31  )  +  37  COS  nM'—  J/+267  22  35  ) 
— 46115  COS  (2Jf' —     M+IH      «    20    ) 


325C0S(2iV  +  319    32    42   ) 

43C08f2ilf'+     M+\V1    3«      3    ) 
24  COS  (2i»/'+ 2iV+ 251)    14      1)    ) 


14  C0S,7ilf'— 7ilf+2U7''52'  6") 

2«C08;7ilf'— (iilf  +  358  30  24   ) 

fl8COS(7jf'— sAf  +  117  35  60    ) 

123  C0S(7ilf'— 4Jlf-t-  248  40  20   ) 

—  I5C0S(3M'— 6J/+  28fl<'28'43'i)             —    395  COS  (7jlf' —  3 3/+     2«  60  27    ) 

—  5C0S  '3iV— 5ilf+244       H    21    )             +      80  COS  (73f '— 2jlf -|-  1  5 1  44  45    ) 

—  134C0S(33/'— 4itf+ 185    33      5   ;            +      14C0Si;7iJf'—    Jf  4-281  40  23  ) 

—  324C0S(3iir'— 3i>f+235    32      0    ) 


—  1137  COS  (3i(/'—2ilf+  23  17  27  ) 
+  2848  COS  fsjtf'—  ilf+175  0  69  ) 
+  120COS(33f'  +323  12  44  ) 
+      2SCOS(3iI/'+     il/+  130    24    46   ) 

—  65COS  '4il/'— Sil/ +      8t°l8'     6") 

—  107  C0Sf4iir— 4iJf+ 154    1«  43    ) 

—  423  C08!4il/'— 3Jlf+278  56  27  ) 
— 1072  COS  (4Jlf'—2ilf+  62  26  37  ) 
+  394COS(4jtf'—  JVf+201  4«  43  ) 
+       46COS(43/'+                  347     40  54    ) 


31  COSfSitf '—r,ilf+  22''30'  5") 
57  C0S;8jtf'— 53/+  149  12  21  ) 
101  COS  '8ilf'— 43/+  27»  34  22  ) 
517  COS  (83/' — 33/+  60  0  55  ) 
26  COS 'Slf'— 23/+  178      4    57    ) 

14  COS  i93/'—  73/+  290»  38'  30") 
2  7  COS  ;«3/' — 63/+  51  37  9  ) 
44  COS  ,93/'— 53/+  179  33  47  ) 
99  COS  93/'— 43/+  308  55  32  ) 
h'JCOS'uM' — 33/+     7  7     10     14    ) 


21  COS  ,103/'— 63/+  85"  3' 29") 
35  COS  (103/'— 53/+ 209  13  29  ) 
232COS(I03/'— 43/+  336  0  0) 
17  COS  (I03/'— 33/+ 103    50    S4   ) 


—  28  008(63/' — 63/+ 34n<'2l' 57") 

—  48  COS  (53/' — 53/+     80    34       4  ) 

—  167  COS  (53/'— 43/+  179    55  47  ) 

—  350  COS  (53/'— 33/+  317  27  26  ) 
— 422«  COS  (53/'— 23/ +  93  57  22  )  —  1  6  COS  (1 13/'— 63/ +  1 1  0''49' 58") 
+  110cos:53f'—  3/+ 230  12  34  )  —  31  C08(ll3f'— 63/+233  0  2  ) 
+  18  COS  {53/'                 +      10    48  14  )              +       52COS(ll3/'— 43/+        3       2    22    ) 


26  COS  (63/' — l)3/+35S°12'  4") 
67  COS  (G3/'— 53/+  86  40  29  ) 
152  COS  (63/'— 43/+ 215    53    22    ) 


Säcular:  jährlich  +  117,48 
täglich     +0,32163. 


Aus  dem  Werthe  des  halben  Parameters  lässt  sich  auch  die  Escentricität  finden,  sobald  die  halbe 
<^osse  Axe  bekannt  ist ;  denn  es  ist  |)  =  a  cos  (p*.  Die  Säcularänderung  von  tp  kann  schon  hier  angegeben 
werden;    sie  ist  jährlich  :  —  li;'l3,  täglich  — 0!'o3047.] 

[10.] 
Zur  Entwickelung  der  Stöningen  der  halben  grossen  Axe  berechnet  man  die  Ausdrücke  3  a  e  sin  ;«  —  w,.  T 

und    ■ — ■—  V  aus  den  Tafeln  Seite  512—613  und  entwickelt  ihre  Summe  nach  Vielfachen  von  3/;    nach 

der  Ausmultiplicirung  erhält  man  den  Ausdruck  für   . 
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Sodann  ist  in  Einheiten  der  7.  Decimale 


Die  Integration  erfolgt,  trie 


d  log  hyp » 


log6'  ... 

.  0,. 511151 

Q  = 

li'j''57'5S" 

log  sin  (2 

.«,97289 

logg.... 

log  (5"' 

-')■ 

'°^V  n 

2,23410 

,      ,,    10000000 

1  14727 

also  das  Störungsglied: 
—  2406  cos  (iM'—  2M+  ( 


3,38137„ 
Die  Störungen  der  halben  grossen  Axe   ergeben   sich  demnach,   wie  folgt,    wobei  das  säculare  Glied, 


rie  alle  andern 

vom  1 

Vrgument  M  unabhän 

gigen 

S  log  a  =  + 

161  cos 

:  M+ 

'J3»28'27") 

+ 

IUI  cos 

(2M  + 

244      6    47    ) 

+ 

45  cos 

{3M  + 

286      9    45    ) 

_ 

4M  cos 

•M'~ 

iM+  155°24' 

3l") 

— 

a9  cos 

[M'- 

3ilf+l>J0       5 

33    ) 

_ 

146  cos 

{M'- 

2M+       0    16 

14   ) 

- 

6  4  COS 

{M'~ 

M+127    15 

14   ) 

+ 

102  COS 

{M'+ 

M+131    53 

19    ) 

+ 

3  7  COS 

(Jf'+2ilf+248    38 

11    ) 

+ 

18  coe 

'M'+  ■i3I+      3     0 

46    ) 

_ 

30  cos 

12M'- 

-hM+     29029 

'  10") 

— 

3S  COfi 

l-lM'- 

-A3I+     16     17 

10    ) 

— 

268  coe 

(231'- 

-3Jlf+30  1       0 

25    ) 

_ 

0  34  C0S(2iV/'— 

-2ilf+  325    15 

27    ) 

—2186  cos 

12M'- 

-     M+135    51 

55    ) 

+ 

42  CO 

(2M'+    itr+lSO    26 

27    ) 

+ 

2  4  COS 

nM'+-iM+  273    44 

35    ) 

- 

17COS(3itf'- 

-6M+    94034 

'  43") 

— 

20  cos  (3ilf'- 

-5jf+23Ü    41 

7    ) 

- 

141  CO 

(3M'- 

-4ilf+194    14 

18    ) 

— 

314C08(33f'- 

-3jtf+  231    12 

2   ) 

+  1326  COS  (3i^/'— 

M  + 

145" 

6' 

27") 

+ 

17X08(3^/'+ 

M+ 

43 

15    } 

_ 

6  5C0S(4ilf'— 

f>M+ 

88° 

4' 

41") 

_ 

9  7COS(4M'- 

ai+ 

145 

41 

2   ) 

_ 

325  COS  (4M'— 

■iM  + 

272 

4  2 

10    ) 

— 

667COS(4j!f'— 

2M  + 

42 

6 

35   ) 

+ 

165  cosilM'— 

M  + 

168 

53 

16    ) 

-  27  cos(5M'— 6M+ 3440   7'    4") 

-  41C0S(5ilf'— 5ilf+     76    38      4    ) 

-  135COS(5M'— 4ilf+  175      2    21    ) 

-  242COS(5jf'— 3illf+ 303    38    18   ) 
-2406  COS  (5ili''—2jlf+     69    57    58    ) 

-  42COS(6ilf'—    ilf+192    27    56    ) 


787  C08(3M'— 2ilf+  13  53  20  ) 


22  COS  (6M'- 
57  COS  (6jlf'- 
I  16  COS  (6ilf'- 
199  C0S{6iH'- 
183  COS  (6M'- 
19  COS  (6M'- 

24  C0S(7il>f'- 
52  COS  [TM'- 


■6lf+357025'  14") 
■5ilf+  78  28  31  ) 
4ilf+204  27  13  ) 
■3i«"+332  22  56  ) 
•2il/-f-  SC,  31  33  ) 
■    i»f+ 203    22      3    ) 

-6iH+  355<'56'  19") 
-5ilf  +  110    12    38    ) 
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—  bSCOS    7itf'— 4itf+23S''40'  5S") 

—  231  COBTitf'— 3jtf+ 35S    44    Ä2    ' 

+  3BC08i7ilf'— 2itf  +  126    53    40    ) 

—  24  C08(S3f'— 6jlf+     Ui"5l'l9") 

—  41  C08(87If'— 5ilf+  138    2«    50    ) 

—  «7  C0S'8ilf'— 4ilf+2«3    25       «    ) 

+  305  COS  8Jtf'— aitf-f    27   :iu  28   , 


2(IC0B  »M'—fiM+  41"12'  »") 
3ICOSi9jlf' — 5jf+t65  38  3  ) 
82COg:()Jlf'— 4ilf  +  21)1  12  3«  ) 
31  C08(UJf'— 3Jlf+     52    89      0    ) 

15coa;iOjf'— eitf  +  08"'5l'43") 
23  cos  lOjIf'— SÜf  +  191  5S  30  ) 
I30COS  (lOjtf'— 4ilf  +  313  17  2  ) 
l'J  COS'llJf'— Sitf-f-  210  SC  27  ) 
SU  COS    llJf'— 4j/4-  340      2      2    j.] 


[Da  die  mittlere  Länge  durch  die  Relation 


fnät- 


definirt  ist,  so  zerfallen  die  Störungen  der  Epoche  in  zwei  Theile,  deren  ersterer  aus  jndt,  letzterer  aus  t 
selbst  entspringt.  Der  erstere  ergibt  sich  aus  dem  vorigen  Artikel ,  indem  man  die  Störungen  des  Loga- 
rithmen der  mittlem  Bewegung 

=  5  log  hyp  n 

nochmals  integrirt.  Für  unser  Beispiel  entnehmen  wir  dem  vorigen  Artikel  den  zum  Argument  iM' —  iM 
gehörigen  Coefficienten  von  —  5  log  hyp  n,  der  dort  mit  •  bezeichnet  ist,  worauf  sich  ergibt : 


log   5_- 


.  2,23410„ 
8,74966„ 


also  das  Stürungsglied : 

—  305i;'oo  sin  [iM'—  2Af  +  ßii 


Es  ergibt  sich  hieraus  für  die  Stöningen  des  ersten  Theils  der  Epoche ,    wobei    die  Coefficienten 
Arg\imente  iM' — 2ilf,  &M' — 3ilf,   loüf' — 4M  später  mit  verbessertem  Divisor  neu  berechnet  sind: 


Jhndt  = 


i;'47  sin  ;  M+    u3''28'27") 

—   60,"23  sil 

6,  80sinv2itf+244      6    47    ) 

—  731,50  8ir 

1,  07  sin(3iTf+  286      9    45   1 

-      1,69  Sil 

0,  sosin;.af'-4Jlf+i55«24'3l"! 

—     ü,  63  sir 

2,  TOsin    ilf— 3il/+  190       5    33    ; 

—      0,  25  Sit 

f.,  44  sin  JV/'— 2Jlf  +      0   IB   14   ; 

—      0,38  Sil 

7,51  siniilf'—    M+  127    15    14    ) 

—      3,  54  Sit 

5,  25sin(^/'+    M+i3\    53    19   ) 

—  12,21  sir 

1,  11  sin  ilf '4- 23/+ 24  8    38    11    ) 

—    67,  23  sil 

0,  38  sin  ;iW'+ 3ilf  +        3      0    46    ) 

—568,  14  sir 

0,51  sin  :2Jtf'—5Jlf+    29<>29'10"; 

—       0,  56  Sil 

0,  8  3  sin    2Jlf'— 4ilf-|-     16    17    10    ) 

—       1,  34  si 

8,  5S8ini2ilf'— 3ilf-|- 301      0    26   ) 

—      2,  83  si 

n   2ilf'—  2M-\-  325°  15'  27") 

ni2iTf'—  ilf+135  51  56  ) 
(2M'-\-    M+  180   26   27   ) 

ni2ilf'-f-2i»f+273  44  35  ) 
3M'—«M-\-  94  34  43  ) 
3ilf'— SÜf-f  230  41  7  ) 
3ilf'— 4iJf-|-  194    14    15) 

n(3ilf'— 33f  +  231  12  2  ) 
3JIf'— 2ilf+     IS    63    20    ) 

n(3ilf'—  M+  146  6  27  ) 
9M'+  M+  190  43  15  ! 
4ilf'— 5iJf+  88  4  41  ) 
4ilf'— 4i»f+  145    41       J    ) 
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-  lej'os  sin  (4ilf'- 

-  106,  81  9m(4ilf'- 

-  21,  21  sin  UM'- 

0,  4  8  8in'5M'- 
0,  'm;  sin  (f>M'- 
4,67  sinlbM'- 

-  16,  34  sin  (6M'- 
-3121,  14  sin(5ilf'- 

3,  20  sin  liM'- 

0,  42  sin  [bM'- 

1,  51  sin  {eM'- 

4,  96  sin(6j]!f'- 

-  21,  26  sin  (6M'- 

-  39,  24  sin  (eM'- 

-  l,oosin{6ilf'- 

0,  52sin(7i^f'- 
l,  63  sin  iiM'- 


-3M+  272»42'  10") 
-iM+     42      6    35   ) 

-  M+  168  53  16  ) 
-6M+  344      7      4    ) 

-  sM-f  76  38  4  ) 
-iM+  175  2  21) 
-3M+  303  38  18  ) 
-2M+     69    67    68    ) 

-  M+  192  27  56  ) 
-6ilf-|-  357  25  14  ) 
-bM+  78  28  31  ) 
-4M+  204  27  13  ) 
-3M+  332  22  56  ) 
-2ilf-|-     86    31    33    ) 

-  ilf-|-203  22  3  ) 
-6M+  355    56    19    ) 

-  bM-\-  110    12    38    ) 


■  4,  7  5  sin  (7M'— 
•  58,  94  sin  [iM'— 

■  3,  60  sin  [tM'— 

■  0,  60  sin  {sM'— 

-  1,  56  sin  (%M'— 

-  5,  35  sin  (8M'— 
■193,  69  sin  (SM'— 

-  0,  58  sin(9ilf'— 

-  1,  46  sin  (9ilf' — 

-  8,  7  6sin(9ilf'— 
-  4,  3  8  sin(9ilf'— 

-  ü,  51  sin{loilf'- 

-  1,  46  siniioilf- 

-  89,  91  sinfloM'- 

-  1,  86  sin  (Hilf' 

-  7,  61  sin  (Hilf' 


4ilf+233<'40'55") 
3ilf-|-  358  44  52  ) 
2M+  126  53  40  ) 
fiM+  16  54  19  ) 
bM+  138  29  50  ) 
4j:f+263  25  n  ) 
iM+  27  39  28  ) 
6ilf+  41  12  9  ) 
bM-\-  165  36  3  ) 
4M+  291  12  39  ) 
3M+  52  59  0  ) 
-BM+  68'>51'43") 
-bM-\-  191  55  30  ) 
—  iM+  313  17  2  ) 
5jJf-)-216  56  27  ) 
4ilf+340      2      2    ).] 


[12.] 
[Zur  Berechnung  der  Störungen  des  zweiten  Theils  e  der  Epoche  wird  die  Integration  des  Ausdrucks 
2  >•  cos  tp  .  T  erfordert ;   nachdem    dieser   durch   die  Interpolationsrechnung  hergestellt   ist ,    ergibt   seine  Inte- 
gration den  Wert  von 


E  —  (1  —  cos  i]Q.  —  (1  —  CO 
Die  Integration  für  unser  Beispiel : 


•  cos  cp)  (ij  —  cos  (p  '  1  —  cos  i)  Q . 


ogo. 
ogb' 


0,69697 

1,10435„ 

Q    =    I58"37'  2(l" 

OgCOS  Q 9,!I0905„ 

Ogg 1,13530 


also  das  Störungsglied : 

+  243;'02COS  {6M'—2M+   lr)S<'37'29'' 


2,38564„ 
Die  gesammten  Störungen  ergeben  sich,  wie  folgt : 
?E  —  (1  —  COS  i)  5  Q  —  ( 1  —  COS  tp)  { 0  (5  —  ( 1  —  COS  ii  0  Q  j   = 

—  2  i;'22  cos  (    ilf+ 349"    0'4l")  +      2/20  COS  (Jf'— lilf  +  23 1"  22' 46") 

—  12,  47  COS  (2ilf  +  147    32    36    )  +       5,  7  6  COS  (ilf '— 3ilf -|-  2110    31    20    ) 

—  2,  73  COS  ::3ilf-|-212       6    43    )  +    1 3,  4  3  COS  (Jf'— 2jf  +     95    34    53    ) 

+    12,  20  COS  (If'—    M+ii»    52    47    ) 
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—    32;'05CO8(iH'+227»a7'     o") 

+ 

-  1«,  isco8;i»f'+  M+   :t7«4s'32") 

+ 

—       3,  40COS{Jlf'+2itf+147    45    30    ) 

+ 

—      l,S8COS(itf'+3j/+2B6    33    4»    ) 

+ 

+       l,37C08l2i»/'— 5ilf+  125»11'47") 

— 

+       l,41C08(2iV/'— 4ilf+16S    16    la    ) 

~ 

+    H,7  8COS{2il/'— 3ilf+     18      0    21    ) 

+    46,  S4  008(2j»f'— 2itf+     61    23    40   ) 

+ 

+  196,  34COS(2ilf'—    itf+223    43    43   ) 

+ 

—    35,01  C08i2i»/'              +311    35    32   ) 

+ 

i;'l6C0B(«ilf'— 63/+     89''ll'lt)") 

3,  05CO8f6jlf'— 53/+  180  1«  0    ) 

6,  75  COB  (63/'— 43/+  301  22  1  I    ) 

8,  06CO8(63/'— 33/+     63  27  60    ) 

—    13,  13  C08  (63/'— 23/+  182  6»  45    ) 

3,  4SC08  (63/'-    3f+300  6  ») 

1,  00  COS  (63/'                +53  3  7    ) 

1,  36  008(73/'- 03/+  ««"26' 40") 
3,  03  C08  (73/'— 53/+ 206  4»  2«  ) 
5,  02  COS  (73/'— 43/+ 327    20    47    ) 

—  6,  85  COS  (23/'+     3/+     73    15    56    )  +    22,  4 II  COB  (73/'- 33/ +     88    31    40    ) 

—  2,  50  COS  [23/'+ 23/+  17!)    17    211    )  —      8,  85  008(73/'— 23/+ 206    87    35   ) 

„      ,       „  —      1,  48  COS  (73/'—    3/+ 322    28      7    ) 

+      6,  34COS(33/'— 43/+274<>lll'  ISl") 

+    14,  42  008(33/'- 33/+ 321»      2  43  )  +      1,  28  COB  (83/'— 63/+  1 1 9°5r  46") 

+    48,  30  COB  (33/'- 23/+  HO    35  3»  )  +      2,  46  COS  (83/'— 53/+ 237    40      9   ) 

— 166,  00COS(33f'—    3/+ 227    50  23  )  +      4,  91  COB  (83/'— 43/+ 359    41       7    ) 

—  13,62  008(33/'  +343    57  5!)  ]  —   29,  3 1  COS  (83/'— 33/+ 121    55      2   ) 

—  3,67  008(33/'+    3/+     91    40    13   )  _      1 ,  78  COS  (83/'— 23/+ 24 4    lu    22   ) 

—  1,07  008(33/'+ 23/+ 203      0      9    ) 

+  S,  02008(43/'- 53f+  170<'5l'  10") 

+  4,  94  008(43/'— 43/+ 247  47  37  ; 

+  18,  25  008(43/'— 33/+  10   ü  22  ; 

+  52,  07  008(43/'- 23/+  133   4  17  ) 

—  28,81008(43/'—  3/+ 253  25   4  ) 

—  6,  55  COS  (43/'      +   4  18  12  ) 

—  1,64  008(43/'+  3f+117  14  15  ) 

+  1,  30  008(53/'— 63/+     71»    7' 44") 

+  2,  26  008(53/'— 63/+  172  30    27    ) 

+  7,  37  008(83/'— 43/+ 272  34    34   ) 

+  16,  20  008(53/'- 33/+     37  10    53    ) 

+  243,  02  008(53/'— 23/+  188  37    29    ) 

—  9,10  008(53/' —    3/+ 276  23    14    ) 

—  2,33  008(53/'  +30  8    31    ) 


1,  24  COS 

93/'- 

-63/+137» 

7'  43") 

2,  19  COS 

93/'- 

-63/+ 258 

3    31    )- 

5,  54  COS 

93/'- 

-43/+     19 

3    41    ) 

3,  »6  COS 

«3/'- 

-33/+  138 

2    12   ) 

1,04  COB  (103/' 

-63/+  163 

'    5' 51") 

1,  84  COS 

io3/' 

—  53/+ 284 

8    17    ) 

4,  l3CO8(103/' 

-43/+     43 

55    42    ) 

1,20  008 

io3/' 

-33/+  162 

84    33    ) 

+      1,96  008(113/' — 83/  +  303°37'2l") 
+      3,  92  COB  (ll3/'— 43/+ 241    3'J    36   ) 
Säcularänderung :  — 15;'2  7  8  jährlich 
—    0,  04183  täglich 


aus    welchem  Ausdruck   man   6e  erhält,   wenn   man   (1  —  coBip)Süi  und  cos<p(l — cost;SQ  hinzufügt, 
säcularen  Theil  von  oe  kann  man  bei  Seite  lassen,  wenn  man  n  dementsprechend  ändert.] 


Es  handelt  sich  nun  darum ,    die  mittlem  Elemente   zu  ermitteln ,    welche ,    mit  den  im  Vorigen  be- 
rechneten  Störungen  verbunden,  die  Bewegung  der  PaUas  darstellen.     Sie  werden  erhalten,    wenn  man  aus 
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den  Seite  483 — 488  mit  Hülfe  der  speciellen  Störungen  hergeleiteten  Resultaten  die  Elemente  der  Pallas  für 
die  beobachteten  sieben  Oppositionen  herleitet  und  an  diese  die  nach  den  vorstehenden  Artikeln  zu  be- 
rechnenden Störungen  mit  umgekehrten  Zeichen  anbringt 

Nach  den  Seite  486  gegebenen  Störungswerthen  und  unter  Benutzung    der   dort    gültigen  Normalele- 
mente ergeben  sich  für  die  sieben  Oppositionen  die  folgenden  osculirenden  Elemente : 

? 
12'  il','l 
11    28,  5 
10    53,  9 


legt: 


Opposition 

n 

I 

770','7240 

11 

3910 

m 

13(15 

IV 

4995 

V 

1737 

VI 

76S,  2675 

VII 

S376 

e 

56'  42; 

87 

57  17 

42 

56  33 

37 

56  39 

18 

50   5 

71 

56  4S 

0  6 

53  38 

45 

& 

21 

54; 

2 

38, 

8 

18 

2 

54 

1 

20 

59 

34 

5 

45 

48 

4 

48 

3  0 

7 

i 

ü 

4''37'44;'3 

172''28'2i;'3 

33,  1 

38,  8 

9,  7 

21,  7 

22,  5 

8,  4 

28,  0 

27  37,  3 

36  36,  9 

27  34,  8 

35  12,2 

25  37,  0 

Hier  soll  nur  die  Ableitung  der  halben  grossen  Axe  und  der  Escentricität  als  Beispiel  gegeben  werden. 
Indem  man  die  folgenden  "VVerthe    der  mittlem  Anomalien    für    die  sieben  Oppositionen   zum  Grunde 

M'    177"  3'  19"   212°33'2"   250°28'46"   293"45'48"   331°  5' 39"     6°13'25"   49"ll'33" 
M     139  19  46    230  47  3    328  28  13     80   2  26    176  13  39    266  44  47    17  27  34 

ergeben    sich   aus    den  numerischen  Werthen    des  Artikels  flu]    die  Störungen    der  Logarithmen    der   halben 
grossen  Axe,  me  folgt: 


■3424 


3776 


—  564S      —438 
Nach  den  obigen  Elementen  ist  nun 

loga   0,442  0718      0,442  1066      0,442  2926      0,442  1562      0,442  2786      0,442! 

also  der  mittlere  Werth  der  halben  grossen  Axe : 

0,442  6366      0,442  6347      0,442  6350      0,442  629 
also  das  Mittel 


442  6302 


loga 


0,442  6282 


md 


n   =    709','2443. 

Für  den  Logarithmen  des  halben  Parameters  ergeben  sich  die  Störungen : 

—  10935   —8902   —7503   —8433   —5895   -|-5550   -f-6160. 

Die  obigen  Elemente  geben  p  =  acoscp': 

logp   0,415  0729       0.4152768      0,4154097      0,4153249      0,4155744      0,4167077      0,4166607 

voraus  der  mittlere  Werth  von  logß  folgt: 

0,416  1664   0,416  1670   0,416  1690   0,416  1682   0,416  1639   0,416  1527   0,416  1447 

also  im  Mittel 

logjp  :=   0,416  1617. 
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Zur  Bestinuuiing  der  Exccntricität  erhält  man  aus  den  gefundenen  Werthen  von  a  und  p : 

logOOSip'    >J,U7:i  SaaS       'i.VTiiin       U,1I7S»34Ü       '.I,a73  SSin        ll,a735S37       »,»73534-i       II, «73531 
<j>  =    140  4'24;'6  22;'2  2oJ'o  1 5;'7  2«;N  20"«  22"? 

im  Mittel  wird ; 

<p  (J803)   =    14<'4'2i;'(P. 

Die  jährliche  Abnahme  von  ip  beträgt   ii;'i3;    also  erhält  man,  bezogen  auf  das  Jahr  mo 

;p    =    14"  3'  3!'!. 


NACHLASS. 


[YI.  ALLGEMEINE  STÖRUNGEN 

DER  PALLAS  DURCH  JUPITER. 

ZWEITE  RECHNUNG.] 


[1.] 

[Auf  Grund  der  durch  die  vorige  Rechnung  gefundenen  Resultate  soll  nun  die  ganze  Rechnung 
wiederholt  und  zugleich  schärfer  ausgeführt  werden,  indem  zwar  für  das  Argument  M — M'  der  Kreisiunfang 
wie  früher  in  48  Theile,  für  das  Argument  M  hingegen  jetzt  in  24  Theile  eingetheilt  werden  soll.  Es  wird 
dies  der  Berücksichtigung  der  l  I.Potenzen  der  Excentricitäten  (und  des  Quadrats  der  gegenseitigen  Neigung) 
entsprechen.  Das  zum  Grunde  gelegte  Elementensystem  ist  das  folgende,  bezogen  auf  den  Anfang  des 
Jahrs  1810, 

Elemente   18 10,  Meridian  von  Göttingen: 
Pallas  Jupiter 

Motus  medius  dium.  sid 7b:i;'ig512  29«;'i2S17 

—  tropic.    ..      769,30229  299,20534 

Perihelium I2l°s' 54;'50  ll^w'    5;'39 

Angulus  excentric 14   3     2,  70  2  45  42,  53 

log.  semiax.  maior 0,442  6423  o, 716  2305 

Nodus  ascendens I72''3l' 5i;'lS  9S°3o' 42;'62 

Inclinatio 34   36   13,  97  i    is   49,  28. 

Für  die  Lage  der  Bahnen  gegen  einander  fand  sich  hieraus  nach  den  Formeln  l  Seite  489  : 
Neigung  beider  Bahnen  34''i5' 45;'30. 
Aufst.  Knoten  der  ^-Bahn  auf  der  Pallasbahn,   in  der  Jupitersbahn  gezählt,    Q'+iV  =  354''22'  53;'32 

in  der  Pallasbahn  gezählt,        Q  +  ^  =  3  54  46  2  8,2  5. 

Die  successive  Berechnung  der  Grössen  r,  v;  r',  w' ,  ß',  r';  i  rj,  C;  T,  V,  W  nach  den  Formeln  2 
und  3  Seite  489—49  0  für  4  8Werthe  des  Arguments  M—M'  und  für  24  Werthe  des  Arguments  M,  im  Ganzen 
also  für  ll52Werthe,  ergab  die  Grössen  2',  V,  IF  auf  der  folgenden  Tabelle;  die  Jupitersmasse  wurde 
gleich gesetzt. 
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ACin.ASS 

T 

M' 

M 

=  0» 

M 

=  15» 

M=  30« 

ilf=4  50 

ilf  =00» 

3f=   7  5«    M=  90» 

M  = 

=  105» 

ilf=120« 

3f=135«|jtf=150« 

il/=  1« 

- 

0°    o' 

+ 

l"392 

_ 

5','65» 

—  10,347 

—  ll"994 

—  1l','l64 

—   8"?  8  3 

—   5"4  82 

— 

l"732 

+   2"l89 

+   o!'l02 

+    '",M\ 

+  • 

7    30 

+ 

3,540 

_ 

3,612 

—    8,992 

—  11,533 

—  11,589 

—  9,924 

—    7,207 

— 

3,890 

—   0,277 

+    3,461 

+    7,184 

+  1 

15      0 

+ 

5,584 

— 

1,360 

—    7,247 

—  10,006 

-11,622 

—  10,035 

—   8.568 

— 

5,777 

—  2,558 

+    0,900 

+   4,462 

+    >.">, 

22    30 

+ 

7,354 

+ 

0,988 

—   5,183 

—   9,249 

-10,992 

—  10,897 

-   9,531 

— 

7,323 

—   4,577 

—    1,489 

+    1,81« 

+    5,11 

1 

30      0 

+ 

8,690 

+ 

3,306 

—   2,891 

—    7,520 

—  10,028 

— 10,716 

-10,069 

— 

8,494 

—   6,283 

—    3,834 

—  0,681 

+    ^-'l. 

37    311 

+ 

9,415 

+ 

5,450 

—    0,477 

—   5,494 

—    8,677 

—  10,115 

-10,191 

— 

9,271 

—   7,638 

—    6,480 

—   2,937 

—  ".Ml 

4  5      » 

+ 

!1,354 

+ 

7,265 

+    1,945 

—    3,256 

—    7,000 

—   9,130 

—    9,909 

— 

9,661 

—   8,616 

—   0,989 

-    4,904 

-2,4« 

62    30 

+ 

8,353 

+ 

8,580 

+    4.246 

—   0,902 

—    5!o65 

—   7,809 

—    9,263 

— 

9,045 

—   9,213 

—   8,137 

—   6,542 

—   4,6 

eo     0 

+ 

6,312 

+ 

9,214 

+    6,287 

+    1,468 

—   2,961 

—   6,211 

—   8,203 

— 

9,274 

—  9,440 

—    8,919 

—    7,833 

—    6,1( 

67     30 

+ 

3,234 

+ 

8,974 

+    7,919 

+   3,743 

—    0,739 

—   4,398 

—   7,013 

— 

8,574 

—   9,314 

—    9,341 

—    8,767 

-7,.l 

75       0 

0,608 

+ 

7,672 

+    8.97J 

+    5,812 

+    1,487 

—   2,436 

_    5,474 

— 

7,684 

—   8,681 

—    9,418 

—    9,349 

—    V7 

l 

82    3ü 

— 

5,088 

+ 

5,153 

+   9,268 

4-    7,549 

+   3,638 

—   0,394 

—   3,782 

— 

6,348 

—   8,118 

—    9,172 

—   9,694 

—  ri 

«0      0 

— 

9,316 

+ 

1,341 

+    8,600 

+    8,819 

+    5,626 

+    1,662 

—   1,966 

— 

4,910 

—   7,120 

—   8,636 

—   9,620 

—  ■■  -■ 

9  7    30 

_ 

2,650 

_ 

3,6  7  5 

+    fi,7-»5 

+    9,467 

+    7,355 

+    3,664 

—    0,078 

_ 

3,316 

—   5,905 

—   7,838 

—  9,154 

—    i'.On 

105      0 



4,457 



9,545 

-j-    3,507 

4-    9,312 

+    8,718 

+    5,540 

+    1,S27 



1,612 

—   4,613 

—   6,813 

—   8,622 

-    9,4 

112    30 

— 

4,4  4  1 

— 

5,605 

—    1,251 

+    8,153 

+    9,595 

+    7,219 

+    3,705 

+ 

0,158 

—   2,983 

—   6,695 

—   7,655 

—   9,1 

120      0 

- 

2,732 

— 

20,892 

—    7,501 

+    5,761 

+   9,846 

+    8,629 

+    5,474 

+ 

1,952 

—   1,350 

—   4,218 

—   6,582 

—   6,< 

127    30 

_ 

9,800 

_ 

24,393 

—  14,883 

+    1,939 

+   9,305 

+   9,650 

+    7,105 

+ 

3,728 

+    0,360 

—   2,707 

—   6,330 

—   7,4 

135      0 



6,262 



25,409 

—22,631 

—   3,461 

-j-    7,785 

+  10,202 

+    8,526 

+ 

6,440 

+   2,080 

—    1,101 

—   3,929 

—   «.J 

142    30 

— 

2,674 

— 

23,805 

—29,497 

—  10,369 

+    5,413 

+  10,149 

+   9,663 

+ 

7,044 

+    3,806 

+    0,572 

—  2,406 

—    5,0 

150      0 

+ 

0,559 

— 

20,066 

—34,047 

—  18,331 

+    1,047 

+   9,342 

+  10,433 

+ 

8,486 

+   6,490 

+   2,285 

—   0,786 

—   3,5 

157    30 

+ 

3,208 

— 

5,065 

—35,202 

—26,378 

—   4,382 

+    7,022 

+  10,733 

+ 

9,706 

+    7,094 

+    4,004 

+   0,907 

—    1,» 

168       0 

+ 

5,184 

— 

9,693 

—32,757 

—33,018 

—  10,994 

+    4,841 

+  10,444 

+ 

0,033 

+    8,670 

+    6,699 

+   2,044 

-   «-»fc 

172    30 

+ 

6,494 

— 

4,654 

—27,406 

—  36,648 

—  18,145 

+   0,921 

+   9,436 

+ 

1,179 

+    9,864 

+    7,330 

+    4,396 

+    1,* 

160      0 

+ 

7,194 

— 

0,371 

—20,448 

—36,260 

—24,680 

—    4,042 

+    7,575 

+ 

1,238 

+  10,908 

+    8,854 

+   6,133 

+   3,2 

187    30 

+ 

7,363 

+ 

2,971 

—  13,195 

—32,028 

—  29,122 

—    9,050 

+    4,781 

+ 

0,692 

+  11,619 

+  10,216 

+   7,816 

+    5.0 

1!I5      » 

+ 

7,083 

+ 

5,356 

—    6,579 

—25,072 

—30,188 

—  15,071 

+    1,094 

+ 

9,420 

+  11,894 

+  11,345 

+    9,396 

+   6,8 

202    30 

+ 

0,437 

+ 

6,852 

—   1,118 

—  17,033 

—27,511 

— 19,123 

—   3,216 

+ 

7,330 

+  11,613 

+  12,163 

+  10,814 

+    S5 

210      0 

+ 

5,498 

+ 

7,570 

+    3,015 

—   9,298 

—21,838 

—20,658 

—    7,535 

+ 

4,430 

+  10,646 

+  12,525 

+  11,999 

+  10,2 
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+ 

4,332 

+ 

7,632 

+    5,864 
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—  14,622 

—19,083 

—  10,923 

+ 

0,927 

+    8,888 

+  12,324 
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225      0 

+ 

2,999 

+ 

7,152 
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+    2,377 

—   7,324 

—  14,803 
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+  13,145 

+  11,8 

232    30 

+ 

1,555 

+ 
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+    8,314 
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— 

5,497 
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+   9,612 

+  12,805 

+  13,6 

240       0 

+ 

0,049 

+ 

4,976 

+   8,262 
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+    3,983 

—   2,812 
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— 

6,663 

—  0,107 
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247    30 

— 
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+ 

3,459 

+    7,570 

+    9,177 
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— 
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—   2,000 

+    3,623 
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+  12,7 

255      0 

— 

2,950 

+ 

1,760 

+   6,377 
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+    9,4  86 

+   0,795 
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— 

2,514 

—   3,382 

+   0,299 

+    5,967 

+  10,7 

262    30 

— 

4,347 

— 

0,048 

+   ■»,799 

+    8,600 

+  10,306 

+   9,619 

+    6,411 

+ 

1,743 

—    1,962 

—    1,979 

+    1,925 

+    7,1 

270      0 

— 

5,614 

— 

1,897 

+    2,944 

+    7,357 

+  10,285 

+  11,168 

+    9,734 

+ 

6,104 

+    1,333 

—   2,138 

—   1,793 

+   2,J 

277    30 

_ 

6,701 

_ 

3,718 

+    0,909 

+    5,666 

+    9,443 

+  11,620 

+  11,818 

+ 

9,764 

+   6,610 

+    0,140 

—   3,676 

—   3,2 

285      0 

— 

7,503 

— 

5,442 

—    1,217 

+    3,657 

+   8,014 

+  11,180 

+  12,742 

+ 

2,317 

+   9,488 

+    4,149 

—   2,653 

—   7,J 

202    311 

— 

8,157 

— 

7,005 

—   3,346 

+    1,445 

+   6,152 

+  10,039 

+  12,673 

+ 

3,686 
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+    8,573 
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300      0 

- 

8,444 

— 

8,343 

—    5,391 
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+    3,989 
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+ 

3,982 
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+  12,311 
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307    30 

— 
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— 

9,391 
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+    6,309 
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+ 
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+  11,290 
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315      0 

— 

7,971 

— 
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—   5,369 
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+ 
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— 
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— 
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ALLGEMEINE  STÖRUNGEN 

DER  PALLAS.      ZWEITE  RECHNUNG. 
T 

531 

M' 

ilf=  180" 

ilf=195« 

M=210» 

Jf=225» 

M=240» 

M 

=  255° 

M 
_ 

=  270" 

ifer=285° 

M 

=  300" 

M-- 

=  315° 

31 -. 

=  330° 

ilf=345"> 

0    0' 

+  16J074 

+  17','5  7  0 

+  16"308 

+    8  "87  6 

—    11^8  52 

z 

52^622 

_ 

87"382 

— 6  5"58  0 

— 22"276 

+ 

2,"69  4 

+ 

o"36  6 

+    8;i32 

30 

+  13,968 

+  16,437 

+  17,323 

+  14,749 

+      4,644 

— 

19,451 

— 

54,291 

—62,691 

—32,052 

— 

3,173 

+ 

9.071 

+    9,350 

0 

+  11,408 

+  14,402 

+  16,502 

+  16,641 

+    12,516 

— 

0,189 

— 

24,722 

—46,299 

—  36,144 

— 

9,599 

+ 

6,651 

+    9,975 

30 

+    8,614 

+  11,846 

+  14,607 

+  16,264 

+    15,484 

-f 

9,591 

— 

5,123 

—26,138 

—32,523 

—  15,008 

+ 

3,196 

+    9,834 

ü 

+    5,753 

+    9,027 

+  12,107 

+  14,604 

+    15,713 

+ 

13,786 

+ 

5,973 

—   9,465 

—23,214 

— 

7,650 

— 

0,916 

+   8,787 

30 

+   2,948 

+    6,127 

+    9,303 

+  12,232 

+    14,413 

+ 

14,807 

+ 

11,425 

+    1,725 

— 

2,307 

— 

6,638 

— 

4,961 

+    6,772 

(1 

+   0,298 

+    3,278 

+    6,399 

+    9,502 

+    12,270 

+ 

14,032 

+ 

13,434 

+    8,213 

— 

2,865 

— 

2,548 

— 

8,031 

+    3,863 

30 

—   2,124 

+    0,580 

+    3,535 

+    6,640 

+      9,690 

+ 

12,250 

+ 

13,396 

+  11,361 

+ 

3,946 

— 

6,903 

— 

9,350 

+   0,340 

(1 

—    4,270 

—    1,895 

+    0,814 

+    3,798 

+      6,932 

+ 

9,927 

+ 

12,157 

+  12,307 

+ 

8,170 

— 

1,279 

— 

8,649 

—   3,293 

30 

—    6,103 

—    4,100 

—    1,692 

+    1,087 

+      4,161 

+ 

7,353 

+ 

10,237 

+  11,859 

+ 

0,325 

+ 

3,361 

— 

6,287 

—   6,386 

Q 

—    7,602 

—    5,9  9  8 

—   3,934 

—    1,425 

+      1,4'J2 

+ 

4,713 

+ 

7,961 

+  10,553 

+ 

0,972 

+ 

6,655 

— 

2,999 

—   8,306 

30 

—    8,761 

—    7,571 

—   5,879 

—    3,686 

—      1,000 

+ 

2,132 

+ 

5,540 

+    8,747 

+ 

0,581 

+ 

8,645 

+ 

0,442 

—   8,699 

0 

—    9,582 

—    8,810 

—    7,509 

—    5,664 

—      3,261 

— 

0,306 

+ 

3,113 

+    6,678 

+ 

9,507 

+ 

9,537 

+ 

3,458 

—    7,593 

30 

—  10,077 

—    9,722 

—    8,818 

—    7,341 

—      5,259 

_ 

2,528 

+ 

0,773 

+    4,506 

+ 

8,007 

+ 

9,580 

+ 

5,818 

—   5,369 

0 

—  10,261 

—  10,311 

—   9,804 

—   8,708 

—      6,075 



4,551 

1,414 

+    2,341 

+ 

6,265 

+ 

9,004 

+ 

7,387 

—   2,562 

3U 

—  10,151 

—  10,594 

—10,478 

—   9,7  65 

—      8,397 

— 

6,299 

— 

3,409 

+    0,258 

+ 

4,410 

+ 

7,995 

+ 

8,230 

+    0,30« 

0 

—    9,773 

—  10,585 

—10,850 

—  10,518 

—      9,524 

- 

7,777 

- 

5,182 

—   1,691 

+ 

2,534 

+ 

6,702 

+ 

8,457 

+    2,«67 

3  0 

—    9,146 

—  10,305 

—  10,932 

—  10,974 

—    10,357 

— 

8,9  7  8 

_ 

6,715 

—   3,470 

+ 

0,704 

+ 

5,238 

+ 

8,186 

+   4,912 

0 

—    8,2  9  4 

—    9,774 

—  10,744 

—  11,149 

—   10,906 

— 

9^903 



8,001 

—    5,056 

— 

1,032 

+ 

3,687 

+ 

7,537 

+    6,366 

3  0 

—    7,238 

—    9,010 

—  10,301 

—  11,051 

—    11,176 

— 

10,556 

— 

9,032 

—   6,430 

— 

2,640 

+ 

2,117 

+ 

6,609 

+    7>44 

0 

—    6,001 

—    8,033 

—   9,619 

—  10,697 

—    11,179 

— 

10,930 

— 

9,809 

—    7,584 

~ 

4,095 

+ 

0,574 

+ 

5,486 

+    7,601 

30 

—    4,604 

—    6,862 

—   8,714 

— 10,100 

—    10,924 

_ 

11,060 

_ 

10,331 

—   8-511 

5,379 

— 

0,901 

+ 

4,238 

+    7,517 

0 

—    5,514 

—   7,605 

—   9,272 

—    10,422 



10,926 



10,600 

—    9,205 

— 

0,476 

— 

2,281 

+ 

2,920 

+    7,072 

30 

—    l',407 

—    4,007 

—   6,304 

—   8,227 

—      9,684 

— 

10,543 

— 

10,620 

— 

7,376 

— 

3,542 

+ 

1,577 

+    6,341 

0 

+    0,351 

—    2,3  6  0 

—    4,829 

—    6,981 

—      8,721 

— 

9,921 

— 

10,395 

—   9,887 

— 

8,073 

— 

4,664 

+ 

0,248 

+    5,391 

30 

+    2,186 

—   0,592 

—    3,195 

—    5,543 

—      7,541 

_ 

9,064 

_ 

9,927 

—   9,871 

— 

8,555 

— 

5,629 

— 

1,036 

+    4,2.1 

II 

+    4,070 

+    1,278 

—    1,419 

—   3,929 

—      6,157  — 

7,980 



9,220 

—   9,617 

— 

8,818 

— 

6,425 

— 

2,247 

+    3,062 

30 

+    5,974 

+    3,222 

+    0,478 

—   2,154 

—      4,580 

— 

6,678 

— 

8,278 

—   9,123 

— 

8,855 

— 

7,037 

— 

3,362 

+    1,777 

n 

+    7,855 

+    5,212 

+   2,475 

—   0,241 

—      2,826 

— 

5,169 

— 

7,107 

—   8,391 

— 

8,661 

— 

7,452 

+ 

4,356 

+    0,467 

3  0 

+    9,660 

+   7,207 

+    4,839 

+    1,797 

—      0,909 

— 

3,464 

— 

5,713 

—    7,420 

— 

8,230 

— 

7,658 

— 

5,209 

—   0,832 

u 

+  11,315 

+    9,153 

+    6,631 

+    3,920 

+      1,145 

— ■ 

1,579 

— 

4,107 

—   6,215 

— 

7,559 

— 

7,642 

— 

5,900 

—   2,087 

30 

+  12,711 

+  10,975 

+    8,696 

+    6,092 

+      3,308 

+ 

0,463 

— 

2,302 

—    4,781 

— 

6,646 

— 

7,305 

— 

6,396 

—   3,265 

0 

+  13,697 

+  12,561 

+  10,652 

+   8,251 

+      5,534 

+ 

2,626 

— 

0,321 

—   3,132 

— 

5,492 

— 

6,909 

— 

6,712 

—    4,334 

3  0 

+  14,047 

+  13,744 

+  12,381 

+  10,312 

+      7,762 

+ 

4,882 

+ 

1,809 

—    1,283 

— 

4,103 

— 

6,176 

— 

6,800 

—    5,262 

+  13,436 

+  14,269 

+  13,700 

+  12,148 

+      9,902 

+ 

7,150 

+ 

4,040 

+    0,738 

— 

2,492 

— 

5,194 

— 

6,047 

—    6,019 

3  0 

+  11,420 

+  13,744 

+  14,318 

+  13,556 

+    11,814 

+ 

9,341 

+ 

6,310 

+   2,890 

— 

0,680 

— 

3,965 

— 

6,243 

—   6,573 

+    7,181 

+  11,571 

+  13,764 

+  14,206 

+    13,280 

-t- 

11,30» 

+ 

8,525 

+    5,113 

+ 

1,302 

- 

2,501 

— 

5,575 

—   6,896 

3  0 

+    1,270 

+    6,916 

+  11,268 

+  13,551 

+    13,943 

+ 

12,831 

+ 

10,542 

+    7,320 

+ 

3,403 

— 

0,822 

— 

4,642 

—   6,9  5  9 

—    6,727 

—    1,154 

+    5,608 

+  10,645 

+    13,185 

+ 

13,541 

+ 

12,148 

+    9,384 

+ 

5,550 

+ 

1,038 

— 

3,446 

—   6,740 

30 

—  14,217 

—  12,842 

—   4,928 

+    3,867 

+      9,973 

+ 

12,830 

+ 

13,006 

+  11,121 

+ 

7,642 

+ 

3,027 

— 

2,002 

—   6,223 

0 

—  17,260 

—25,727 

—21,768 

—    9,380 

+      2,386 

+ 

9,646 

+ 

12,574 

+  12,253 

+ 

9,533 

+ 

5,070 

— 

0,339 

—    5,401 

30 

—  13,371 

—33,258 

—42,913 

—32,185 

—    12,772 

+ 

2,141 

+ 

9,967 

+  12,365 

+ 

11,021 

+ 

7,064 

+ 

1,498 

—    4,275 

S      0 

—    4,569 

—29,486 

—58,373 

—64,000 

—    39,960 

12,755 

+ 

3,729 

+  10,831 

+ 

11,824 

+ 

8,874 

+ 

3,441 

—    2,866 

2    30 

+    4,793 

—  16,537 

—55,143 

—91,350 

—    80,547 

— 

39,438 

8,387 

+    6,722 

+ 

11,553 

+ 

10,316 

+ 

5,402 

—    1,206 

9      0 

+  11,846 

—   2,223 

—35,160 

—90,018 

—  119,369 

— 

79,640 

— 

29,169 

—    1,22  0 

+ 

9,095 

+ 

11,160 

+ 

7,203 

+    0,648 

7    30 

+  15,945 

+    8,403 

—  12,826 

—60,276 

—  122,517 

_ 

20,572 

_ 

59,476 

—  14,328 

+ 

5,628 

+ 

11,122 

+ 

8,878 

+    2,621 

5      0 

+  15,571 

+  14,564 

+    3,180 

—26,835 

—   85,398 



29,845 



91,316 

—32,729 

— 

1,215 

+ 

9,879 

+ 

10,069 

+    4,612 

2   30 

+  17,418 

+  17,229 

+  12,218 

—   3,799 

—  41,808 

— 

97,210 

— 

04,563 

-52,818 

— 

10,926 

+ 

7,122 

+ 

10,636 

+    6,49S 

67* 

532 


JJ/  =  n»    M 


NACHLASS. 
V 


M=  lus"  M=  l2(i''iM=  las' 


37  30 
45  0 
52    30 

60  0 
67  30 
75      0 

82    30 


202    30 
300      0 


337  30 
345  0 
352    30 


—  l'J,66S 

—  17,366 

—  13, «90 

—  9,504 

—  4,078 
+  2,010 
+  8,370 
-j-H,3il8 


+  22,375 
+  22,538 
+  111, 19  3 

+  12,2011 

+   2,271 

—  9, Uli 

—  20,013 
— 2S,GG7 


—26,228 
—  20,550 
-14,682 


—  3,782 
+  0,843 
+  4,780 
+  7,983 
+  10,436 
+  12 
+  13,113 


+  12,940 
+  11,859 
+  10,171 


+    2,111 
—    1,281 


—  8,403 

—  11,827 


—  19,453 
—20,527 
—20,600 


19,943 
19,895 
18,758 


—13,121 

—  8,695 

—  3,348 

+    2,698 

+  9,128 
+  15,464 
+  21,071 


+  2G,B54 
+  24,720 
+  18,738 
+    8,859 

—  3,725 

—  16,954 
—28,527 


—37,81« 

—32,775 

—26,601 
— 20,000 

—  13,494 

—  7,404 

+  2^785 
+    6,706 

+  9,79C 
+  12,046 
+  13,467 
+  14,072 
+  13,888 
+  12,955 
+  11,321 
+  9,058 
+    6,250 

+  3,005 

—  0,547 

—  4,250 


—  11,460 
— 14,58» 

—  17,156 


—  14,069 

—  16,028 
-18,378 


—  18,955 

—  17,605 

—  15,102 


—  6,658 

—  0,834 
+  5,888 
+  13,266 

+  20,9M1 
+  28,250 
+  34,412 

+  38,268 
+  38,466 
+  33,877 
+  24,048 
+    9,863 

—  6,350 
— 21,529 
—33,042 

—39,583 

-41,260 


—  13,662 

—  7,013 

—  0,99  5 

+  4,247 
+  8,633 
+  12,115 


+  16,298 
+  17,004 
+  16,815 


+  13,935 
+  11,394 
+  8,256 
+    4,659 

+  0,764 
—    3,251 


+    0,958 

—  3,541 

—  7,825 

—  11,686 

—14,928 
— 17,380 
-18,898 
— 19,365 


—  16,805 
— 13,608 

—  9,261 


+  3,363 
+  11,430 
+  20,477 

+  30,112 
+  39.725 
+  48,322 
+  54,479 
+  50,370 

+  52,293 
+  41,396 
+  24,638 


—  36,229 
—31,232 
—24,660 


+   9,199 

+  13,781 
+  17,347 
+  19,857 

+  21,294 

+  21,606 
+  21,006 
+  19,375 


+  13,602 
+  9,738 
+  5,456 


+  13,446 
+  8,546 
+  3,4  0  7 

—  1,730 

—  6,630 


-20,718 
-20,436 
-18,901 


9,209 
8,91 


+ 

+  29,709 
+  41,131 
+  52,371 

+  62,097 
-i-68,447 
4-69,155 


+  47,592 
+  26,921 
+    4,506 

—  15,052 

—28,647 


—26,334 

—  18,610 

—  10,411 

—  2,387 

+  5,043 
-)-ll,606 
-i-17,114 
+  21,406 

+  24,577 
-i-26,408 
-i-2«,n«9 


+  24,474 
+  21,613 
4-17,874 


+  20,065 
-i-14,8B0 
4-  9,225 
+    3,425 

—  2,285 

—  7,660 

—  12,499 


-19,804 
-21,988 
-23,049 


—21,479 
—18,725 

—  14,592 

—  9,034 

—  2,025 
+  6,433 
+  16,285 
+  27,361 

+  39,284 
-t-51,333 
4-02,319 

+  7  0,416 
+  73,343 
-t-68,798 
4-55,083 

+  35,287 
+  11,488 

—  10,589 
—20,886 
—35,727 

-37,617 

—  34,209 
—27,386 


—  0,222 
+  8,254 

+  15,689 

+  21,853 
-f26,602 
-j-29,859 

+  31,595 

+  31,840 
+  30,663 
-1-28,188 


+  29,683 
4-25,095 
4-19,662 


+  7,357 
4-  1,047 


-15,590 
-19,723 
-22,904 


—26,010 
-25,787 
—24,302 

—21,510 

—  17,361 

—  11,823 

—  4,865 

+  3,512 

+  13,25 
4-24,198 
4-35,973 

+  47,899 
+  58,844 
4-67,009 
4-70,103 

+  05,7  83 
+  52,713 
-i-31,934 
4-  7,3" 


-32,186 
-40,803 
-41,481 


+  13,048 
4-21,025 
4-27,382 


+  34,827 
+  35,900 
+  35,397 


+  38,415 

+  30,571 
4-33,200 
-i-2S,577 
+  22,984 
+  10,726 
4-10,097 
-j-    3,379 

—  3,168 

—  9,317 

—  14,874 

—  19,077 

—23,594 
—26,526 
—28,389 
—29,124 


-26,996 
-24,050 
-19,794 


—  7,229 
+  1,106 
+  10,734 
+  21,489 

+  32,995 
4-44,530 
4-54,910 
+  02,301 
+  64,301 
4-58,455 
4-43,480 

+20,756 

—  5,164 
—28.161 
—43,435 


—46,934 
— 38,780 
-27,382 


—   2,266 
+    9,155 

-f  18,988 


+  32,874 
-f36,709 
4-38,527 


+  39,856 

+  10,179 
-i-38,5S0 
4-35,322 
+  30,705 

+  25,044 
4-18,054 
-]-11,842 
+  4,895 
1,9  30 

—  8,409 

—  14,352 


—24,037 
—27,564 
— 30,080 
—31,553 
—31,917 
— 31,137 
—29,167 

—25,966 

—21,493 
—15,710 
—   8,696 


+  9,530 
4-20,26« 
4-31,618 

+  42,798 
+  52,430 
-f-58,443 
-f  58,110 

+48,840 

+  29,610 
4-  2,894 
—26,164 

—47,348 
— 69,041 
—59,818 
—62,177 


-24,658 
—  9,7  51 
+    3,980 

+  15,821 
+  25,409 
4-32,599 
4-37,383 


+  40,069 
4-40,775 
-i-39,406 

+  30,281 
+  31,730 
-i-20,08C 
4-19,693 


+    5,833 

—  1,095 

—  7,720 


—  19,378 
—24,141 
—28,062 

—31,004 
—33,086 
—34,083 
—34,006 

—32,812 

—30,468 
-20,894 
—22,073 

—  15,956 

—  8,507 
+  0,257 
-j-10,249 

+  21,220 

+  32,044 
-f  43,503 
4-52,109 

+  66,80« 

+  51,284 
4-36,713 
4-    9,07« 


—  53,404 

—  71,992 
-70,493 

—69,177 

—64,525 

—  36,770 

—  18,824 

—  2,403 

+  11,622 
4-22,919 
-i-Sl,346 


+ 

+    33,f 

4-    37,1  I) 


+  35,792 
-f3»,381 
4-40,430 


+  30,342 
+  31,931 
4-26,41« 


—  13,231 

—  18,854 
—23,798 
— 27,973 
—31,305 

—  33,73« 
—35,216 
—36,689 
—35,117 
— 33,442 
—30,617 


—21,20  8 

—  14, «29 

—  6,825 
+  2,73« 
+  13,324 
4-24,80« 
4-36,406 

+  40,902 
+  53,677 
-i-53.13« 
4-40,982 

+  14,621 
—13,330 
—«2,259 
—89,674 

—98,510 
—90,888 
-73,088 
—61,207 

-29,366 

—  9,754 
+  0,696 
-i-19,703 


+  ss,<l 

+  35,' 

+  31,1 

+  2«,: 

+  20,: 


30, 
—    3«, 


—    32 
29  J 


+       -* 

+ 

+ 

+    4  3, 

+ 
+ 
+ 
+    20l 
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+      1,2'J5 


—    l(i,401 


33,773 
35,792 
35,553 


—  13, 

+  4, 

+  17, 

+  26, 

+  31, 

+  33. 


2, «62 
3,203 
8,962 
14,292 


23,188 
16,852 
8,873 


66,58 
06,719 
43,593 


-102,374 
-179,544 
-207,781 


-146,872 
-102,42 
-  63,736 


78, 
—  123, 


-I-  20,695 

+  15 

+  10 


-f  31,105 

-|-  31,S20 

-f  30,864 

-j-  28,599 

+  25,327 

-f-  21,304 

4-  16,762 


53,639 
13,066 
76,245 
53, —  46,650 


,739  — 
,224  — 
,2134- 

,058-1- 


-f-    29 

-t-   27 

+ 

+ 
+ 
+    14,' 


,750  -f  25, 

,49  6  -)-  27, 

,"0  +  27, 

,449-1-  27, 

,165-1-  25, 

,319  -j-  23, 


+ 
+ 

1,242 

5,648 


23, 
—  25, 


+  41,! 
+  62,1 
4-  S4,; 


+      8,23. 


+   64, 
+    »1, 


+    9' 


—223,: 
— 169,' 
—  116,. 


6,506 
2,639 
S,554 

-|-  4,352 

+  0,122 

—  4,056 

—  8,106 

—  11,953 

—  15,524 

—  18,740 


—  12, J 

—  4, 

+  6> 

+  20, 

+  39, 

+  «3, 

-f  92, 
+  125, 
-j-15  2, 

+  146, 

+    70,. 


107,942 
111,787 
93,284 


46,078 
26,725 
11,160 


+  10,172 
-j-  16,894 
+    21,544 


+  25,922 

4-  26,180 

-|-  25,442 

+  23,879 

+  21,660 

4-  18,907 

4-  15,738 

+  12,257 


6,853 
10,485 
13,875 


—  19,579 

—  21,685 

—  23,129 


—  23,407 

—  21,844 

—  18,810 

—  13,974 

—  6,927 
+  2,863 
4-  16,052 
-|-  33,449 
-|-  55,902 
+  83,948 
4-116,413 


-1-158,722 
4-123,951 
4-  35,733 


18,365 
35,883 
63,091 


20,41' 
22,88! 


+  24,507 


5,199 
8,709 


—  15,512 

—  9,955 
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+    1,7'2 

+   0,584 

0      0 

+      0,377 

+      6,865 

+      7,121 

+       7,1S3 

+      7,078 

+ 

0,820 

+ 

6,421 

+ 

5,853 

+ 

5,202 

+    4,346 

+    3,212 

+   1,500 

7    3  0 
5      0 
2    30 

+       8,218 

-|-      9,048 

+      9,519 

+      9,696 

+      9,622 

+ 

9,328 

+ 

8,831 

+ 

8,145 

+ 

7,268 

■+     6,175 

+    4,761 

+   2,700 

+       0,435 

-j-    10,740 

+    11,519 

+    11,880 

+    11,896 

+ 

11,613 

+ 

11,064 

+ 

10,273 

+ 

9,248 

+    7,975 

+    6,359 

+   4,087 

+      0,859 

4-    11,805 

-t-    13,014 

+    13,652 

+    13,830 

+ 

13,618 

+ 

13,070 

+ 

12,222 

+ 

11,098 

+    9,699 

+    7,954 

+   8,880 

0      0 

+      0,25  8 

+    12,073 

+    13,874 

+    14,912 

+    15,343 

+ 

18,2  7  8 

+ 

14,790 

+ 

13,946 

+ 

12,776 

+  11,307 

+    9,494 

+    7,109 

7    30 
5      0 
2    30 

+      7,326 

+    11,321 

+    13,936 

+    18,532 

+    16,341 

+ 

16,519 

+ 

16,177 

+ 

15,395 

+ 

14,240 

+  12,757 

+  10,940 

+   8,614 

+      3,050 

-|-      9,252 

-f-    12,986 

+    15,361 

+    16,709 

+ 

17,254 

+ 

17,181 

+ 

16,517 

+ 

15,448 

+  14,011 

+  12,245 

+  10,040 

—      2,338 

+      5,459 

-I-    10,736 

+    14,194 

+    16,303 

+ 

17,378 

+ 

17,641 

+ 

17,253 

+ 

16,348 

+  15,027 

+  13,355 

+  11,338 

0      0 

—    11,413 

—      0,620 

+      6,796 

+    11,-67 

+     14,943 

+ 

16,800 

+ 

17,862 

+ 

17,542 

+ 

16,892 

+  15,765 

+  14,281 

+  12,464 

7    30 

—   24,630 

—      9,777 

+      0,622 

+      7,718 

+    12,393 

+ 

15,276 

+ 

16,809 

+ 

17,314 

+ 

17,037 

+  16,185 

+  14,933 

+  13,374 

6       0 

—    43,362 

—   23,129 

—      8,564 

+      1,542 

+      8,339 

+ 

12,703 

+ 

15,272 

+ 

16,500 

+ 

16,731 

+  16,250 

+  15,294 

+  14,029 

2    3  0 

—    60,183 

—   42,236 

—    21,900 

—      7,480 

+      2,355 

+ 

8,812 

+ 

12,812 

+ 

15,020 

+ 

18,929 

+  15,925 

+  15,332 

+  14,396 

0      0 

—  103,295 

—   69,090 

—    40,998 

—   20,392 

—      6,160 

+ 

3,285 

+ 

9,272 

+ 

12,799 

+ 

14,887 

+  15,183 

+  16,021 

+  14,442 

7    3  0 

—  144,777 

—  105,824 

—   08,185 

—   38,743 

—    18,049 

_ 

4,291 

+ 

4,473 

+ 

9,764 

+ 

12,681 

+  14,009 

+  14,345 

+  14,146 

6      0 

— 187,317 

—  183,079 

—  106,175 

—   64,750 

—   34^848 

— 

14,469 

1,795 

+ 

5,860 

+ 

10,199 

+  12,401 

+  13,297 

+  13,494 

2    311 

-216,195 

—208,695 

—  157,167 

—  101,370 

—   57,379 

— 

27,870 

— 

9,740 

+ 

1,062 

+ 

7,173 

+  10,369 

+  11,892 

+  12,487 

0      0 

—  213,220 

—246,196 

—217,690 

—  151,259 

—    88,708 

— 

45,558 

— 

19,523 

— 

4,571 

+ 

3,686 

+    8,035 

+  10,166 

+  11,140 

1, 

7    30 

-174,084 

—240,622 

—268,163 

—212,030 

—  130,076 

_ 

((8,066 

_ 

31,098 

_ 

i0,82S 

_ 

0,077 

+    6,457 

+    8,188 

+    9,491 

5      0 

—  117,076 

—  196,214 

—270,325 

—263,838 

—  178,333 



g4,665 



43,797 

— 

17,168 

— 

3,788 

+    2,842 

+    0,085 

+    7,603 

;2    30 

—    65,217 

—  121,419 

—  203,809 

—260,653 

—213,810 

— 

;9,892 

— 

55,261 

— 

22,410 

— 

6,844 

+    0,483 

+    3,927 

+    8,564 

0     0 

—   20,323 

—    87,801 

—  108,793 

—  176,364 

—  193,165 

— 

26,144 

- 

59,380 

— 

24,179 

— 

8,278 

—    1,191 

+    2,012 

+    3,49- 

7    3  0 

—      8,959 

—    18,486 

—   36,526 

—   67,691 

—   98,258 

_ 

84,565 

— 

44,178 

— 

18,238 

— 

6,854 

—    1,574 

+    0,586 

+    1,887 

.' 

8      0 

+      0,248 

+      0,555 

+      1,127 

+      2,193 

+      3,782 

+ 

4,488 

+ 

2,930 

+ 

1,300 

+ 

0,485 

+    0,141 

—   0,003 

—   0,066 

2    3(1 

+      2,465 

4-      6,926 

+    14,849 

+   29,441 

+    54,418 

+ 

80,504 

+ 

72,143 

+ 

38,095 

+ 

18,166 

+   4,921 

+   0,005 

—    1,151 
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Eben  so  wie  bei  der  ersten  Rechnu 
110  nadi  \'ivll:uheu   von   M'-M.    d: 


lg  erfolgt   nun  zunächst   die  Entnickelung    einer  jeden  Vertical- 
s   Kisdltut  dieser  Inteqjolatiunsrechnung  fjibt  die  folgende  Tufel : 


ilf  =  0°    ilf  =  15"   itf  =  30"  M=  45"   ilf  = 


2»"  M=  135"  ilf  =  ISO' 


CU8  !3/'- 

cos  2  ;itf '- 

cos  3  [M'- 
C08  4  .1/'- 
eo8  5  .1/'- 
COS  6  M'- 
C08  T  M'- 

cos  s  M'- 

C08  11  {M'- 

cos  10  71/'- 
cüs  1 1  M'- 
cos  1 2  -V- 
cos  1 3  ;3/'- 

C08  1  4  ,J1/'- 
C08  1  5  M'- 
C08  1  0  'M'- 

cos  17  ::)/'- 

cos  1  s  (iV- 
cos  1  'J  {M'- 
coi-20{M'- 

C08  2  1  [M'- 
COS  22  (ilf'- 
COS  23  [M'- 
COS2  4(ilf'- 


sin  ■;!/'• 
sin  2  M'- 
sin  3  yM'- 
sin  4  (Jlf'- 
sin  5  M'- 
sin  r.  (il/'- 
sin  7  ;3/'- 
sin  s  liV- 
sin  ■..  ^ilf- 
in  10  ;il/'- 
in  1 1  [M'- 

in  13:3/'- 
in  1 4  [M'. 
in  1 5  (il/'- 


sin  I7(ilf'- 
sin  1 8  [M'- 
sin  HP  ,M' 
sin  20  (iV' 
sin  2  1  M' 
sin  22  •'V 
sin  23  M' 


1,037 
0,577 
5,SS2 
2,731 
0,56S 
0,4B0 


«,00li 
0,002 
0,000 


+  0,482 

+  6, SIS 

+  2,251 

—  l,I5n 

—  0,101 
+  Ü,I6S 


—  3,428 
+  0,71>< 
4-  4, «98 

—  4,010 
+  0,050 
+  0,492 

—  0,251 


+    0,030 


—   0,001 
+   U,00l 


—  2,105 
+  11,231 
+    0,561 

—  1,718 
+  0,510 
+    0,084 

—  0,097 
+  0,01(1 
-1-    0,007 

—  0,004 
+  0 
+  " 
+  " 
+            0 

—  0 


+    3,1 

+ 
+ 


5,723 
2,043 
0,080 


—  3,642 
+  14,734 

—  1,880 

+  1,050 

—  0,220 

—  0,071 
+  0,066 

—  0,018 

—  0,002 
+  3 

—  0 


—  5,152 
+  2,024 
+  2,224 

—  5,476 
+  2,706 

—  0,476 

—  0,246 
+  0,216 

—  0,072 
+  0,002 
+  0,011 

—  0,005 
+  0,001 
+  0,001 

—  0,000 

—  0,001 

+  1 


—  3,471 
+  15,027 

—  3,342 

—  0,010 
+  l,l«8 

—  0,473 
+  0,049 
+  0,055 

—  0,036 
+  0,010 


3,440 
1,405 
1,393 
4,404 
2,711 
0,748 


—  1,414 
+  14,080 

—  3,842 

—  0,204 
+  0,928 

—  0,500 
+  0,132 
+  0,013 

—  0,031 
+  0,016 

—  4 

—  1 


—  1,241 

—  0,644 
+  •,"•'' 

—  3,338 
+  2,276 

—  0,708 
+  0,050 
+  0,110 

—  0,073 
+  0,028 

—  0,003 


+    0,000 
+    0,000 


+  1,006 
+  11,042 

—  3,604 
+  0,093 
+  0,653 

—  0,433 
+  0,150 

—  0,014 

—  0,018 
+  0,013 

—  5 
+  1 


0,628 
2,56« 
1,334 


0,00  1 
0,074 
0,005 
0,027 
0,000 
0,002 
0,002 
0,000 
0,000 
0,000 


—  0 


+  3,008 

+  9,422 

—  3,179 
+  0,210 
+  0,400 

—  0,365 
+  0,144 

—  0,025 

—  0,010 
+  0,011 

—  5 
+  1 


+  1,933 

—  3,907 
+  1,081 

—  2,4  35 
+  1."'« 

—  0,65» 
+  0,0  0  1 
+  0,070 

—  0,004 


+  0,002 
—  0,001 
+   0,000 


2,804 
0,190 
0,453 
0,348 
0,143 
0,026 
0,009 
0,011 


+  2,711 

—  4,818 
+  2,126 

—  2,557 
+  1,721 

—  0,634 
+  0,055 
+  0,100 

—  0,079 
+  0,033 

—  0,000 

—  0,003 
+  0,003 

—  0,002 
+  0,001 

—  0,001 
+  1 


+  5,5'JI 
+    6,628 

—  2,497 
+  0,056 
+    0,538 

—  0,38© 
+    0,150 

—  0,020 

—  0,017 
+    0,016 


+  3,043 

—  5,142 
+  2,002 

—  3,000 
+  1,879 

—  0,501 

—  0,053 
+  0,190 

—  0,113 
+  0,036 
+  0,001 

—  0,009 


+  6,421 

+  5,930 

—  2,190 

—  0,256 
+  0,761 

—  0,476 
+  9,149 
+  0,009 


2,069 
4,931 
3,351 
3,776 
2,120 
0,424 
0,304 
0,328 
0,146 
0,013 
0,028 
0,023 
0,008 
0,000 
0,002 


5,620 
1,782 
0,852 
1,159 
0,577 
0,085 
0,096 
0,088 
0,035 


+  0  - 

+  1  + 

-  0  — 

-  0  + 
+  0  - 

-  0  + 
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Kuffficient 
von: 

M 

=  ISO» 

M-- 

=  195« 

M-- 

=  210» 

M- 

=  225° 

M=240» 

M-. 

=  255°^  = 

=  270° 

M  = 

=  285° 

M 

-¥ 

=  315»'itf 

=  330° 

M 

=  345° 

+ 

i"4oe 

o"3  74 

s'oei 

(i'sri 

—    9',6  7  7 

_ 

o"7  21 

s.'ges 

5;'736 

2 'Vi  7 

0,"3  8  6 

-1- 

o"728 

+ 

eis  31 

C-U.S  M'-M) 

2,8  31 



1,089 

+ 

0,673 

+ 

1,700 

+    1,233 



0,371 



1,493 



1,273 



0,3  71 

+ 

0,212 

+ 

0,017 

0,597 

r    CÜS2  M'-itf) 

+ 

6,05fi 

+ 

8,995 

+  13,81t 

+ 

0,401 

+  26,407 

+  27,639 

+  23,041 

+ 

6,359 

+ 

1,126 

+ 

8,170 

+ 

6,861 

+ 

6,337 

cosii   M'-M) 

— 

6,540 

— 

8,427 

— 

9,866 

— 

9,119 

—    4,350 

+ 

2,983 

+ 

7,910 

+ 

8,231 

+ 

5,991 

+ 

3,420 

+ 

1,2  50 

— 

0,706 

cos  4  3/'— M) 

+ 

2,005 

+ 

0,541 

— 

3,173 

— 

9,513 

—  15,768 

— 

6,698 

— 

1,454 

— - 

5,717 

— 

2,612 

— 

1,593 

— 

1,370 

— 

1,170 

cos  r.  M'—M) 

+ 

1,262 

+ 

3,437 

+ 

6,250 

+ 

7,572 

+    4,267 

— 

2,364 



5,992 

— 

5,023 

— 

2,812 

— 

1,302 

— 

0,467 

+ 

0,082 

cos  .1  J/'-Mj 

1,542 

2,110 

1,210 

+ 

2,638 

+    7,687 

+ 

8,300 

+ 

4,198 

+ 

0,891 

— 

0,011 

+ 

0,045 

+ 

0,167 

+ 

0,162 

cos  7  \M'~M) 

+ 

0,510 

— 

0,251 

— 

2,299 

4,418 

—   3,031 

+ 

1,560 

+ 

3,455 

+ 

2,152 

+ 

0,850 

+ 

0,308 

+ 

0,105 

0,010 

cos  H  [M'-M 

+ 

0,223 

+ 

0,966 

+ 

1,497 

— 

0,037 

—   3,452 

— 

3,930 

1,221 

+ 

0,239 

+ 

0,248 

+ 

0,066 

— 

0,011 

— 

0,021 

'    cosM  .1/'-3/ 

0,311 

0,416 

+ 

0,368 

+ 

2,080 

+    1,864 

— 

0,925 

— 

1,713 

0,727 

— 

0,177 

0,051 

— 

0,020 

+ 

0,001 

cos  tu  M'-^M' 

+ 

0,114 

— 

0,150 

— 

0,791 

0,551 

+    1,449 

+ 

1,797 

+ 

0,216 

— 

0,277 

— 

0,121 

— 

0,027 

— 

0,000 

+ 

0,003 

cos  1  1    M'  —  M) 

+ 

0,035 

+ 

0,235 

+ 

0,171 

— 

0,803 

—    1,049 

+ 

0,514 

+ 

0,762 

+ 

0,188 

+ 

0,017 

+ 

0,004 

+ 

0,004 

+ 

0,000 

cos  fi  M'—M] 

- 

0,059 

— 

0,067 

+ 

0,260 

+ 

0,468 

—    0,566 

— 

0,800 

+ 

0,044 

+ 

0,148 

+ 

0,038 

+ 

0,007 

— 

0,000 

— 

0,000 

cos  1  :i  M'—M     + 

0,024 

— . 

0,052 

0,178 

+ 

0,236 

+    0,555 



0  271 

0,309 

0,027 

+ 

0,005 

+ 

0,001 

. — 

0,000 

— 

0,000 

cos  1  1  JI'-.M 

+ 

0,006 

+ 

0,051 

— 

0,034 

0,274 

+    0,202 

+ 

o'söo 



0,071 



0,059 

0,009 

0,001 

+ 

0,000 

+ 

0,000 

cos  1 :,  M'^M 

0,0  1  1 

0,008 

+ 

0,087 

— 

0,032 

—    0,280 

+ 

0,138 

+ 

0,114 



0,007 



0,003 



0,001 

0,000 

+ 

0,000 

cos  1 .;  [M'-M] 

+ 

ü',0  0  6 

— 

0^014 

0^022 

+ 

0,130 

—    0,062 

0,149 

+ 

0,048 

+ 

0,019 

+ 

0.002 

— 

0,000 

+ 

0,000 

— 

0,000 

cos   1  7  :,ilf '-M; 

+ 

0,001 

+ 

(1,010 

— 

0,027 

0,020 

+    0,135 

— 

0,070 

0,038 

+ 

0,010 

+ 

0,001 

+ 

0,000 

— 

0,0  0  0 

— 

0,000 

cos  1  s  [iW-Mi 

2 

1 

+ 

21 



52 

+          13 

+ 

64 



25 

5 

0 

+ 

u 



1 

+ 

II 

cos  1  :i  ,'il/'— M) 

+ 

1 



2 

+ 

■i 

-h 

22 

—          62 

+ 

35 

+ 

10 



4 



1 

+ 

II 

+ 

1 

+ 

0 

C0S2(i(3/'— J/l 

+ 

0 

+ 

I 

10 

+ 

17 

+            2 

26 

+ 

11 



II 



1 

0 

+ 

II 

+ 

0 

cos  2  1    .V'-.1i) 

I 

II 

+ 

4 

12 

+         26 



17 

2 

+ 

1 

+ 

0 

+ 

II 

1 

+ 

0 

cos  2  2    31'- JI) 

+ 

0 

+ 

II 

+ 

— 

4 

—              4 

+ 

(1  j  

4 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

II 

+ 

1 

0 

|,C0S2:i(i¥'-i)/j 

+ 

II 

+ 

0 

1 

+ 

4 

4, 

+ 

ti     

0 

0 

0 

+ 

0 

+ 

0 

— 

0 

l60S24iiti-'-ilf) 

" 

1 

— 

" 

+ 

'' 

+             2 

3 

+ 

1 

— 

0 

— 

1 

" 

1 

— 

0 

|!'.sm(3/'_i)f, 

+ 

6,143 

+ 

3,849 



0,453 



6,631 

—  12,589 

_ 

4,559 

— 

1,25  6 

_ 

5,694 

_ 

0,761 

+ 

2,095 

+ 

3,054 

+ 

2,427 

■  sin2   M'~M. 

+ 

6,222 

+ 

7,005 

+ 

7,489 

+ 

6,419 

+    2,555 

— 

3,101 



7,071 

— 

7,518 

— 

5,5S9 

2,895 

0,104 

+ 

2,976 

sin  :;    .V'-.V) 

+ 

0,445 

+ 

3,235 

+ 

8,128 

+ 

5,113 

+  21,512 

+  22,524 

+  17,367 

+ 

0,742 

+ 

6,282 

+ 

4,218 

+ 

3,474 

+ 

3,065 

sm  4   M'  —  M) 

3,647 

6,076 

— 

8,518 

8,871 

—    4,608 

+ 

2,733 

+ 

7,230 

+ 

6,839 

+ 

4,426 

+ 

2,304 

+ 

0,863 

— 

0,226 

sin  r,  M'~3I) 

+ 

2,227 

+ 

2,016 

— 

0,204 

— 

5,385 

— 11,144 

1,846 



7,112 

2,592 

0,757 

0,454 

— 

0,500 

— 

0,439 

■  «i"  '■•  ;^;|^;-^) 

— 

0,058 

+ 

1,438 

+ 

4,044 

+ 

5,964 

+   3,683 

— 

1,952 

— 

4,667 

— 

3,399 

— 

1,616 

— 

0,662 

— 

0,228 

+ 

0,02» 

8111  7  M'—M) 

— 

0,761 

1,592 

— 

1,621 

+ 

0,962 

+    5,197 

+ 

5,740 

+ 

2,345 

+ 

0,080 

— 

0,241 

— 

0,062 

+ 

0,050 

+ 

0,059 

sin  s  (itf'-M) 

+ 

0,490 

+ 

0,284 

— 

1,097 

3,106 

—  2,409 

+ 

1,214 

+ 

2,470 

+ 

1,288 

+ 

0,409 

+ 

0,132 

+ 

0,045 

0,003 

|i  sin  a  M'—M) 
-|!lbiu(M'-M) 

0,039 

+ 

0,466 

+ 

1,158 

+ 

0,402 

—   2,255 

2,667 

0,573 

+ 

0,310 

+ 

0,187 

+ 

0,046 

0,002 

— 

0,008 

— 

0,141 

0^3  5  4 

0,013 

+ 

1,327 

+    1,411 

— 

0,695 



1,156 

0,384 

o'ooö 

0,0  17 

— 

0,008 

+ 

0,000 

-knii  (ilf'-M) 

+ 

99 

+ 

_ 

483 

545 

+        914 

+ 

1,204 

+ 

37 



211 

_ 

_ 

14 

+ 

0 

+ 

1 

-  .  lin  1 2  (M'—M) 

— 

13 

+ 

127 

+ 

204 

— 

455 

—       768 

+ 

374 

+ 

49  0 

+ 

81 

— 

1 

+ 

0 

+ 

1 

+ 

0 

im  1  ;i  ;M'— itf ) 

— 

25 

6  9 

+ 

117 

+ 

369 

—       343 

530 

+ 

71 

+ 

9  6 

+ 

20 

+ 

3 

— 

0 

— 

0 

iin  1  1  M'-M) 

+ 

19 



11 

132 

+ 

1115 

+       397 



195 

189 

3 

+ 

5 

+ 

1 

+ 

1 



0 

iin  1 :,  (M'-M) 

:i 

+ 

3  1 

+ 

u 

193 

+       115 

+ 

229 



6  2 



3  4 

4 

11 

n 

+ 

0 

.in  1 ,;  [M'-M) 



4 

12 

+ 

52 

+ 

5 

—       196 

+ 

98 

+ 

6  6 



9 





u 



1 

+ 

0 

lin  1 7  [M'—M) 

+ 

4 



4 

24 

+ 

S4 

31 

98 

+ 

3  5 

+ 

<l 

+ 

1 



(1 

+ 

1 

0 

.in ,  s  (^/'_i^fl 

1 

+ 

f, 

- 

12 

2  4 

+           9  3 



49 

20 

+ 

H 

+ 

1 



0 

+ 

0 

— 

0 

.in  1 »  (iH'-M) 

— 

1 

+ 

II 

+ 

15 

. 

31 

+              3 

+ 

40 



17 

1 

0 

+ 

0 

1 

— 

0 

.in  2  0  [M'—M) 

+ 

1 

0 

1 

+ 

18 

—         42 

+ 

2  5 

+ 



2 



1 

+ 

0 

+ 

0 

— 

0 

' 

lin  2 1  [M'—M) 

0 

+ 

0 

li 

+ 

(1 

+              4 

17 

+ 



II 



0 

0 

+ 

0 

+ 

0 

' 

lin  22  {ili"'— itf ) 

— 

u 

1 

+ 

4 

S 

+           16 

— 

lli 

+ 

I 

+ 

0 

— 

0 

0 

— 

0 

l 

iin23iilf'-i)f) 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

1 

— 

2 

—              4 

+ 

6 

— 

+ 

1 

+ 

0 

+ 

0 

+ 

n 

— 

0 

68 
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cos  M' 
cos  2  M'- 
cos  :i  M'- 
cos  4  {M'- 
cos  5  M'- 
cos  6  IM'- 
cos  7  :M'- 

C08  s  ;iif '■ 

cos  :>  M'- 

COS  n 
cos  11 
COS  i: 
cosi; 
cos  14 

cos  1  ! 
cos  II 
cos  \1 
coSl^ 
cos  1 '. 
cos  2(1 
cos  21  __ 
cos  22  M'- 
C08  2  3fitf'- 
C08  24  [M'- 

sin  (M'- 
M'- 
iM'- 
M'- 
lin  5  M' 
;in  fi  ;3/'- 
lin  7  (il/'- 
lin  s  IM'- 
M'- 
M'- 
\M'- 
M'- 
[M'- 
iM'- 
M'- 
IM'- 
M'- 
M'- 
M'- 
in  M'- 

21  M'- 

22  3/'- 

in  2  3  [M'- 


+  2,344 

+  0,498 

—  o,3ai 

—  «,001 
+  0,U47 

—  0,007 

—  0,004 
+  2 

+  1 


+    0,t»3 
—   0,024 


—   0, 

+    0,1 

+ 


—  2,984 
+  13,840 

—  8,532 
+  0,506 
+  1,154 

—  0,447 

—  0,018 
+  0,066 


—  1,111 
+    3,516 

—  25,007 
-{-  2,4 112 
4-    3,010 

+  0^367 

4-  0|1*2 

—  0,121 
+  0,03  2 
+  0,004 


+  1,029 

+  7,441 

—  10,312 
+  3,536 
+  0,211 

—  0,685 
+  0,275 

—  0,015 

—  35 
+  18 


—  1 


—  u 


5,69  5 
11,454 
■J,662 


+  '.'13 

—  3,726 
—34,030 
+  12,270 

—  1,184 

—  1,704 
+  1,288 

—  0,437 
+  0,026 
+  0,061 

—  0,040 
+  1.1 

—  1 


7,784 
6,047 
7,951 
6,750 
2,446 
0,187 
0,337 


+    S,"^ 

—  6,404 

—  35,820 
+  14,369 

—  2,442 


+  6,! 

—  3,1 

+  0,1 

+  0,: 


+    7,546 
—    7,754 


—  1,221 
+  1,359 

—  0,650 
+  0,166 
+  0,012 

—  0,037 
+  22 


7,310 
3,310 
0,734 


+    4, 1125 
—   8,168 


+  15,70« 
—    2,464 


0,21« 
0,290 


—  7,741 

—  38,216 
+  15,235 

—  1,103 

—  2,753 
+  2,165 

—  0,894 
+  0,153 
+  0,082 

—  0,086 

+  Jl 

—  11 

—  2 


+  «;i3o 

—  13,409 
+  9,7  84 

—  3,848 
+  0,486 
+  0,498 

—  0,441 
+  .195 

—  41 

—  12 


—  2,144 

—  6,315 
— 37,907 
+  13,085 
+  1,699 

—  4,817 
+  2,»<* 

—  0,898 

—  0,069 
+  0,253 

—  0,150 
+  4» 
+  2 

—  13 


—  5,814 
+  14,238 
— 18,967 
+  11,685 

—  3,566 

—  0,391 
+  1,134 

—  0,693 
+  214 
+     11 

—  56 


+  8,085 

+  7,235 

—  7,727 
+  3,428 

—  0,282 

—  0,71» 
+  0,566 

—  0,200 

+  68 

—  36 


—  8,391 
+  23,85« 

—  25,522 
+  12,818 

—  1,760 

—  2,387 
+  2,150 

—  0,850 

+     21 
+   205 

—  144 

+   ^s 

+     « 

—  15 

+     ' 

—  2 
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^5»  Jf  =  210"  ilf  =  225°  Jif  =  240"  5/=  255O  M=  27(1»  il/=  2S5"  3/  = 


■l( 

SOSlilf- 

1 2  (3/'- 

|b  3  IM'. 

1 4  :M' 

B  S  itf' 
SHlil/'- 
S  7  U>/'- 

Il0(ilf'- 

1 1 1  :M' 

\i2[M'. 

\vi[M'- 

H:M'- 

1     5      iM'^ 

luM'. 
ns  3/'- 

M!i  iV- 
IIM,   j/'. 

r2i  M' 
122  .1/' 
12:1  ii¥'- 
124  [M'. 

Bin  fil/'- 
b  2  M'- 

h  3  (M'- 

ll  4  (il/'- 

ns  Jr- 

nn  .1/'- 

n:  M'- 

ns  .1/'- 

in.  .1/'- 

10  .1/'- 

11  M'- 

12  lil/'- 

.1:1(3/'- 
ni4  iiW- 
nisil/'- 

11«  3/'- 

117  ;il/'^ 

118  ;iV- 
ilii(il/'- 

0  20  (i)/'- 
B21  (i)/'- 
122  {M'- 

ns3(ilf'- 


+  23, 


+  46,321 
— 34,782 
+  4,381 
+  111,792 

—  8,541 
+  1,506 
+    2,045 

—  1>7 
+  0,3. 
+    0,3, 


—  17,57:: 
+    S,21! 

—  14, 79; 


-21,092 

+  56,841 

-32,213 


—  7,260 

—  3,96fi 
+    5,027 


—        366 
+        231 


— 19,568 
+  10,814 


—  46,05 
+  26,465 
-(-10,671 

—  17,265 
+  2,665 
-f    6,520 

—  3,921 

—  1,149 
+    2,140 


+  11,059 
+    9,844 

—  54,726 
+  15,056 
-1-25,133 

—  15,294 

—  8,017 
+  9,683 
+    1,076 

—  4,823 
+  834 
-I-    1,976 


+  63, 

—22,; 


—  12,153 
+  9,458 
-1-14,205 
—54,062 
+  0,93? 
-i-30,889 

—  4,521 

—  15,431 
+  4,147 
4-    7,131 

—  2,853 

—  3,0  9  8 
+  1,714 
+    1,268 


-26,033 
+  64,879 

-  7,823 
-38,764 

+  16,665 

-t- 14,9  6  3 

-12,625 

-  3,630 

+    '. 

0,257 

—   3,165 

+        989 

1,166 

765 

31; 

42* 


+  26,597 


-18,229 
+  60.269 
+  4,31 
—41,89 
+  3,532 
-|-22,087 

4,576 

— 10,578 
+    3,518 


+  18, 
+    4, 


+    3: 
— 30, 


+  47,1 
+  10,' 
—27,1 
— 11,1 
+  11,1 
+    7, 


0"il[f  =315''i!f 


+    5,956 

—  0,114 
+    1,939 

—  14,954 


+    1,: 

+    2,' 
+    »,• 


+  2,299 

-|-  1,925 

—  0,040 

—  0,439 


0,100 


+  5,641 
4-26,697 
+    6,796 

6,401 

—  3,502 
+    0,618 


11,144 
2,3  04 
1,689 
0,667 
0,185 
0,138 
0,010 
0,024 
1 


30«  1/=  345» 


1,870 
1,749 
5,874 
8,940 
0,271 
1,285 
0,030 
0,173 

o,oo;j 


+    2,929 
—   4,510 


+  0,312 
—  0,05" 
_   0,05S 


0,022 
0,001 


+  »,l 

+  ö, 


+ », 

+  0,' 
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cos  M'- 

C08  2  M'- 
C08  i  ,3/'- 
COS  4  M'- 
cos  5  \M'- 

C08  6  [M'- 

C08  5  (3/'- 
COS  8  M'- 
C08  ',"  i-V- 

cosuijr- 

C03  1 1  M'- 
cos  i>  M'- 

C08  13  it/'- 
C08  U    .1/'- 

C08  I  5  [M'- 

C08  ir,  3f'- 
COS  1  7  jV- 
COSlSiV- 
COS  1  9   M'- 

cos  20  [M'- 
cos  2 1  M'- 

C08  22  lilf'- 

COS23  ;ii/'- 

C08  24   ilf '■ 

sin  ilf'- 

sin  2  (M' 

sin  3  [M'- 

[M'- 

M'- 

lin  fi  M'- 

a  7  ;3/' 

ns  [M' 

n  y  :3f' • 

1 0  IM'- 

sin  1 1   31' 

M' 

M' 

M' 

M' 

M' 

M'- 

M'- 

M' 

M' 

M' 

M'- 

ilf'- 


im  22  i^f'— 
iin2:t  ilf'— 


-M] 
-M 

-M) 
-M) 
-il/i 
-JVf) 
-M] 
-M] 
-M 
-M) 
-M 
-M 
-M] 
-M\ 
-ilf) 

-ilf: 

-ii/j 

-iVfi 

-ilf 

-ilf) 
-ilf, 

-M] 
-M] 
-M] 

-ilf) 
-M 
-M, 
-M] 
-M] 
-M 
-31: 
-31 
-31 
-31 
-31 
-31 
-31 
-31 
-31} 
-31 
-ilfi 
-31) 
-M] 

-ilf; 

-ilf) 
-ilf 

-ilf) 


I  1,UC3 
2,074 

15,3116 
1,&7S 
1,'J30 
0,533 
0,167 


+    8,473 

—  3,140 

—  5,830 
-(-  1,050 
4-    0,599 

—  232 


1,530 
0,948 
0,080 


2,848 
1,1342 
1,311 
0,322 
67 


—      0 


-t- 

0,750 

2,276 

— 

5,742 

+ 

1,997 

+ 

0,210 

356 

+ 

83 

+ 

22 

18 

+ 

+ 

— 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

+ 

+ 

+ 

-I-  2,S16 

+  2,175 

—  «,667 
-f-  2,719 

—  0,066 

—  422 
+  201 

—  23 


+  1,' 

+   2, 
—  1, 


—  3,243 
-(-  9,939 

—  8,596 
+  3,2U5 

0,085 

—  539 
H-    307 

—  72 

—  14 
+    '■' 


31=   90°  ilf=105"'ilf=  l20''iil/=13S»ilf=l 


— 13,039 
-|-11,"15 

—  17,011! 

—  0,094 
+    3,503 

—  2,1S2 
+  0,(111 
+     17 

—  129 


+  1 

+  » 

—  1 
+  0 

—  0 
+  0 

+  0 

—  9,216 
-|-18,45S 

—  10,729 
-|-  3,459 
4-  0,051 

—  685 
+  397 

—  112 


+  1 
—  1 
+     0 


19,693 

14,228 

14,720 

2,029 

-I-  4,605 

2,528 

+    0,729 

+     8 

—   135 

-I-     81 


-I-  3, 
+    0, 


— 10,; 

—  4,; 

+  5,< 

—  2,f 

+  0,' 
+ 


— 2  6,9  8  8 
4-17,672 

—  4,815 

—  7,372 
+   6,960 

—  3,200 
-j-  0,752 
-f   127 


+  " 

—      0 

+      " 


—  15,295  —16,275 
+  30,028  -1-34,214 

—  13,061  i  — 14,451 
+  3,299  +  2,730 
-j-  0,531  I  -j- 

—  «86 
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—     5 


—  29,286 
-1-19,633 
-i-  1,80« 
—11,720 
+  8,782 

—  3,51« 


-t-  1. 
-t-  2, 


+  22,( 
+  9,( 
—  17, 
-f-lOi' 


—  19,656 
4-38,149 

—  12,755 

—  1,534 
+   *.3>' 

—  2,615 
4-  810 
4-    56 

—  224 
4-    141 

—  45 


—3  3,0  36 
4-24,482 
4-19,024 
— 24,ueo 
4-12,014 

—  1,«14 

—  2,187 
4-  1,9  38 

—  750 

4-    T 

4-  187 

—  127 
4-  37 
+  ' 


— 23,763 
-t-38,223 

—  8,232 

—  «,6S6 
+    7,093 

—  3,097 
4-  231 
4-   «56 

—  505 


'   + 
"  + 
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31=  Isd" La/=  1:15"  3/  =  210'' Jif  =225' 


40"  3/  =  265"  31=  iTd"  M=2fii 


300°  il/=  315»  J/=  330»  iJf  =  345 


yM'- 

\M'- 
iM'- 
iM'- 
Md'- 
SM'- 
iM'- 
RM'- 
4M'- 
iM'- 
M'- 
31'- 
M'- 
M'- 
M'- 
M'- 
■31'- 
M'- 

•M'- 

[M'- 
fjf'- 
[M'- 
M'- 

X3l'- 
,(M'- 

,'■'31'- 

MM'- 

,iM'- 

,'[M'- 

,iiM'- 

MM'- 

>{3I'- 

{31'- 

•:M'- 

i31'- 

[31'- 

M'- 

•M'- 

[31'- 

(M'- 

[M'- 

[31'- 

[31'- 

,3I'- 

[M'. 


+  36,094 
+  25,1:61 
+  41,705 

—  32,934 
+  3,510 
+  10,224 

—  7,671 
+  1,050 
+    1,0fil 

—  1,544 
+  0,276 
+        346 


—37,646 
+  30,310 
+  13,359 
—21,833 
+  8,655 
+    2,531 

—  4,583 
+  1,920 
+    0,387 

—  0,876 
+        400 


—36,572 
+  22,233 
+  52,503 
— 28,847 

—  9,740 
+  17,619 

—  6,364 

—  4,191 
+    4,298 

—  0,639 

—  1,297 


—45.271 
+  19,426 
+  29,262 
—25,531 
+  1,153 
+    9,856 

—  5,665 

—  0,871 
+  2,603 

—  1,042 

—  446 


—  37 
+  22 
+     1 


—  34,926 
+  15,200 
+  58,161 

—  14,741 

—  25,690 
+  17,716 
+    4,530 

—  9,782 
+  2,030 
+    3,3S0 

—  2,244 

—  506 
+  1,141 


+  ■42, ■ 
—  18,! 
— 12,1 
+  13,i 


+  2, 
+  1, 


+  5,542 
+  52,321 
+  8,036 

—  33,610 
+  4,438 
+  15,789 

—  6,351 

—  5,860 
+  4,549 


—4  5,2  7  3 

—  17,882 
+  44,639 
+  0,001 
-23,092 
+  6,220 
+  9,938 

—  5,618 

—  3,174 
+  3,454 
+   533 

—  1,716 
+  219 
+   714 


—  17,812 

—  3,026 
+  30,717 
+  28,857 
—22,427 

—  14,243 
+  13,366 
+  5,949 

—  7,330 

—  2,146 
+  3,785 
+   621 

—  1,866 

—  9  1 
+   882 

—  403 

+    OS 


-28,849 

—  34,401 
+  27,572 
+  20,833 

—  17,538 

—  9,366 
+  9,985 
+    3,646 

—  5,302 

—  1,199 
+    2,673 


+  0,1 
+  33,1 
+    !,■ 


+  0,; 

+  1,: 

—  4,. 

+  2^1 

+  ■ 


+    6, 

+    1, 


+  1,909 
+  4,465 
—    0,051 


+  12, 


+  15,: 

+    2,( 


+  6,: 

+  16,; 

+  i,i 

—  6,1 

—  2,: 
+  '.■ 
+  1,: 

—  0,: 


+  21,084 
— 13,002 

—  23,767 
+  0,863 
+  10,259 
+  2,321 

—  3,340 

—  1,734 
+  0,781 
+  0,826 


—    57 


+  19,867 

—  3,871 

—  18,394 

—  3,658 
+  5,055 
+  2,591 

—  0,793 

—  0,992 

—  0,048 
+  0,271 
+  89 

—  53 

—  40 


—     4 


+  16,287 
+  4,961 
— 21,827 

—  3,157 
+  5,660 
+  2,228 

—  0,772 

—  0,694 
+  0.001 
+  0,151 
4-    0,036 


+  16, 


+  2,: 

+    Ir 


—   0,' 
+    0,^ 


+  14,844 
+    2,757 

—  17,447 

—  1,918 
+  3,474 
+    0,908 

—  0,462 

—  0,222 
+    0,042 


0,479 
8,566 
1,553 


0,014 
5,386 
0,091 
2,516 
0,04« 
0,343 
0,009 
0,0  4  5 
0,002 


9,696 
1,979 
6,667 
0,106 
0,937 
0,021 
0,124 
0,004 
0,016 
0,001 


—  0 


542  NACHLASS. 

Die  Störungen    selbst  wurden   nicht  nach  den  Formeln  4 — 7  (S.  4'jo;    der  ersten  Rechnung   ermittelt, 
sondern  in  der  folgenden  etwas  veränderten  Gestalt,  die  sich  leicht  aus  jenen  ableiten  lässt : 
dt 


[Zur   Berechnung  der   Störungen   der    Neigung    und   der  Länge   des   aufsteigenden   Knotens   ergaben 

sich  nach    den    vorstehenden  Formeln   zunächst  Ausdrücke   für  — =—  und  'l— cosr  — ;— ,   welche  denen   in 

ndt  ndt 

der  Tafel  Seite  san— sii  für  T,  V,  TF  ganz  analog  sind,    und  nach  Ausführung  der  Interiiolation  auch  nach 
dem  Argumente  M  diese  Ausdrücke  in  integrabler  Form  ergeben.  J^ 

Die  Integration  wird  liier  in  derselben  Weise  ausgeführt,  wie  auf  Seite  sty,    und    ergibt  z.  B.  für  das 
Glied  mit  dem  Argument  :>M' — 2  31: 

in  der  Knotenlunge 


b 

•■<  7ti«72„ 

b' 

!l,45841i„ 

sin  y 

Q 

= 

2 

4.1''29'54" 

2      5"'    .. 

V 

in  de 

b 

// 

Neigung 

O.lilllOii 

Q  =    45''4'  SS" 

'I   

0,-r.S!.S 

n 

l,0r)4fi4  2,0246S 

C.  log  I  —  cos  f' 0.7 1)227  also  das  Stönmgsglied  : 

1,SUilil  +  105;'S5  cos  [üM'—'i  M+  45»4'  58";. 

also  das  Stüningsglied : 
+  i\^'.'iU\  cos   Sil/'—  23f  +  24:)''2i)'  54") 

Diese  gefundenen  Atisdrücke  für  die  Störungsglieder  lassen  sich  noch  in  etwas  bequemere  Form  bringen, 
indem  man  anstatt  der  mittlem  Anomalien  M'  und  M  die  mittlem  Längen  2|.  =  i)f ' -f- lü '  und  6  =  M+ü> 
einführt  und  die  Cosinusglieder  in  Sinusglieder  verwandelt,  wobei  man  so  verfahrt,  dass  sämmtliche  Coeffi- 
cienten  positives  Vorzeichen  erhalten.     Man  hat  also  zu  setzen  [m'  und  m  ganze  Zahlen;: 

cos  m'M'~mM+  Q   =  +sm{m'3i.-mi+ Q-m'ü,'+mm  + '.»o»] 
resp.  =  — sin(m'S|.  — «ii+ ^  — »>'m'  +  »)<ü  — ftO»;, 
je  nachdem  der  Coefficient  bei  der  Integration  sich  positiv  oder  negativ  ergeben  hat. 
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Hienach  erhält  man  folgendes  Resultat  für  die  Störungen  des  aufsteigenden  Knotens: 


2o;'i-isini;  $             +272» 53'    o" 

+ 

10;'09sin  421.-    ii+358"l5'58"; 

+      7,  (U  sin  12^              +       5    -lU    46 

+ 

3,  09  sin;42|.            +21      3   59   ) 

+      2,  23sin;3$               +  2S1    14    14 

+ 

1,  02sin(42l.+     $+     25    42    24    ) 

+       0,  20  sin  ,4$                +      15    12    38 

+ 

0,37  sin  (421.+  2!j+     I«      6    56    ] 

+       0,24  sin  >j>                +2115    22       7 

+ 

0,  12  sin '421. +  3$+        2    57    26    ) 

+      0,  13sin;  2|-— li!;>  +  244    42    22  ) 

+ 

0,1  6  sin  (521.- -$+273    51     32    ) 

+      1,  16  sin  (  2(.— 4^  +  262    39    44 

+ 

0,  17sin;52|.— 6$+  134    19    51    ) 

+       l,92sin(    2I-— 3^!+  IST    52    54    ) 

+ 

0,  2  3  sin  (521.—  5$+     31     37    20    ) 

+      5,72sini  2(.— 2i+23i.    22      2   ) 

+ 

2,  64  sin  (521.— 4$+     38    58      1    ) 

+    42,  7iisin(   2I-—     it+ibU    33    51    ) 

+ 

5,  24sin{62|.— 3$+     91    47       7    ) 

+    44,  22  sin  (   21.              +  233    47    3B    ) 

+ 

65,  60  sin  (521.— 2$ +159    22    1  6    ) 

+      5,  30  sin;   2|.+    $+330      U    12    ) 

4- 

3,  67  sin  (521.—    i5+     21    28    25    ) 

+      2,  22  sin  (   2|.+  2:^+322    4B      4 

+ 

1,27  sin    521.               +     37       9    44    ) 

+      0,  ÖSsinJ,   2(.+  3^  +  352    54    l'.t   ) 

+ 

0,47  sin  (521+     $+     35    25    40    ) 

+      0,35  sin  (   2(.+  4iö+2'.15    2S    41 

+ 

0,  17  sin  521+ 2^+    27    53   22   ) 

+      0,  48  sin  .:22|-— 5^  +  274    38    2U 

+ 

0,  11  sin   621.— 6i+  111    11    28   ) 

+      0,86  sin  (22(.—  4ä;>+  237    48      7 

+ 

0,  S9sin,621.— 5i>+     45    11    37    ) 

+      2,  45sin(22|-— 3i5+  167   2«   21 

+ 

2,  12  sin  (621.— 4$  +     85    57    46    ) 

+    22,  38  sin  (221.— 2$  +  350    55    48 

+ 

3,  80sin(621-— 3i$+  140    40     15    ) 

+  117,  lU  sin  (221. —    ij>+     56    36    54 

+ 

6,  7  7sin.:«2|.— 2<J+      15    17    42    ) 

+   26,  46  sin  1221.            +351      5   56 

+ 

1,  48  sin  (621-—    ij+     42    23    38   ) 

+      3,  12  sin   221-+    $+       3    40    23   ) 

+ 

0,  56  sin  (021                -i-     ■!'•'    23    13    ) 

+       l,97sin(22|.+  2^+        1    48    22 

+ 

ü,  21  sin  («21.+     i+     47    28    38    ) 

+      0,  46sin(22|.+  3$+321    30    26 

+ 

0,28  sin  (72|._6$+     59       6    44    ) 

+      0,  12  sin  (221-+ 4$ +  340       1    28 

+ 

0,89  sin  (721.— 5$+    86   30   22   ) 

+      0,  IS  sin  (321.—  6i  + 298    23    10 

+ 

l,40Sin;721.— 4i5+  129    27    50    ) 

+      0,  58sin(32(.— 5iJ+261       3    211 

+ 

5,24sin(72|.-3*+I84      5    19   ) 

+       ),26sin(32(. —  4<J+147    12    12 

+ 

l,92sin  721.— 2:i+     42    47      3   ) 

+      5,03  sin  (32).— 3^  +  35  1    34    18 

+ 

0,63  sin  (72|.—    $+     58    32    45   ) 

+    2  2,  61  sin::32t-— 2i+     41    13    U 

+ 

0,25  sin  (721.               +     62    24    20    ) 

+    71,  llsin(32|.—     if +317    24     17 

+ 

0,36  sin  (821.-6$+     92       116) 

+      6,  90sin(32|.              +       9    35    31 

+ 

0,63  sin  (821.— 50+  125    32    10   ) 

+      2,  5lsin:321.+     $+     13    53    50 

+ 

0,87  sin  (821.— 4$+  172    27    24    ) 

+      0,  73  sin  (321.+ 2$+       3    30    38 

+ 

8,  18sin(82|. —  3$+    38    52    58   ) 

+      0,  25sin(32l.+  3$+354       5    55^ 

+ 

0,73  sin  (821.- 2$+    63    29    28   ) 

+       0,33  sin  (421.— 61^  +  269       2     19 

)          + 

0,  28sin(82(.—    $+     73    28    39    ) 

+       0,52  Bin  (421.—  5$+  137    58       6 

+ 

0,  12  sin  (821.             +    74    30    49   ) 

+       1,37  sin  (421.— 4$ +  358      4      8 

+ 

0,  18  sin  (921.— 7$+  102    44    1«   ) 

+       7,  54sin,42|.— 3^+     37    47    27 

)          + 

0,  29sin:921.— 6$+  127     14       B    ) 

+     17,65sin    421—  ■>$+  107    4»    21 

)          + 

0,44  sin  :92t.— 5$+  165       5    32    ) 
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+ 

i;'n8m(  »SJ.- 

-12  4-212" 

8'4S") 

+ 

+ 

1,  12  sin  (  02).- 

-■6i+     65 

r..  55  ) 

+ 

+ 

0,  31  sin  (  aS}.- 

-22+     81 

30    21    ) 

+ 

+ 

0.  13  sin;  !i^- 

-  Si+   »^ 

20    55  ) 

+ 

+ 

0,  l3sin(io3|.- 

-72-1-133 

5    1«) 

+ 

+ 

ü,  21  sin  ,iü2}.- 

-62-t-  162 

55    41    ) 

+ 

+ 

0,  35  8in[l03^.- 

-52-1-204 

5'J    29   ) 

+ 

+ 

3,  32sin(lü3|.- 

-42  +  244 

1    5S   ) 

+ 

+ 

(1,  3ssin(lü2).- 

-32+     86 

50    45    ) 

+ 

+ 

0,  14  sin  (1091-- 

-22+     UT 

4  1    38    ) 

+ 

+ 

0,  lOsindiS)-- 

-72+165 

+ 

(1,  I5sin(ll3|.— 62  +  200   16    H 
II,  33  sin  (Il2|.— 52  +  240    32    4  1 


o;'s3sin(llS>.— 42+  8HO37'  6") 
0,  i5sin;i  |2|.— 32  +  i«5  21  27  ) 
0,  12sinil2SJ. —  62  +  236  41  10  ) 
0,  46  sin  (122(.— 52+27«  20  27  ) 
0,  21  Sin(l22|.— 42+  111    12    20   ) 

0,  10sin(l33|.— 62  + 269      «    27   ) 

1,  72sin(l32|.— 52+  114  47  56  ) 
0,  11  sin  (14^— 62  +  297  22  S  ) 
0,  I3sin(l42|-— 52+ 136  15  29  ) 
0,  23  sin  (1521-— 62+320  36  25  ) 
0,  II  sin  (1621.— 62+  162      6    22   ) 

Säcularbewegung  täglich  — o;'o96913 
jährlich  —  3  5;'3!i7. 


Die  Störungen  der  Neigung  ergeben  sich  folgendermassen : 
St 


2;'53sin;  2            +    41» 

32'  34"| 

+ 

o;'79sin;32(.— 42+  100''2»'    2"j 

+ 

6,  69  sin  (22            +    '■>» 

34    30    ) 

+ 

2,  43  sin  ;32(.— 32  +  244      0    16   ) 

+ 

l,57sin(32            +    2:1 

56    53    ) 

+ 

S,  70  sin  (32|.— 22  +  289    43    50   ) 

+ 

ü,  26  sin  (42              +    83 

9    36    ) 

+ 

80,  83sin(32(.—    2+106    4«    34   ) 

+ 

0,  IS  sin  52            +    29 

6     13) 

+ 

8,  28sin;32}.             -1-  121    41    52   ) 

+ 

0,  iosin(  2|.— 62+  156 

14    32    ) 

+ 

2,  47sin;32|.+    2+114    38      1    ) 

+ 

0,  88  sin  (  2)-—  42+  165 

44    55    ) 

+ 

0,  6Ssin(32|.+  22+104    36      1    ) 

+ 

2,08sin::  21-— 32  +  iü3 

41     17    ) 

+ 

0,23sin(32|.+  32+     92    47    30   ) 

+ 

5,  30 sin;  2|.— 22+  136 

10    12    ) 

+ 

0,  24sin   42J.— 62+  180       3    26    ) 

+ 

«,30  sin  (   2).—    2+  182 

H      0    ) 

+ 

0,26sin;42t.— 52+     99    43    29    ) 

+ 

19,  62  sin;  2|.           +    3s 

3      9    ) 

+ 

0,79  sin  :42|- — 42  +  236    10    25  ) 

+ 

8,  00  sin  (  2}.+   2+85 

25    27    ) 

+ 

3,  07sini42J.— 32  +  30»   40    43   ) 

+ 

2,  08  sin  (   2I.+  22+     72 

5    42   ) 

+ 

18,  31  sin    42}. —  22  +  297    16    13    ) 

+ 

0,  88  sin;  2|.+  32  +    83 

15    58    ) 

+ 

14,  75sin:42|.—    2+  131    21    59   ) 

+ 

0,27  sin  (   2I.+  42+     37 

27    26   ) 

+ 

3,  47  sin  ;42l.              +131       6    34    ) 

+ 

0,41  sin  (221.— 52+177 

43    29   ) 

+ 

l,06sin.42t.+     2+  127    5S    57    ) 

+ 

0,  85  sin  (22^— 42+137 

37    35    ) 

+ 

0,  35  sin   421+22+115    52    59    ) 

+ 

2,  06sin(22(.— 32+  108 

39    21    ) 

+ 

0,  11  sin;42(.+ 32+  103   46   23   ) 

+ 

S,  60  sin  (22|-— 22  +  248 

47       6    ) 

+ 

0,  I2  8in;52|-— 72+  190    25    18    ) 

+ 

3»,  54  sin  (22}.—    2+276 

20    29    ) 

+ 

0,  22  sin  ;52l.— 52  +  222    13    25  ) 

+ 

25,  70sin;22t.              +101 

20    40    ) 

+ 

1,  I6  8in:52l.— 42  +  30»    64    25    ) 

+ 

3,  98sini22).+    2  +  109 

18    11    ) 

+ 

4,  39  sin  ;s2|.— 32  +  310      1      1   ) 

+ 

t,72sin(22|.+  22+     »6 

13    31    ) 

+  105,  858in;52}.— 22  +  320    57    20   ) 

+ 

0,3«sin(22|.+  32+     67 

35    34    ) 

+ 

4,  95sin;52}.—    2+145      5   33   ) 

+ 

0,  12  sin  (22). +  42+     76 

16    53    ) 

+ 

1,  4;sin(52|.             +  145    15      5   ) 

+ 

0,  i7  3in;32|. —  62+  194 

49    14    ) 

+ 

0,  49sin(52l.+    2  +  138    16      6   ) 

+ 

0,45sin;32|.— 52+  164 

50    48    ) 

+ 

0,1  7  sin  (521- +22 +12»    45   S7  ) 
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+ 

o;'4  3sin(   i;21.-6$+;)l9° 

37'     0") 

+ 

0;'44sin(    921.  — 2$+ 201014' 50") 

+ 

1,  52sm(   621.-4$+ 323 

50    41    ) 

+ 

0,  16sin(    921.—     $+  19^    52       7    ) 

+ 

5,  6'.)sin(    fi2|.— 3$+  331 

27    11    ) 

+ 

0,  12sin(1021.-  7$+     24    5S    43    ) 

+ 

10,83Sm(    S%—2-i+  157 

28      4    ) 

+ 

0,29  sin  (1021.— 6$+     26    54    59    ) 

+ 

1,  i)5  8in{    62|.—    i-\-  15U 

51    36    ) 

+ 

0,66  sin  (1021.— 5$+     30    39    45    ) 

+ 

0,  64  sin  (    62|_               +  157 

2    52    ) 

+ 

6,  22sin(1021.— 4$+     33    57    47    ) 

+ 

0,  23  Sin  (    62(.+     $+150 

26    U    ) 

+ 

0,  60sin(t021.— 3$  +  215    32    36   ) 

+ 

0,  I5sin(    72|.— Ij$  +  331 

20       8    ) 

+ 

0,  l'.)sin(102|.-2$+214    48    17    ) 

+ 

0,5a  Sin(    72|.-5$  +  33s 

23    14    ) 

+ 

0,  13sin(ll2|.— 7$+     41       4    22    ) 

+ 

1,  7'Jsin(    72|_ — 4$+  343 

1    46    ) 

+ 

0,27sin(ll2|.— 6$+     43    41    29    ) 

+ 

9,  I7sin(    :2|-— 3$+34'l 

17    43    ) 

+ 

U,  66sin(ll2|.— 5$+     46    49    58    ) 

+ 

2,  94  sin  (    -2|--2!ä+  173 

2    42    ) 

+ 

l,48sin(ll21.— 4$  +  229       0    17    ) 

+ 

0,  8lsin(  T21-—   $+  173 

9    48    ) 

+ 

0,  24  sin  (1121.— 3$  +  229    34      7   ) 

+ 

0,29  sin  i  721-           +  iiio 

24    26    ) 

+ 

0,  12  sin  (1221.— 7$+     57    15    18   ) 

+ 

0,  11  sin(  721-+    i+  161 

26    55    ) 

+ 

0,24sin(122(.— 6$+     59    46    26   ) 

+ 

0,23  sin  (    S21.— (i$  +  353 

44    39    ) 

+ 

0,  !l0sin(l22(.— 5$+     62    20    25   ) 

+ 

0,  69  sin  (    82|.— 5$  +  355 

4G       1    ) 

+ 

0,36sinil22|.— 4$+243    37    34    ) 

+ 

1,88  sin  (   82I-— 4$+       1 

16    23    ) 

+ 

Ü,  10  sin  (1321.— 7$  +     73    19     16    ) 

+ 

14,28sin(    821-— 3$+  185 

35       3    ) 

+ 

0,  22  sin  (1321.— 6$+     75    33    53    ) 

+ 

1,  07  Sin{    82(. —  2$+  187 

34    22    ) 

+ 

3,  23sin(13Sl.— 5$  +  257    10    45   ) 

+ 

0,  36  sin  (    821.—    $+  186 

4    42    ) 

+ 

0,  23sin{142|-— 6$+     91       8    41    ) 

+ 

U,  13Sin(82^               +181 

22    54   ) 

+ 

0,  24sin(1421-— 5$  +  272      0    47   ) 

+ 

0,28  sin  (   921.— 6$+      0 

49    58    ) 

+ 

0,  46sin(l52|.— 6$+ 105   23    14   ) 

+ 

0,  69  sin  (   921-— 6$+     13 

41    53    ) 

+ 

0,  21sin(1621.— 6$+120    40    28   ) 

+ 

2,  22  sin  {   921.-4$+    18 

3    38    ) 

Säcularstöning  täglich  +o;'oi3  5S 

+ 

1,  88sin(    921.— 3$  +  200 

54    24    ) 

jährlich  +  4,  9604.] 

[3.] 

[Zur  Berech 
Grössen  '^•=°«^% 

nung  der  Störungen  des  Perihels  sine 
OD(ü      m)    Tund   ««t''-'^)/.    <    P\ 

aus  den  Werthen  von   T  und  F  (Seite  636—839)  die 
r  zu   berechnen,    womit    sich    der   Ausdruck    — "^. 

V     '    r) 

-U-cos.i^ 

ergibt;    entwickelt   man   diesen  wied 

er   mit  Hülfe    der  Interpolationsrechnung    nach  Viel- 

fachen  von  M,  multiplicirt  die  Producte  aus  und  addirt  zu  dem  Resultat  den 
■  cos  i]      j  ^  ,   so  ergibt  sich  — —  in  integrabler  Form. 


Artikel  gefundenen 


Ausdruck  ._.    .      ,      ,    ,   -_  .._ 

nat  nat 

Die  Integration  für  das  Glied  mit  dem  Argument  sJf- 


2  M  stellt  sich  folgendermassen : 


h 

1  22458 

h' 

Q-. 

Q  = 

27"33'  56" 
.  .  9,94767 

?  - 

-5^ 

.  .  8,7  4  430 

2,81492 

also  das  Störungsglied : 

+  653;'01  C0S(5M'— 2ilf +27 
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Das  Resultat   ist   das  folgende,    wenn, 
lern  Anomalien  eingeführt  werden  : 


vorigen  Artikel,    die  mittlem  Längen    statt  der  mitt- 


lü>  = 

57;'358in(  i               +321»28'57" 

+  53i;'3l  sin  33}.— 

$+     94047    46") 

+ 

10,  666in:2*              +246    SO    16 

+ 

32,  31  sin  32|. 

+     S7       0    49    ) 

+ 

5,  48sin;3i>              +261    »4    43 

+ 

4,  94  8in;32|.+ 

$+65    28    21    ) 

+ 

l,658in[4!;>               +182   25   43 

+ 

1,17  sin  (33}.+ 

2$+     17    47    28    ) 

+ 

0,23sin(5i              +317    15      1 

+ 

0,30  sin  :;33}.+ 

3$  + 327    21    51    ) 

+ 

0,24  sin  ;6^              +212    24      4 

+ 

0,  l8  8in;43).— 

9$+     92    38      1    ) 

+ 

0,20  sin  (  S|.— 7^  +  324    10    30 

+ 

0,  38sin;43(.— 

8$  +  335    26    13   ) 

+ 

0,23  sin  (   S).— G*+  163      9    55 

+ 

0,  C2  8in:4:^  — 

7$+  US       2      8    ) 

+ 

1,  53  sin  (  S|-— 54+       8    49      8 

+ 

2,51  sin  (42}.— 

li$+     20    12    20    ) 

+ 

2,  66  sin  (  %— 4$+291    36   50 

+ 

2,  70  sin  (42}.— 

5$+     25    39    18    ) 

+ 

10,  29  sin  (  3).— 3i^  +  327    11    18 

+ 

22,  C4  sin  ;42}.— 

4$+ 346       7    15    ) 

+ 

27,  21  sin;  S|.— 2<t+242    28    11 

+ 

25,  72sin;42}.— 

3$ +303    15    29    ) 

+ 

58,488in;   2|.—    $+309    34    12 

+  144,  1)8  sin  43).— 

2$ +  288    15      4    ) 

+ 

72,  3S8in;    S|.              +  291    57    59 

+ 

77,  12sin  43).— 

$+  106    12    53    ) 

+ 

15,  92  sin  (  S|.+    $  +  320    27    55 

+ 

12,  22  sin  42}. 

+100    49    56    ) 

+ 

4,  23  sin  (  2|.+  2$  +  333    20    44 

-1- 

2,  4  3sin;43|.+ 

$+76    29    37    ) 

+ 

1,78  sin  (  Sl.+  3$+2G7    52    49 

+ 

0,  53  sin  (43}.+ 

2$+     42    27    39    ) 

+ 

0,  50Bin(   2|.+  4$  +  251    52    36 

+ 

0,  I4sin  42|.+ 

3$+     12    22    42    ) 

+ 

0,108in(  2|.+  5$+214    10    11 

+ 

0,  11  sin  (52}.— 

10$+     92    34    58    ) 

+ 

0,  19sin;22).— S$  +  259    25    19 

+ 

0,  1 5  sin '53}.— 

9$ +326    26    47    ) 

+ 

0,  34sin;22(.— 7$+  10«    45    23 

+ 

0,  37  sin '53}.- 

S$+  118    59    54    ) 

+ 

l,38sin:221.— «$  +  345    22    34 

+ 

0,  H2sin(53}.— 

7$+     24       7    36    ) 

+ 

1,  76sin;23|.— 5:;>  + 197    51    42 

+ 

2,  22  sin  (52}.- 

6$+     59    25       1    ) 

+ 

11,  25sin:2S(.— 4$+     20    54    27 

+ 

9,  «3  sin  53}.— 

5$+  355    36    55    ) 

+ 

26,  72  sin  ;22|.— 35  +  288    11    35 

+ 

12,  92  sin  53}.— 

4$ +342    30    14    ) 

+ 

87,  57  sin  22).— 2$+ 342      9    24 

+ 

37,  30  sin  153}.— 

3$ +306    34    54    ) 

+  771,  17  sin   231.—    <5  +  236    43    49 

+  653,  Ol  sin  [53).— 

2$ +  303    26    18   ) 

+ 

81,  88  8in:221-             +  101    42    47 

+ 

23,  38  sin  .5%  — 

$+120    52    18   ) 

+ 

13,  S3sin:221.+    $+     38    29      5 

+ 

4,  81  sin  53). 

+  110    24    18   ) 

+ 

2,  07sin  ,2S).+  2$  +  334       4    36 

+ 

1,1 3  sin  (52).+ 

$+     91    53    38   ) 

+ 

0,  6Ssin;2%+3$+300    24      2 

+ 

0,  28  sin  (SS}.  + 

2$+     61    20    14    ) 

+ 

0,  33  8in:2%+4$+23U    42    27 

+ 

0,  2l8in(f.3).— 

9$+  107    38    53    ) 

+ 

0,  28  8in  32|.— S$+ 100    52    1!) 

+ 

8$+     38    52    58    ) 

+ 

0,  70sin:3Si— 7$  +  341    2U    44 

+ 

l,44sin((;3).— 

7$+     72    21     17    ) 

+ 

1,  00sin;3S|.— C$+  105    35    14 

+ 

3,  89sin;o3).— 

6$+     10    58    33   ) 

+ 

5,  76sin;32^— 5$+    20    14    19 

+ 

7,  24  bin  (6^  — 

5$+       5    57       8    ) 

+ 

6,  68  sin  (32t— 4$ +31  6    32    13 

+ 

13,  85  sin  (62).- 

4$+330    20    13   ) 

+ 

48,  68  sin  (3S|.— 3$  + 340    39    45 

+ 

39,  21  8in;63}.— 

3$  +  320    40    29   ) 

+ 

»0,  64  8in!3S(.— 2$  +  260    27    22 

+ 

60,  I6sin(62}.— 

2$+  137    69    40  ) 
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+   8717  sin  (   f,2|.- 

$+  I33O13'  28' 

)          +   4;'3  8  sin  (1021- - 

5$+     22°30'14") 

+  2,  aasin  (  (i2(. 

+122    1B    31 

)           +3  5,  4  0sin(lü2|— 

4$+     IS    48    20    ) 

+  0,53  sin  (  «21-  + 

$+  103    49     10 

)          +   2,  94sin(l021-  — 

3$ +105      3    36    ) 

+  0,  l4sin(  621.+ 

2$  +     79    19      1 

)        +  o,78sin(loSl-  — 

2$+  180    34    24   ) 

+  0,  lusin;  72|-  — 

lOiJ+102    49    17 

)         +   0,  2  5sin(io21-  — 

$+180    40    46   ) 

+    0,79  sin  (    72|— 

9i+     82    1U    42 

)         +  0,  losin(ll2|.- 

11$+  127    411      2   ) 

+    1,59  sin  (   721-- 

7<^+     3;t    33     10 

)         +   0,  21  sin  (1121.— 

10$+     00    56    20    ) 

+    3,  81  sin(   72|-  — 

6i+     2;)    14    17 

)          +   0,  42  sin  (1121  — 

0$+     so    23    43   ) 

+   fi,  icsin(  72).— 

5i  +  356    29    36 

)         +  0,  73sin(ll2|-  — 

8$+     65      7    48   ) 

+  13,  45sin(   72).— 

4^^  +  339    38      4 

)         +   1,  I3sin(u21-  — 

7$+     49    47    24    ) 

+  50,  80  sin  (  721  — 

3$+334    36    27 

)         +  l,9isin(ii21  — 

6$+     40    20    35    ) 

+  14,  61  sin  (   72|.- 

2$+  161    43    18 

)            +    4,  09Sin(ll2|-- 

5$+     35    34    14    ) 

+  3,  21  sin  (  72I-  — 

$+145    18      0 

)            +    7,  90sin(ll2|-- 

4$ +  212      6    33   ) 

+   0,  88  sin  (   72|_ 

+133    45       5 

+    l,08sin(ll21— 

3$ +  207    53    40   ) 

+   0,26  sin  (   721- + 

$  +  116    37    66 

+   0,  3lsin(li2(-  — 

2$+  20  1     24    37    ) 

+  n,39sin(  821-  — 

9$+     93      1    24 

)         +   0,  12  sin  (1121.- 

$+  102    28    57    ) 

+    0,  72  sin  (   82).— 

8$+     60    52    38 

+  0,  u  sind -.21— 

Il$+  122      2    35   ) 

+   1,88  sin  (  82(-  — 

7$+     39    49    45 

+  0,  21  sin  (1221-  — 

10$+  101       7    46   ) 

+    3,  0  7  sin(   82)-  — 

64!+     2  0    52    11 

+   0,36  sin  (122|.— 

0$+     85    21    40    ) 

+   5,  73  sin  (   82I-  — 

5$+       0    27    20 

+   0,  58  sin  (1221.— 

8$+     70    12    18    ) 

+  12,  68  sin  (   821-- 

4$+351    51      2 

+   0,92  sin  (1221.— 

7$+     58    56      2    ) 

+  80,  18sin(  821-  — 

H+  168    38    33 

+    l,5S3in(1221— 

6$+     52    35    25    ) 

+    4,  95  sin  (   82).- 

2$+  164    35    24 

+  5,  I7sin(l22|.— 

5$+     48    48    27    ) 

+    1,32  sin  (    821.- 

$+157    14    53 

+   l,80sin(i221.— 

4$  +  225    15    40   ) 

+  0,40  sin  (  821- 

+ 145    30    15 

+  0,  44sin(1221.— 

3$ +220    20      4    ) 

+  0,  12sin(  82I-  + 

$+129    17    56 

+   0,  I5sin(1221.— 

2$ +213    48      2    ) 

+   0,18  sin  (   921— 

10$+  107       3    26 

+  0,  llsin(i3äl.— 

11$+  120    28    17    ) 

+  0,37  sin  (  921.— 

9$+     8f,    46      6 

+   0,  losin(l321-  — 

10$+  104    52    51    ) 

+  0,00  sin  (  02).- 

8$+     57    56    59 

+   0,  30  sin  (1321-- 

0$+     SO    68    10    ) 

+   1,95  sin  (  921-  — 

7$+  142    23    38 

+  0,  47  sin(l321.— 

8$+     78    24    45    ) 

+   2,  69  sin  (    92).— 

6$+     22    21    11 

+  0,  7  3  sin  (1321.— 

7$+     70      0    28    ) 

+   5,  03  sin  (  02).— 

5$+     10    12    33 

+    l,34sin(132|.— 

6$+     65       9    12    ) 

+  13,  64  sin  (    02}.— 

4$+        6    20    41 

+  17,  66sin(132(.— 

r.$+  241    30    59    ) 

+    9,  74  sin  (    92I-- 

3$+  182      2    17 

+   0,  ii3  sin  (1321.— 

l$  +  238    29    58    ) 

+  1,  90  sin  (  02).— 

2$+  177      9    Bl 

+   0,  10  sin  (1321.- 

3$+  234    28    13    ) 

+  0,57  sin  {  921.— 

$+169      7       1 

+  0,16  sin  (U21-- 

10$+  110    27    50    ) 

+   0,18  sin  (  921- 

+157    10    12 

+   0,25  sin  (1421-  — 

9$+     08      5    39    ) 

+  0,20  sin  (1U21.— 

0$+108    26    30 

+    0,37  sin  (1421.- 

8$+     88    17    33    ) 

+  0,  43sin(io21.— 

9$+     78    16    IS 

+  0,  58sin(l4Sl.— 

7$+     82    36    13    ) 

+   0,  82sin(102|-  — 

8$+     62       H    42    ) 

+   1,  36sin(l42|.— 

6$+    78    52    56   ) 

+    1,  34sin(10Sl-  — 

7$+     44    10    35    ) 

Säcularstöning  täglich  —    o;'o29  64 

+  2,  3tsin(lo21-  — 

6$+     20    37    33    ) 

jährUch  —10,826.] 

69* 


548 


NACHl.ASS. 


[Für   il!e  Störungen   der  Excentricitfit   ergibt   sieh   in   ganz  derselben  Weise   mit   Hülfe   der  Formeln 

dtp 


Seite  S42,  nach  der  Interpolation  für  das  Argument  Jl/ und  nach  der  Ausmiiltiplicirimg 
Für  unser  Beispiel  ist : 

b 1,U17Ü7 

b' 0,751  6!l„ 

Q  =  ils''3o'  12" 

sin  C 9,a438'J 

a 1,0731S 

2  —  5— 8,74430 


integrabler  Form. 


also  das  Stürungsglied : 

+  213;'24  COS  [iM'—2M+  IIb" 30'  12"). 


2,32888 


Das  Resultat  ist  das  folgende: 
If  = 


2o;'4osin(  ü            +  Hin" 

45' 

10" 

+ 

2;'43  8in;32J.— 34+       1°    O' 3h") 

+     t,  35sin;2i}            +  IS4 

+ 

36,31  sin  (32|.— 24  +  341       3    22   ) 

+      0,77  sin  (34              +281 

+  170,  83  8in;3S|.—    4+103    17    43   ) 

+      0,47  sin  (42             +207 

55 

+ 

11,  2osini:3?l.           +  199     0     3  ) 

+      0,  40  8in(  3}.— 5Ö+332 

+ 

l,908in(3SJ.+     4+liH)    41    43    ) 

+      0,  4Ssin;  9\.—  43t+-U2 

+ 

0,  41  sin  331.+  24+ 1S9    44    45   ) 

+     1,  09  sin  (  3).— 3i>+      1 

+ 

0,  22  sin  (43(.— 74  +  103      0    37   ) 

+      7,  74  sin;  21.— 2a +  32» 

+ 

0,  70sin;451.— 64  +  355    54    56    ) 

+    20,58sin(  S|.—    s5+     11 

+ 

0,  7  4sin,43|.— 54+2Vt    40    24    ) 

+   28,27  Sin(   2|.             +211 

+ 

1,30  sin   421.- 44+     11    53    13    ) 

+       3,  04  sin  (    S|.+     iv+lS5 

+ 

10,  078in;421. —  34+340    14    17    ) 

+      1,75  sin  (  3).+ 2x^+192 

+ 

17,  40  sin  (421.— 24+     15    25    19    ) 

+      0,  l«sin(S|.+  :,i+lB8 

+ 

25,  43  sin  (42t. —    4+200    40    54    ) 

+      II,  24sin:22|.— «i  +  293 

+ 

4,  258in(4-''t.             +212    24    29   ) 

+      0,  48sin(23J.— .iiS+109 

+ 

0,92  sin   421-+    4  +  206    29    17   ) 

+      2,  78sin(2a|.—  1^  +  341 

+ 

0,  21  sin  43|.+ 24  +  202    35      2   ) 

+      5,  4  5sini;291-— :ii+ 24  5 

+ 

0,  12sin;52t-— S4+ 103    18      7    ) 

+      7,  46sin:22|.— 2<J  +  355 

+ 

0,31  sin  (531.— 74+       0    2«    10   ) 

+  251,  57  sin  (22t.—    iS  +  339 

+ 

0,  27  8in(5Sl.— 64  + 315    31    52   ) 

+   30,  24  sin  221.             +207 

+ 

0,  72  sin  (52].— 54+     21    12    49    ) 

+      4,  72sin(23|.+    4+ ISO 

+ 

3,  24  sin  521- 44  +  356    St    42   ) 

+      0,  53  8in(22|.+  24+185 

+ 

12,  50  sin  (52}.— 34+     19    41     49    ) 

+      0,  15  sin  (22|.+ 34  +  200 

+  2 

13,  24  sin  (53|.— 24+     34    22    34    ) 

+      0,  14sin(32|. —  74+284 

+ 

7,  67  8in(53|. —    4  +  222    22    52   ) 

+      0,36  sin  (321.- 04+105 

+ 

1,0S8in   52|.             +222    44    20   ) 

+      1,  48sin(32|.— 54  + 348 

+ 

0,  43sin(52|.+    4+218    38    56   ) 

+      2,  10  sin  321.— 44  +  202 

+ 

0,  11  sin  (52}.+ 24  +  211    30      5   ) 
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+   o;'i:i  sint 

«31-- s«  4-    •-!« 

12' 

17" 

+    o;'7lisin(l03(.— 60+     81."41l'2l") 

+  0,  11  sin  ( 

09|,_7i4-:i5n 

5.) 

51 

+    1,  38  sin(102|-— 50+     97    52    51    ) 

+   0,30  sin  ( 

(i2|.— 6$4-     3  0 

2  5 

4.5 

+  11,  30sin(102|-— 40+104    12    48    ) 

+   1,  l6sin( 

BS\.—  5i:+     14 

18 

14 

+    0, -.15  sin  :i02t.— 30+287    54      3   ) 

+   4,  48  sin  ( 

«21-- 4^+     2  0 

27 

27 

+    0,  26  sin  il02|,— 20  +  288    46    57    ) 

+  12,8isini 

62(.— 3^4-     41 

4  5 

3 

+    0,  I5sin,ll31-— 80+    98      0      2) 

4-19,51  sin( 

B2|.— 2$4-23  1 

47 

4 

+    0,32sin(1l3|-— 70+  101    42    13    ) 

4-  2,  73  sin 

62|.—    ^4-235 

51 

58 

+    0,  59sin(ll3|-— 60+  108    40    18    ) 

4    0,71  sin  ( 

fiSI-              +234 

4  3 

24 

+    1,  2!isinlll3|.— 50+ 11.^    12   54   ) 

4-  0,20  sin  ( 

fi3|-4-     1^4-229 

20 

5  2 

+    2,  62  sin:  113]-- 40  +  299    5ii    27    ) 

4-  0,  20  sin 

721-— 7-J+     41 

10 

33 

+    0,  35sin(ll2|-— 30+  302    10    38    ) 

+  «."^si'^ 

■n—r.i+    3« 

21 

5!. 

+    0,  11  sin(ll3|-— 20  +  301    20    37    ) 

4-   1,  74  sin 

791-— 5^4-     30 

15 

19 

+    0,  1  5  sin  !l  22^—80+  114    54       7    ) 

4-  4,  34  sin 

-2j.— 4<^4-     49 

4« 

3 

+  n,  28  sin  ii22|-— 70+120     4  32  ) 

4-18,30  sin 

72|.— 3$4-     60 

2  9 

5 

+    0,  49  sin(122t.— 60+126    19    .^s   ) 

4-  4,7fisin{ 

-2|-— 2ii4-247 

0 

16 

+   l,64sin(l2St-— 50+ 131   -Is   ii:  ) 

4-   l.iissin 

79|__     ,i+  24S 

53 

57 

+    0,  58sin[122(-— 40+  314    .'52       0    ) 

4-  0,  :il  sin 

73t-              4-  240 

25 

4 

+    0,  14sin(123|-— 30+ 315    .11    42   ) 

4-  0,  23  sin 

8Sl.-7i+     S. 

s 

0 

+    0,  13  sin  (1321.— 80+132    18       8    ) 

4-   0,7  1  sin 

Sa|._,;^.+     41. 

31 

56 

+    0,  23  sin  ;i32|.— 70  +  137    38    22    ) 

4-   1,77  sin 

s2|-— 5^4-     6i. 

5 

8 

+    0,  42  sin  (1321-— 60+ 143      2    3B    ) 

4-   4,  07  sin 

831-  — 4!{4-     fio 

31 

3  7 

+    5,  5G  sin  (132|.— 50  +  326    46    41    ) 

4-25,  so  sin 

S21-— 3$4-257 

28 

25 

+    0,  20  sin  (132I-— 40  +  329      3    41    ) 

+   l,fi2sin 

,21. _  2^  4- 261 

27 

36 

+    0,  llsin(142|-— 80+  140    59    34    ) 

4-    .1,4  5  sin 

s2|-—    04-261 

29 

27 

+    0,  18  sin  (142|.— 70+155    10    20    ) 

4-  II,  1 4  sin 

S2|-              4- 258 

7 

27 

+    0,43  sin  (142|.— 60+159    27      7) 

4-  II,  12  sin 

,,2l__s0  4-     77 

fi 

2  6 

+    0,  39  sin  (1421.— 50  +  342      2    11    ) 

4-   0,30  sin 

'.l2(.— 7^4-     6  0 

7 

4  6 

+    0,  I5sin(132|-— 70  +  171    20    28) 

4-  0,77  sin 

■i2(-— 0.J4-     70 

lli 

.1 

+    ü,  82  sin  (152;— «0+  175    11    33    ) 

4-   1,5'..  sin 

,,9|._5i4-     79 

21 

56 

+    0,  11  Sinil52|-— 50  +  356    43    15    ) 

4-  4,  37  sin 

92|-— 4$4-     8  7 

4  3 

18 

+    0,  13sin(1621-— 70+  187    23    16    ) 

4-  3,  14  sin 

92|-— 30+273 

18 

22 

+    0,  37  Sini162|.— 60  +        9    46    50    ) 

4-   0,  «2  sin 

0?|.— 20+275 

41 

24 

+    0,  15  sin  (1721-— 70  +  201    21     12    ) 

4-   0,  19  sin 

!.?!-—     0+274 

4  2 

53 

Säciilarstörung  täglich  —  o;'029556 

4-   0,  14  sin 

,031-— 80+    84 

24 

41 

jährlich  -10,795.] 

4-   0,34  sin 

103|-— 70+     S3 

10 

3 

[5.] 

[Die  Störungen  der  halben  grossen  Axe  ergeben  sich  genau  in  derselben  Weise,  wie  in  der  ersten 
Rechnung.  Unser  Beispiel  stellt  eich  hier,  wie  folgt,  -wenn  constans  =  — fi  ^- ~7 — r:^^ —  'ät>  also  die  7.De- 
cimale  als  Einheit  gewählt  wird ; 
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6 0,'.l.i:l3  7 

b' 0,52101 

Q  =  «9043'  11" 

sin  <2 »,'.>722l 

q 0,981 16  also  da»  Störungsglied 

j_j^  8,74430  —2422  COS  (5ilf'—2ilf+6;.<>43'U"). 

» 2,236S0 

constans 1,H727„ 

3,3S4i;i„ 

Das  vollständige  Resultat  ist  zugleich  mit  den  Störungen  des  ersten  Theils  der  Epoche  in  dt-r  fol- 
genden Notiz  gegeben,  da  die  Argumente  dort  dieselben  sind,  und  zwar  ist  immer  der  Sinus  des  betreffenden 
Arguments  zu  nehmen,  so  dass  also  z.  B.  das  eben  berechnete  Stönmgsglied  lautet : 

+  24  22  sin  i5S|.  —  2i-}-  165"  35' 33").] 

[Die  mittlere  Länge  ist  auch  hier  durch  die  Kelation 
i  =  /'ndt  +  t 

definirt   und  der   erste   Theil  j  hndt   der  Störungen   der  Epoche  ergibt   sich   im  Anschluss   an  den  vorigen 
Artikel  wie  folgt : 


also  das  Störungsglied 

+  31U8;'57  sinis^f— 2itf  +  6;i'>4»'  11";. 


Es  finden   sich  hienach    für   diese  Störungen    die  Werthe    der  folgenden  Tabelle,    wo   die   unter   der 
Überschrift  i  fndt  gegebenen  Coefficienten  mit  dem  Cosinus  der  zugehörigen  Argumente  zu  verbinden  sind. 


Das  obige 

GUed  lautet  also : 

—  3108;'5 

COS 

52}.- 

24+  165"'35'33"). 

Argument 

5  log« 

« 

r«dt 

Argument 

ölogo 

ö/'ndt 

(  i 

+     63"    5'  511") 

+  15S 

+ 

li;'24 

(  SU.—    4+145'»58'47") 

+ 

63 

—    7;'33 

(2^ 

+     'Ji       1       4    ) 

+  101 

+ 

6,  81 

(   S).+    4+     00    18    16   ) 

+ 

103 

+       5,26 

(SÜ 

+     12    50    20    ) 

+    45 

+ 

1,  07 

(  2(.  +  2i+     86    17    44    ) 

+ 

37 

+        1,10 

[ii 

+116    41       8    ) 

+        6 

+ 

0,  10 

(  SI.+  34+     81    22    25   ) 

+ 

18 

+       0,37 

{5J 

+     34    40    32    ) 

+        5 

+ 

0,  0  8 

(   2I.+  44+     34       1    52    ) 

+ 

5 

+       0,00 

(  sj.- 

-7^  +  23*.    14    33    ) 

+        1 

— 

0,01 

(2S|.— 74+121    38    53    ) 

+ 

2 

—        0.  03 

(  21- - 

-64+  130    .SS    57    ) 

+       4 

- 

0,  05 

(22I-  — 64  +  279    41    44    ) 

+ 

5 

—        0,  07 

(  31-- 

-5!j+337    40       3    ) 

+        * 

— 

0,06 

(22).  —  54 -f-  160    38    43   ) 

+ 

20 

—       0,  50 

(   21- - 

-4«+178      0    13    ) 

+     40 

— 

0,  8« 

(22}.  — 44+     28    30    1«   ) 

+ 

38 

—       0,  84 

(  s»-- 

-34+     91    48    37    ) 

+  100 

— 

2,73 

(22}.  — 34+191    47    29   ) 

+ 

267 

—       8,  57 

(  %- 

-ii+  141      2    IS   ) 

+  144 

- 

6,30 

(22}. —  24+     94    52    12   ) 

+ 

043 

—    80,81 
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Argument 

ologa 

«i 

ndt 

Argument 

5  log« 

\l 

nä.t 

im-    ^+  143»S0'     8" 

+  2264 

72  6/0  3 

(    621.- 

1O0  +  265»47'15"; 

+ 

1 

o;'oi 

(2-^+    a+123    53    34 

+ 

42 

+ 

1,69 

(   62|.- 

90+143    58      7    ) 

+ 

2 

- 

0,02 

(25H-2$+     Hfl       B      8 

+ 

23 

+ 

0,  00 

(    62|-- 

80  +  302    39    21    ) 

+ 

4 

— 

0,  0  5 

(2S|-+3i+     71       5    34 

+ 

C 

+ 

0,  12 

(    1^21-- 

70  +  217    18    37    ) 

+ 

11 

— 

0,  16 

(22t-+4i3+     77    5«    !2 

+ 

2 

+ 

0,  03 

(    «21-- 

60+204    22    58    ) 

+ 

2  2 

— 

0,42 

(331.-8$+     »S    55    40 

+ 

1 

— 

0,  Ol 

(    62).- 

50+  168    59    32    ) 

+ 

57 

— 

1,  52 

(32|--7$  4-27  3    43       7 

+ 

5 

— 

0,  0  6 

(    62I-- 

40+171    40    35    ) 

+  1 

11 

— 

4,  75 

(3S|.— f,:J+  157      4    27 

+ 

17 

— 

0,25 

(    «21- - 

30+177    13    30    ) 

+  1 

0  0 

— 

21,  30 

(32|.-5i+364    5(1       6 

+ 

20 

— 

0,  37 

(    621— 

20+       0    14    22    ) 

+  1 

82 

+ 

38,  89 

(32I-  — 4^+194    29    in 

+ 

140 

— 

3,  53 

(   621- - 

0+  358    52    31    ) 

+ 

12 

+ 

0,  66 

(39|.— 3$+  Uü    11     26 

+ 

318 

- 

12,  38 

(    72I-- 

90  +  298    52    11    ) 

+ 

2 

— 

0,  0  2 

(3S|-  — 2<J+  131    6fi    18 

+ 

786 

— 

67,  22 

(    '2I-- 

80  +  237    57    58    ) 

+ 

4 

— 

0,  0  6 

!3St-—    ä  +  i2l    54    27 

+  1317 

+ 

562,  68 

(   721— 

70  +  225    32      9    ) 

+ 

12 

— 

0,  19 

(3%+    $+127   21      .; 

+ 

17 

+ 

0,  56 

(    721-- 

60+190    21    42    ) 

+ 

24 

— 

0,  53 

(32).  +  2=4  +  1 1 1    57    26 

-t- 

8 

+ 

0,  18 

(    73I-- 

50+  185       6    28    ) 

+ 

5  2 

— 

1,  64 

(3S|.+  3$+     95    17    18 

+ 

3 

+ 

0,  0  5 

{    72^- 

40+  180      6    38    ) 

+ 

84 

— 

4,70 

(32|-  +  4$+     Sil    30    33 

+ 

1 

+ 

0,01 

(    721-- 

30+103       7       2    ) 

+  237 

— 

HO,  70 

(42]-— 9>J+     «9      s    31 

+ 

1 

— 

0,  Ol 

(    72^- 

20+     13    51    23    ) 

+ 

3  0 

+ 

3,81 

(42j._tj0+  269    44    33 

+ 

4 

— 

0,  04 

(    72I-- 

0+     10    54    39    ) 

+ 

4 

+ 

0,  18 

(4SI-— 70+153       7       4 

+ 

9 

- 

0,  11 

(    821.- 

00  +  266       117) 

+ 

2 

— 

0,  02 

(42t-— 6!j+  32S    33    43 

+ 

11 

— 

0,  18 

(   821- - 

80  +  242    58    13    ) 

+ 

6 

— 

0,09 

(421.-50+107    59    40 

+ 

65 

— 

1,  35 

(   82I-- 

70+  214    20       5    ) 

+ 

11 

— 

0,  21 

(421--40+136      1    47 

+ 

101 

- 

2,  94 

(    82|.- 

60  +  200    51       3    ) 

+ 

24 

- 

0,  6  0 

(421-— 30+140    2fi    15 

+ 

326 

— 

16,  08 

(    82|.— 

50+  201    40    49    ) 

+ 

41 

— 

1,  54 

(42|-— 20+  149    30    25 

+ 

66  2 

- 

106,  08 

(    S2|.— 

40  +  205    37    44    ) 

+ 

66 

— 

5,  26 

(421-—    0  +  334      s    26 

+ 

165 

+ 

21,  12 

(    821.- 

30+     27    50       6    ) 

+  28S 

+ 

84,  6  0 

(421-+    0+145    17    24 

+ 

6 

+ 

0,  16 

(    821.— 

20+26      7      4    1 

+ 

12 

+ 

0,  74 

(421-+20+124    26    47 

+ 

3 

+ 

0,07 

(   82|.- 

0+     23      0    30    ) 

+ 

+ 

0,  05 

(421- +  30+  134    IS    22 

+ 

1 

+ 

0,02 

(    021.- 

90+260    40    44    ) 

+ 

- 

0,  04 

(62I-— 90  +  267    11    3S 

+ 

2 

— 

0,  02 

{    S21.- 

80+  238      4    31    ) 

+ 

— 

0,  09 

(52|.— 80+149       4       1 

+ 

4 

- 

0,  05 

(    021.- 

70+218    52    41    ) 

+ 

11 

— 

0,  23 

(59(.— 70+  311     50    21 

+ 

7 

— 

0,  10 

(   091.- 

60+  215    51    45    ) 

+ 

2  0 

— 

0,  5  8 

(62|.— 60  +  204    53    IS 

+ 

27 

— 

0,  48 

(   021.- 

50  +  21S    24    10    ) 

+ 

3  0 

— 

1,  44 

(5SI--50+1-3    35    55 

+ 

41 

— 

0,  95 

(    991.- 

40  +  221       6    4S    1 

+ 

61 

- 

8,  65 

(52|-— 40+  152    52    58 

+ 

136 

— 

4,72 

(   92).- 

30  +     42    10    33    ) 

+ 

31 

+ 

4,41 

(5S(.— 30+  160       1    11 

+ 

243 

- 

16,  44 

(   0S|.- 

20+     40    25      0    ) 

+ 

+ 

0,  19 

(53I-  — 20+  165    35    33 

+ 

J422 

—  3108,  57 

(102|.- 

100+270    42    51    ) 

+ 

— 

0,  0  2 

(5SI-—    0  +  346      7      2 

+ 

4  0 

+ 

3,  04 

(1021— 

90  +  260      6    11    ) 

+ 

— 

0,  04 

(63|.+    0  +  150      8    12 

+ 

2 

+ 

0,  06 

(1091.- 

S0+239    12    13    ) 

+ 

— 

0,  10 

(52(-  +  20+  137    21      2 

+ 

1 

+ 

0,02 

(1091.- 

70  +  231    20    56    ) 

+ 

10 

— 

0,23 

►2 
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ölo 

?o 

\l 

'ndt 

Argument 

8  log 

\f 

nit 

(lül-    >;i  +  ri\ 

4s'2S"; 

+ 

15 

ii','il 

(1311.- 

ai  +  277<>5o'20") 

+ 

o;'o4 

Hu%—     Si  +  234 

.5    35   ) 

+ 

2  3 

— 

1,  46 

(133|.— 

8i  +  275 

4«    49   ) 

+ 

— 

0,  08 

(|u2).—    4i+3aS 

58    15    ) 

+  1 

40 

— 

80,  53 

(1321.- 

7^  +  276 

32    53    ) 

+ 

— 

0,  16 

(tns».-   :.;.+   s5 

.17    27    ) 

+ 

+ 

0,  88 

(13S|.- 

8i  +  27T 

38      6    ) 

+ 

— 

0,  49 

(l(i3|.—    •2i+     52 

2B    3li    ) 

+ 

+ 

0,  0« 

(I32|.— 
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+ 

+ 

80,07 

(,,2|.-U.i  +  -Jsü 
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+ 

— 

0,  U2 

(133|.— 
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+ 

+ 

0,  13 
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17     11    ) 

+ 

— 

0,04 

(14?|.- 

10^4-295 
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+ 

— 

0,  0  2 

(llSJ.—    8i  +  248 
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+ 

- 

0,  10 

(1431.- 

9i+291 
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+ 

- 

0,  03 

(,,2|._    7i.  +  24S 
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+ 

— 

0,21 
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8i  +  291 

9    35    ) 

+ 

— 

0,  00 

(,,2|.-    r,i  +  247 
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+ 

11 

— 

0,48 

(I4SI-- 

7i+  292 

4    24    ) 

+ 

— 

0,  14 

(112I--     5i+24M 

28      i>   } 

+ 

19 

— 

1,  87 

;i42i-— 

Bi  +  292 

33    4  5    ) 

+ 

— 

0,70 

(ii2|.—  4;. 4-    ;,. 

14    37    ) 

+ 

28 

+ 

n,  '.,:, 

:i42i.- 

5:;.+  112 

5    4  4    ) 

+ 

+ 

V,  70 

(U2|.-   :u^+    «s 

55       3    ) 

+ 

+ 

0,  IB 

(152|.- 

9SJ+3  05 

5    59    ) 

+ 

- 

0,03 

(12SJ.-10i  +  2Nl 

12    f.'.<    ) 

+ 

— 

0,  02 

[1521.— 

8$ +  305 

33    45   ) 

+ 

— 

0,  05 

(12%—    'Ji  + -'iili 

41    41    ) 

+ 

— 

0,  04 

il5%- 

74 +  30« 

16    15   ) 

+ 

— 

0,  14 

;i2S|.—  8i  +  2Bi 

18    11    ) 

+ 

- 

0,  O'J 

(153|.- 

6i  +  3ü6 

46    43    ) 

+ 

- 

4,  51 

(12S|.—    7i  +  2fil 

23    23    ) 

+ 

— 

0,  18 

(152|.— 

5.5+127 

17    46    ) 

+ 

+ 

0,  10 

;,231._     .i  +  2.-,-. 

54     15    ) 

+ 

— 

0,  44 

(1«%_ 

Si  +  320 

48    43    ) 

+ 

- 

0,05 

il2S|,—     5;i+2t;s 

8    20    ) 

+ 

10 

— 

4,  59 

(169|.— 

7i.+  320 

43    21    ) 

+ 

— 

II,  17 

(122J—    ••i+    S>4 

1«    41    ) 

+ 

14 

+ 

0,  63 

(163|.- 

Bi+140 

42    13    ) 

+ 

+ 

1,30 

(123».—    3<Ä+     81 

50    29   ) 

+ 

+ 

0,  0  5 

(1721- 

7;. +  334 

51    24    ) 

+ 

— 

0,  38. 

(132}.— loa +  285 

36    47    ) 

+ 

— 

0,  02 

['•1 

[Zur  Berechnung  der  Störungen  des  zweiten  'fheils  e  der  Epoche  sind  die  mit  T  und  V  multi)>licirten 

Ausdrücke  in  der  Formel  für  — r—  (Seite  54  2)  zu  berechnen,  wobei  bemerkt  werden  kann,    dass  der  Factor 

ndt 
von  V  gleich  dem  entsprechenden  Factor  von  V  in  den  Perihelstörungen  ist,  multiplicirt  mit  sin'tp  .tangi<p. 

Nach  der  Interpolation  und  der  Ausmultiplicirung  ergibt  sich  die  Grosse  — , (1— cost  — t—,    und  hier- 

jj  nat  ndt 

l  nser  Beispiel  wird  : 

b 0,71410 

b' 1,09426„ 

Q   =    157'*22'  30" 

Cü3  n u,96522„  *^^°  "^"^  Störungsglied 

„  1,12904        +  242;'62COSi5iIf'— 2x1/+  1 57«  22' 30"). 

2  —  5  8,74430 

2,38474 

Das  Resultat  ist  das  folgende: 


ALLGEMEINE  STÖRUNGEN   DER  PALLAS.      ZWEITE  RECHNUNG. 


553 


I7;'f,4sin(  :i            +  ut'su'  43' 

+ 

0;'23sin(42|.— 6$+  207°  30'  35"] 

+    11,  59sill(24               +176      5    3S 

)              + 

3,  19sin(421.— 5$+100    18    22   ) 

+      2,  29  sin  (3:^             +125      5   32 

)              + 

6,  3  3sin(42|-— 4$+    50    49    20   ) 

+      0,  04  sin  (4^               +102    5S    2S 

+ 

19,  72  sin  (421.— 3$+     54    23    42  ) 

+      0,21)  sin  (5^               +1(19    36    22 

+ 

52,  61sin;42|.— 2$+     68    38    29   ) 

+      (1,21  sin  (   2|_— 6^+     62    59    24 

+ 

20,98sin:42|-—    $  +  238    40    56    ) 

+      0,  16sin(   2|.— 04!+     27    32    19 

^• 

5,  01sin(42(.              +229    46    46    ) 

+      l,8Ssin(   2|.— 4Ü+     76    2S    47 

+ 

l,4fisin(42(.+     $+221    25    65    ) 

+      6,  64sin(  2|,— 3^+        S    17    13 

+ 

0,  48sin(42|.+  2$  + 209    19    59    ) 

+    11,  49  sin  (  2(,— 2i+    64    39    32 

+ 

0,  16sin(421.+  3$  +  198    37    42   ) 

+    11,  16sin(   21-—    $+    50      2      6 

+ 

0,  16sin{52|.— 8$+     78    40    37    ) 

+    32,  Ü6sin(   21-              +  141    39      9 

+ 

0,  25sin(52|.— 7$  + 192    60    13   ) 

+    15,83sin(   2|-+     i;!+177    45    2S 

+ 

l,42sin(521.— 6$+10S    10       0   ) 

+      3,  27sin(  2|-+2$+170    27    12 

+ 

2,  28sin(52|-— 5$+     Sl    38      9    ) 

+       l,36sin(   21-+3$+170    39    59 

+ 

8,  Ol  sin  (521.— 4$+     66    48    48    ) 

+      0,  39sin(  2|_+4i+  142    30    54 

+ 

16,  72sin(521-— 3$+     71    28    25    ) 

+      0,  llsin(  2(.+  54  +  148    28      0 

+  242,  52sin;52(.— 2$+     73    14    52   ) 

+      0,  12sin;22|.— 7!5+     65    11    33 

+ 

8,  40Bin{52|-—    $+249    40    38   ) 

+      1,  31sin;22|-— 5J?+     79    2S    35 

+ 

2,  15sin(52|-              +  -lii    36    55   ) 

+      1,  74sin(22(.— 4$  + 357    11    43 

+ 

0,  6ssin(52(.+     $  +  232    28    57    ) 

+    11,  31  sin  (221.— 3$+     S9    19    53 

+ 

0,23  sin  (521. +  2$ +  222    17      3   ) 

+   5  3,  91  sin  (221.— 2$+       S      6    36 

+ 

0,  17  sin  (621.— 8$+ 190    38    34    ) 

+  197,  25sin(221_—    $+52      0    14 

+ 

0,  59  sin  (621.-7$+  120    44    25   ) 

+    31,  55sin(22l.              +19S    23    32 

+ 

1,  18sin(62|.— 6$+lll       6    55    ) 

+      6,  10sin(22|.+    $+200      0      5 

+ 

3,  32  sin  (621.— 6$+     81    34    18    ) 

+      2,  18sin[22|.+  2i+  1S5   47      s 

H- 

7,  llsini:62|-— 4$+     84       1    39    ) 

+      0,  57sin{22|.+  3$+170    44    51 

+ 

16,  06  sin  (62].— 3$+     86    42    15    ) 

+     0,  2osin(22|.+  4$+ icn  52  36 

+ 

2!,93sin(621-— 2$  +  206    24    20   ) 

+      0,  15sin(32|.— 7$+  175    24    47 

+ 

3,  20sin(62|.—    $+261    53    50    ) 

+      0,  76  sin  (321.— 6$+     79    43    59 

+ 

0,  95  sin  (62t.              +254    13    49    ) 

+      0,28  sin  (321.— 6$ +320    68    37 

+ 

0,32  sin  (02|.+    $  +  244    47    10   ) 

+      6,  47  sin  (321.— 4$+     94    65    43 

+ 

0,  11  sin(62|-+2$  +  233    37    18   ) 

+    16,  83  sin  (321.— 3$+    22      7      3 

+ 

0,24  sin  (721.-8$+  139    54    42   ) 

+   6  0,  9  3  sin  (321.— 2$+    46    31    41 

+ 

0,  63  sin  (721.— 7$+  132    11       3    ) 

+  158,  83  sin  (321.—    $  +  224    39    15 

+ 

l,43sin(72|.-6$+101    45      5    ) 

+   12,  08Bin{32(.            +221      9    11 

+ 

3,  21sin(72|.— 5$+     97    45    17    ) 

+      3,  24sin(32|-+    $  +  206    59    31 

+ 

6,  05sin(72|.— 4$+     99    48    49    ) 

+      0,  94sin(32|.+  2$  +  19S    22    29 

+ 

22,  03  sin  (721.— 3$ +101    12      0   ) 

+      0,  32sin(32|.+ 3$  + ISO    42    20 

+ 

5,  5lsin(72l.— 2$  +  279      4    U    ) 

+      0,10sin(32|.+  4$+173    31    27 

+ 

1,  31sin(72|.—    $+273    51    40    ) 

+      0,  13sin(42|.— S$+174    17    10 

+ 

0,  43sin(72(.              +206    11    51    ) 

+      0,38  sin  (421-—  7$+     79      6    21 

+ 

0,  15sin(721.+    $  +  256    51    25   ) 
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llSj.— 30  +  333 

20    68   ) 

+  ) 

4  8  sin 
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« 

+0,4  2  sin 
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36 

31 

+0,6«  sin 
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0    32   ) 
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8SI-- 

i5  +  285 

57 

4  6 
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7 

40 

+0,  7  2  sin 
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46    35    ) 

+    0 

losinv 
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10 

2 

+  0,  18  sin 
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8    44   ) 

+   « 

32  sin 
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SÜ+145 

23 

8 

+  0,  13  sin 

1391.— 90+18» 

17      0   ) 

+    0 

0  3  sin 

021-- 

70+130 

50 

2 

+0,21  sin 
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40    11    ) 

+  1 

3»  sin 

•jS).- 
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30 

52 

+0,  32  sin 

1321.-70+186 

37    17    ) 

+    2 

2  3  sin 

■.9|_- 

50  +  128 

43 

5« 

+0,5«  sin 

1391.-00+186 

26    15   ) 

-f    5 

4iisin 

991-- 

40+  12» 

10 

17 

+7,  00  sin 

1391.— 50+       6 

31       5    ) 

+    3 

7  7  sin 

02|.- 

30+307 

52 

16 

+0,  25  sin 

1321  —  40+       2 

47    1»    ) 

+    0 

76  sin 

031.- 

20+304 

0 

35 

+  0,  Iisin 

1491-— 00  +  202 

8    51    ) 

+    " 

2  5  sin 

•..31.- 

0+207 

57 

31 

+  0,1 6  sin 

142|.— s0  +  2ni 

10    44    ) 

+    " 

1  f.  sin 

102|.- 

00+168 

40 

2 

+0,25  sin 

142|.— 70  +  200 

46    44   ) 

+    0 

33  sin 

1021-- 

80  +  150 

23 

46 

+  0,  55sin 

1421  — «0  +  200 

27    14    ) 

+    0 

(i3sin(to2|.— 

70+143 

14 

41 

+  0,50  sin 

,421.-60+     18 

29    35    ) 

+  ) 

Oflsin 

loS}.- 

60+142 

46 

48 

+0,  10  sin 

1421.-40+     17 

12    21    ) 

+  1 

84  sin 

102}.- 

50+143 

32 

16 

+  0,1 2  sin 

1521—80  +  215 

40    31    ) 

+  13 

1)7  sin 

102|.- 

40+143 

0 

51 

+0,20  sin 

1521—70+215 

30    42    ) 

+    1 

1 J  sin 

1021.- 

30+  320 

48 

1 

+  1,  05  sin 

1521.-O0+214 

17    10  ) 

+    0 

32  sin 

1091.- 

-20+31« 

10 

43 

+0,  14  sin 

1691—60+     32 

8    37    ) 

+    0 

12  sin 

1021.- 

0+300 

56 

28 

+  0,  usin 

1691-— 70  +  229 

32    49    ) 

+    0 

15  sin 

1121.- 

-90+171 

25 

24 

+  0,44  sin 

1«2|.— 60+     48 

27       1    ) 

+   0 

31  sin 

H2|.- 

80+  160 

9 

10 

+0,  19  sin 

1721.  — 70  +  240 

50    26   ) 

+    0 

53  sin 

1I2I-- 

-70+157 

24 

4« 

Säcularstörung   täglich  — 

o;'06079 

+    0 

84  sin 

llSl.- 

-60+157 

36 

36 

jährlich  —  22,  30c.] 

[8.] 
[Die  beiden  Theile  der  Stöningcn  der  Epoche  können  in   leicht  ersichtlicher  "Weise  vereinigt  werden, 
indem  man  setzt 

asin  <!j  +  A)  + a' sin  (6  + A'j  =  6 sin  'i  +  JB  , 


wo  6,  B  aus  den  Relatio 


a  +  a' coa'A'—  A)  =  b cos  B  —  A 
o'sin  A'—A)  =  6 sin  B  —  A 


zu  bestimmen  sind.     Es  ergab  sich : 
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s/«de  +  5e 


28; 

85  sin  (  i             +U'J° 

+ 

18, 

37sin(  i             +178 

+ 

3, 

316m(3i             +118 

+ 

0, 

7isin(4i             +168 

+ 

c, 

36Sm(5^                 +112 

+ 

u, 

04  sini   2|-— 7^+  130 

+ 

1', 

26  sin  (  2|.— oi+    fiü 

+ 

0, 

11  sin  (  21-— 5:5+     12 

+ 

2, 

6fisin(  2I-— 4iS+    7'J 

+ 

s, 

36  sin  (  21_— 3$+      6 

+ 

17, 

so  sin  (  2|_— 2$+    53 

+ 

IS 

47  sin  (  21-—    'i+    52 

+ 

32 

06  sin  (  21-             +  141 

+ 

21 

o..sin(  21-+    <i+ni 

+ 

4 

37  sin  (  21-+2.i>+  171 

+ 

1 

74  sin  (   21-+3i+  170 

+ 

0 

47  sin  {   2(-+4.J+  13',i 

+ 

0 

11  sin;  2]-+ 5;;+  148 

+ 

0 

14  sin  (291-- 7:;.+     5-J 

+ 

0 

I6sin(221.— (lj!  +  175 

+ 

1 

8USin(221--6.i>+     77 

+ 

2 

2«  sin  (221-— 4:5  +  338 

+ 

Ui 

76  sin  (221-— 3:5+     '•)4 

+ 

14 

6  7sin(22|-— 2:5+       « 

+  U23,  23  sin(22|-- 
+   31,  56  sin  (221- 


1+     53    26    39 


+      7,  75  sin  (221- +     :5  +  202    5'J 

28 

+      2,  7Ssin(221-+2:5+lS6    29 

44 

+      0,60  sin  (221-+  3i+  168    57 

55 

+       0,  23  sin  (221-+  4^^+167       0 

+      0,07sin(32|-— 8:5+     *<■   54 

+      0,21  sin  (321-— 7:5+177    52 

52 

+       1,01  sin  (321.— 6$+     76    33 

59 

+      0,  56sin(321-— 5$  +  200    46 

+      9,  9  7  sin  (32|.— 4:5+    '-»8    IS 

+   29,20sin(32|-— 3i+     21    18 

+  118,  05Sin(321-— 2j>+     43    55 

+  405,  61  sin  (321-—    $+     54    44 

2  8 

+    12,  08  sin  (321-             +221      9 

11 

+      3,79sin(321-+     ^  +  208    31 

+      1,  12sin(32|-+2.5  +  198    56 

56 

+      0,  37  Bin(32|.+  3i  +  lS6    30 

29 

+  o;'l2  sin(321.+ 
+  0,  03  Sin  (421- - 
+  0,  17  sin  (421-  — 
+  0,49  sin  (421-  — 
+  0,  40  sin  (421-  — 
+  4,  53sin(42l-  — 
+  8,  26  sin  (421-  — 
+  35,  78  sin  (421-  — 
+  168,  68  sin  (421-- 
+  6,  28  sin  (421- — 
+  6,  01sin^42|- 
+  1,61  sin  (421- + 
+  0,54  sin  (49]-  + 
4-  0,  17  sin(42|-  + 
+  0,  11  sin  (521- - 
+  0,  21  sin  (521-  — 
+  0,  34  sin  :521-  — 
+  1,90  sin  ;521.— 
+  3,23sin,521-  — 
+  12,  73sin(52|-  — 
+  33,  15  sin  (521-- 
+3350,  89  sin(5?l-  — 
+  5,  39  sin(521_  — 
+  2,  15  sin  (591- 
+  0,  74  sin(59|-  + 
+  0,  25  sin(59|-  + 
+  0,  06sin(691-  — 
+  0,  0  7  sin  (621- — 
+  0,  22  sin  (691- — 
+  0,  75  sin(62|-  — 
+  1,  60  sin  (621-  — 
+  4,  84  sin(691-  — 
+  ll,86sin(62l-- 
+  37,  37  sin  (621- - 
+  17,  07  sin  (621- — 
+  2,  54  sin  (6.1-  — 
+  0,  95  sin  (621- 
+  0,34  sin  (621- + 

+  0,  12  sin  (62|-  + 

+  0,  12  sin  (721- — 

+  0,  30  sin  (721- - 

+  0,  83  sin  (721.— 


1.5  +  17»°  9'  39") 

9-5+  15  53  22  ) 

8-5  +  175  34  59  ) 

7:5+  75  26  24  ) 

6^  +  221   9  43  ) 

5:5  +  102  35   8  ) 

4i+  49   7   4  ) 

3i+     52  37   4  ; 

2:5+  59  13  12  ) 

15  +  220   2  34  ) 

+  229  46  46  ) 

:5  +  222  45  40  ) 

2^  +  209  57  14  ) 

3-5  +  201  21  28  j 

\>'i  +  176  52  34  ) 

8:5+  74  23  52  ; 

7-5  +2U0  53  51  ,1 

6.5  +  109  51  57  ; 

6J^+  82  12  51  ; 

4^+  64  33  37  ; 

■i^+     70  45  10  ) 

2^+  75  25  22  ) 

^  +246   3  27  ; 

+  212  35  55  ) 

:5+233   5  26  ) 

2-5  +  222  4  6  40  ) 

lOj^  +  176  52  55  ) 

9i+  73  37  22  ) 

8Ji  +  lU5  19   6  ) 

7-5  +  122  10   4  ) 

6.5+111  58   4  ) 

5i+  80  45  49  ) 

4^+  83   5  11  ) 

35+  86  59  55  ) 

2^+  95  10   2  ) 

^^+260   5  21  ) 

+  254  13  49  ) 

:5+24  5   6  40  ) 

2^+234   3  11  ) 

9^+  195   2  35  ) 

8i  +  141  26  27  ) 

7^  +  132  57  55  ) 

70* 
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+ 

i;''jfl  sin 

n- 

f,i  +  10l« 

22' 

30" 

+  o;'3  7  sin 

1191.- 

80  +  159*39'  21") 

+ 

4,  Sba'm 

7S|.- 

ii+    9« 

51 

38 

+   0,  73  sin 

llSI- 

70  +  156    59    48   ) 

+ 

10,  75  sin 

791.- 

4i+    9» 

30 

23 

+   1,30  sin 

US).— 

60  +  157    33    50   ) 

+ 

82,  72  sin 

79».— 

3!J4  102 

36 

24 

+  3,  53  sin 

119|.- 

50  +  158    40    25   ) 

+ 

1,  74  sin 

':l-— 

2si>  +  2«8 

34 

14 

+  3,  88  sin 

1191.- 

40  +  163      5    12   ) 

+ 

1 ,  1  :>  sin 

•'^- 

i  +  272 

45 

4  9 

+  0,27  sin 

usi- 

30  +  330    13    31    ) 

+ 

0,  4  3  sin 

^^ 

+  2.;« 

11 

51 

+  0,  12  sin 

1191- 

20  +  327    32    2«   ) 

+ 

0,  1 5  sin 

72I-  + 

i  +  257 

11 

19 

+  0,1«  sin 

1291- 

00  +  191       1      3) 

+ 

0,  13  sin 

SS|— 

9i  +  167 

31 

18 

+  0,19  sin 

1291.— 

90  +  177    51    47    ) 

+ 

<i,  4  1  sin 

811-- 

S:J+  150 

17 

22 

+   0,3  5  sin 

1291- 

80  +  172    30    26   ) 

+ 

0,  8  6  sin 

s;?|-- 

7i  +  124 

30 

11 

+  0,  59  sin 

1291- 

70  +  171    47    45    ) 

+ 

2,  08  sin 

SS).— 

0  +  112 

3  7 

10 

+   1,  111  sin 

1291- 

60  +  172    27    3«   ) 

+ 

4,  27  sin 

83|.— 

5i5  +  1  1  2 

4  6 

21 

+    6,  66  sin 

12.1- 

5^5  +  124      4    29    ) 

+ 

10,  S3  sin 

S3I-- 

4^  +  115 

19 

58 

+  0,  10  sin 

129I-  — 

40  +  319    31    34    ) 

+1 

53,  «2  sin 

891-  — 

35+118 

27 

18 

+  0,1 3  sin 

129}.- 

30  +  344    10    33    ) 

+ 

1,  IS  sin 

89].— 

24  +  288 

46 

23 

+  0,  06  sin 

139|.— 

100  +  196    41    34    ) 

+ 

0,  51  sin 

s;l.- 

4  +  2^5 

13 

19 

+  u,  17  sin 

1391- 

90  +  188    57    55   ) 

+ 

0,  2  0  sin 

S'l- 

+  278 

7 

40 

+  0,  29  sin 

1391.- 

80  +  186    32    47    ) 

+ 

0,  20  sin 

99|.- 

9Ü  +  1B7 

4  9 

4« 

+  0,  47  sin 

132|.- 

70  +  186    35    51    ) 

+ 

0,  41  sin 

«91.- 

8^  +  145 

57 

51 

+   1,  04  sin 

1391- 

60  +  186    59    44    ) 

+ 

1,  IG  sin 

991.— 

7i  +  130 

33 

44 

+  79,  08  sin 

132|.- 

50  +  188    39    17    ) 

+ 

1,  88  sin 

95|.- 

0^  +  127 

6 

45 

+  0,  12  sin 

139|.- 

40  +  356    29       4    ) 

+ 

3,  0  7  sin 

99|.— 

50  +  128 

36 

10 

+  0,  09  sin 

149}.- 

100  +  206    25    40   ) 

+ 

14,  14  sin 

.,,91._ 

4.^  +  130 

25 

16 

+  0,  14  sin 

1491.- 

90  +  201    56    41    ) 

+ 

0,  71  sin 

9.1.— 

3i  +  155 

29 

59 

+  0,  23  sin 

1491.- 

80+201    14    44    ) 

+ 

0,  57  sin 

991.- 

2$ +  301 

52 

34 

+  0,  39  sin 

149|.- 

70  +  201    14    21    ) 

+ 

0,  24  sin 

99|.- 

0  +  297 

38 

48 

+   1,  31  sin 

1491.- 

60  +  201    40    40    ) 

+ 

0,  09  sin 

1091.- 

100  +  186 

20 

32 

+  0,21  sin 

149|.— 

50  +  213    41    48    ) 

+ 

0,  20  sin 

I09|.— 

90  +  168 

56 

56 

+  0,  09  sin 

1591- 

90+215    32    37   ) 

+ 

0,  42  sin 

109|.— 

80  +  150 

7 

4  2 

+  0,  18  sin 

1591.- 

80  +  215    38    28   ) 

+ 

0,  8«  sin 

1091.- 

70  +  142 

44 

21 

+  0,  34  sin 

15.<1-  — 

70+215    49    30    ) 

+ 

1,  58  sin 

1091.- 

60  +  142 

2  7 

1 

+  5,  55  sin 

1591- 

60  +  216    18    31    ) 

+ 

3,  30  sin 

1091.- 

50  +  143 

51 

28 

+  0,  05  sin 

159|.- 

50+    20    40    25   ) 

+1 

03,  40  sin 

1091-- 

40  +  145 

33 

48 

+  0,  14  sin 

1691.- 

80  +  230    10    55   ) 

+ 

0,  48  sin 

109|.— 

30  +  314 

2 

4 

)          +  0,  35  sin 

1091.- 

70  +  230      8    11    ) 

+ 

0,  2  7  sin 

1091.- 

20  +  315 

2 

47 

)          +  0,  86  sin 

169).- 

60  +  231    51    51    ) 

+ 

0,  11  sin 

1091.- 

0  +  309 

3  4 

13 

)          +  0,58  sin 

1791.— 

70  +  243    32    10   ) 

+ 

0,  10  sin 

11.%  — 

IÜ0+-1S9 

18 

53 

)          Säcularstöning  täglich  —    o;'o60  7  9 

+ 

0,  I 9  sin 

1191._ 

90+171 

11 

9 

jährlich  —22,306.] 
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[Im  Artikel  ri  der  Exposition  ist  bereits  bemerkt  worden,  dass  Pallas  uns  den  Fall  eines  rationalen 
Verhältnisses  der  mittlem  Bewegungen  n  und  «'  bietet;  es  verhalten  sich  nemlich  die  mittlere  Bewegung 
von  Pallas  und  Jupiter  genau  wie  18:7,  so,  dass  sich  dieses  Verhältniss  immer  genau  wiederherstellt*).  In 
diesem  Artikel  sollen  die  von  dem  Argument  1S9(.— 70  abhängigen  Glieder  für  die  practische  Rechnung  in 
säcularer  Form  gegeben  werden ,  während  die  strenge  Integration ,  durch  welche  die  periodische  Form 
wiederhergestellt  wird,  den  Gegenstand  des  nächsten  Artikels  bilden  wird. 

Aus  den  obigen  numerischen  Werthen  für  T,  V,  W  erhält  man  nach  Ausfühnmg  der  Interpolation 
wie  in  Artikel  2—7  die  von  dem  genannten  Argument  abhängigen  Glieder 

1— cosidQ  (,'/ui)ocos[ii,M'— tM]  + i,','oui  Hin 'ASM'—T3t) 


ndt 
du)  1— cosijdQ 


ndt                ndt 
d  log  hi|-p  11   


ndt  '        ndt 


+  o;'o9  5  cos  [IHM'—  -M)  —  iij'üss  sin  fi üM'—  i3I) 


+  ü;'oi2  cos  ;isin'—  7jf;  — o;'ii2  7  sin  :isii/'—  -M) 


in    —  -  ''-'=°"'''^^  .  _  o;'„3o  cos  (isiM'-  7i)f)  —  (i;'02i  sin  fisilf—  tM). 

ndt  ndt 

Indem  man  die  beiden  Glieder  in  cos(lsM'— 7M)  und  sin  (isilf— 7iir)  in  Eines  zusammenzieht  und 

die  mittlem  Längen  einführt  durch  die  Werthe 

M'  =  2|.—    u^u'    5;'39 

M    =   ^>  —i2l       8    54,  50, 

erhält  man  das  Glied 

in  lö:   —  o;'lii93  rcos(l83(.— 7s;>  + )34<'3l' 3S")d!j 

in  loga:  +  0,  415  Tcos  ( 1821- — 'i-\-  no^^i'  i7")ii     (in  Einheiten  der  7.  Decimale) 

in  fndt:  —  o;'o2955  ^Tcos  flS2|-— 7=^  +  17u''56' 57")d$' 

in  e:   — o;'ü43S  rcos(l83|-— 7i-|-257'>45'45")diJ; 

die  Integration  ergibt,  für  182|-— 7i>  den  constanten  Werth  125036' 49"  gesetzt: 

Säcularänderung  von 


log« 


+  u;'0255  (jährlich) 

+  0,  25  »  (in  Einheiten  der  7.  Decimale) 


Factor  von  tt  in   indt .  — o;'iii23         » 
Für  die  Neigung  und  die  Länge  des  Knotens  sind  die  entsprechenden  Glieder  sehr  klein.] 

[10.1 

[Zum  Behuf  der  strengen  Integration  setze  man 

1«  =   1 82(.  —  7i  +  .4,  A  =  constans,  Indt  =  a  CI  sinudi;'. 


[*)  Vgl.  Gauss   an  Be.ssel,    5.  Mai  ist 2,    S.  421    dieses  Bandes    und  Göttingische   gelehrte  Anzeigen 
vom  2  5.  April  IS12,  Bd.  VI,  S.  349.] 
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I)a  nun 

.=/,.d.4-e,     also     ^  =  ^ 

so  erhält  man  für  i«  diu  Gleichung 

J(li(     ^  _.      . 
»i«d('   ~~ 
also 

''""  "'""■■"" """'' "'"  "1- . .  -  __ 

und  u  beständig  zu-  oder  nbnimmt.  Ist  dagegen  C  positiv  und  kleiner  als  der  Betrag  von  1 4  o,  oder  ist  C 
negativ,  so  ist  «  eine  periodische  Function  und  oscillirt  um  o  oder  isu",  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ 
ist.  In  letzterm  Falle  stehen  also  die  mittlem  Bewegungen  im  rationalen  Verhältniss  und  das  Verh&ltniss 
—  =  -j'g  stellt  sich  immer  wieder  her. 

Bezeichnet  man  den  Werth  von  u  zu  irgend  einer  Anfangszeit  mit  U  und  den  entsprechenden   Werth 

C  =  [A |J.  —  Ha  cos  U 


von  ^   18-^^^ 7  mit  ii,  so  wird 

d;;  n 


und  mit  den  numerischen  Werthen 

O    =   0;'02üö5  n'   =   au'jJ'riSl?  1S2|.  — 7^   =    125»36'4'j" 

A  =  so'sg's?"      n    =  T(i'j,  itisri  U  ==  200  33  40 

ergibt  sich 

log'Ua  =  4,311221  —  lu 

logC  =    4,2Ü3UU  — 10. 
logjx   =    «,2(1314—  1(1 

Es  tritt  also  hier  der  Fall  der  Kationalität  der  mittlem   Bewegungen  wirklich  ein. 
Weiter  wird 


(l^)'='^+-'!-cf^"»'«i. 


und  durch  die  Substitution 


^  =  V(C+Ha).co8,^ 

. — ^  =  J  laAl     1 ■ Sin  ii' 

du    . 

—TT    'St 

ndt 
V/(C+14a)  =  ^(2«asini^  +  ,.,xj. 
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Hienach  oscillirt  die  mittlere  Beivegung  der  Pallas  zwischen  den  Werthen : 


M'+  0  '2153 


Das  Verhältniss  der  Periode  dieser  Oscillation  zu  einem  Pallasumlanf  ergibt  das  Integral ,    von  o  bis 
genommen  : 

_M \ - '__ 


if  du 


C±it5  .;„  ,,,.^  m{j.„    J  111^1±\  i>^(V7«,\/(7acosii/^-it.(.))' 


d.i.   isn4  Pallasumläufe  ^  737  Jupitersumläufe. 

Das  Maximum  und  Minimum  von  ?«  selbst  ergibt  sich  zu : 


[11.] 
[Zur  Vergleichung   der   Resultate   der    zweiten  Rechnung   der   generellen    Störungen   mit    den  Oppo- 
sitionen -wurde  im  allgemeinen  ebenso  verfahren,  wie  bei  den  frühern  Vergleichungen ;    es  wurden   aber   die 
Argumente  %  und  $  für  die  Störungsgleichungen  schärfer,    nemlich  mit  Berücksichtigung  der  grossen  Glei- 
chung für  beide  Planeten  berechnet  nach  den  Formeln 

^    =  47''24' 2s;'37 -J- 769;'l  51  >i4*  + Grosse  Gleichung 
2|.  =  25  24   44,  12 -|- 299,  l2Si7i-|- Grosse  Gleichung, 

wo  die  Zeit  t  von  18  lo  Januar  u.  Mittl.  Zeit  Göttingen  gezählt  ist.    Die  grosse  Gleichung  für  Jupiter  wurde 
aus  den  BoTTAEDschen  Tafeln  entnommen ;    die  der  Pallas  aber  in  folgender  Weise  ei-mittelt. 
Setzt  man 

M    =    .521_  — 2;^, 


60  ist  der  a\is   \nd,t  stammende  Theil  der  grossen  Gleichung 


f(M)   =  (3,49250)  sin  (    U-\-     TS^SS'Jsa") 

-|- (1,95199)  sin  (2M-j-  l'iS    5B    15    ) 
-|-(0,fi5379)sin;3M+216    46    43    ) 


und  der  aus 

.  sta 

mmende 

F{«) 

=          (2,38474) 

sin 

(  "  + 

73» 

14' 

5  2") 

+  0 

14525 

sin 

(2M-I- 

143 

9 

5)    ) 

+  (0 

01994 

sin 

(3M  + 

214 

17 

10    ) 

oder  summirt  die 

grosse  Gleich 

mg 

6 

=          (3 

5251  fi 

sin 

(  M  + 

750 

25' 

22") 

2) 

+  (2 

Ü1491 

sin 

(2M-I- 

145 

33 

48   ) 

+  {" 

7444f. 

sin 

(3M  + 

216 

18 

31    ) 

WO  die  Zahlen  in  Klammern  Logarithmen  sind. 

Bezeichnet  man  mit  m»  den  Werth,  den  u  bei  Vernachlässigung  von  6  annimmt,  und  den  man 
also  linear  aus  den  mittlem  Bewegungen  erhält,  so  lässt  sich  6  nach  Vielfachen  von  u^  entwickeln.  Diese 
Entwickelung  wurde  nach  der  oft  angewendeten  interpolatorischen  Methode  ausgeführt,    indem  in  der  vor- 
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stt'hfndcn  Gleichung  zunfichst  u„  für  u  gesetzt,  und  6  für  die  laWerthe  o",  So",  tio" 330»  von  «o  be- 
rechnet wurde;  hiemit  fanden  sich  Näherungswerthe  für  «  ^  m„ — 20,  mit  denen  die  Berechnung  von  6 
wiederholt  wurde.     Die  Inteqiolation  ergab  schliesslich: 


=  + 

J252;'5liCOS      «„ 

+  s4«;S5sin    M„ 

+ 

51,  U4  COS  2U„ 

—    72, '.Kl  sin  2 Ml, 

— 

2,  l6COS3«o 

—      3,  ir,  sin  3  Mo 

+ 

U,  10  COS  Itto 

—      0,  u6sin4M(,. 

Zur  Erleichterung  der  Rechnung  w\irde  eine  Hülfstafel  hergestellt,  welche  0  für  das  Argument  u„  vc 
zu  Grad  gibt. 

Für  die  Argumente  ergaben  sich  hiemit  nach    l  j   die  Werthe : 

IV  V  VI 

»40'  50 


Opposition :  I 

.i     =  2II0>'24'  1 


II 


4.  =  ISS    10    23      I    223    40 

und  hiemit  die  Beträge  der 


80°  16'  43 
2ßl    4  3     \f 

jemeinen  Störunsren 


V 

2'JC''42'  3s" 
342    21    44 


VII 


+ 

0  4 

'l5 

+ 

77 

13 

+ 

tos 

02 

— 

73 

50 

+  io2;'o« 

+    24,  20 


—  905,  r. 


15 

'12 

Ol 

2  5 

23(, 

71 

S44 

85    1 

I 

vm 

'     0" 

238°56'5S 

7    3» 

99    52    19 

—     52;'83 

—     76,  Ö4 

—  22s,  7« 

—  576 

,  79. 

SQ  =    -|-146;'04  +li;4;'75  j    +  MciJ'oi  -|-133;'5S 

öl  =    -t-     03,30  +     81,50  +     5S,  2C  +     72,06 

Otp  =    +5S3,  52  +500,42  +474,80  +426,01 

5(ü  =    +344,50  +267,30  +     61,  SO  j    —     8S,  60 

Die  mittlem  Elemente  können  nun  mit  Benutzung  der  Resultate  der  speciellen  Störungen  bestimmt  werden. 
Aus  den  Normalelementen  (geltend  für  isio)*): 

Q  =    172°34'  I2;'40  tp   =      14°12'42;'21 

i    =      34    37    43,00  üj  =    121     13    27,33 

folgen  nach  Anbringung  der  Störungen  S.  4S6  die  osculirenden  Elemente: 
Q  =   172''34'  I2;'s5 


34  37  43,  04 
14  12  3S,  60 
121     13    27,  35 


34' 

i3;'2i 

37 

8,51 

10 

49,82 

S 

51,  3S 

33'  59!'92 

33'  28;'85 

37    21,26 

37    26,83 

10       1,31 

S      1,62 

«    27,  21 

5       7,  64 

33 

26 

'28 

36 

35 

70 

1 

2- 

86 

51 

21 

4S 

31' 

28;'51   1 

35 

10 

9  7 

13°58 

48 

12 

54 

3 

80 

30'  SlI'U 
34  53,40 
58  57,  68 
5S    36,  »S 


:id  hieraus  nach  Abzug  der  obigen  Störungen  5Q,  St  etc.  die  mittlem  Elemente: 


l'  45;'91 

45!'53 

4  6;'60 

4  6;'3  7 

44;'7ü 

43;'32 

43/63 

6       V,  74 

10,  23 

10,  25 

9,  20 

9,  7  0 

11,  50 

12,  22 

2    .55,  08 

54,97 

54,93 

54,  40 

52,  70 

46,  76 

46,  83 

7    42,  76 

44,  60 

49,  4  0 

55,8  1 

61,  14 

56,  67 

68,65 

43,  97 
10,  44 
46,  44 
73,  73. 


Q  medius  isio 

172»31'45;'00 

Incl.  media     « 

■  34    36    10,  41 

9 

14       2    51,51 

mittlerer  Fehler:    i;'20 


[*)  Diese  Werthe  hatte  eine  Vergleichung  der  speciellen  Störungen  mit  den  ersten  8  Oppositionen  er- 
geben, welche  nach  der  S.  4  86 — 48  8  abgedruckten  ausgeführt  wurde.] 
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Diese  Werthe  zeigen,  wie  über  Erwarten  scharf  die  Übereinstimmung  zwischen  den  Resultaten  der  speciellen 
und  der  generellen  Störungen  ist,] 


[11.) 
[Sobald  weitere  Oppositionen  der  Pallas  beobachtet  waren,  wurden  auch  diese  in  den  Kreis  der  Be- 
rechnungen gezogen  und  nach  Eintritt  der  IX.  Opposition  wvu-de  der  erste  Versuch  gemacht  *) ,  durch 
eine  Verbesserung  der  Jupitersmasse  die  Beobachtungen  zu  noch  besserer  Übereinstimmung  zu  bringen.  Es 
soll  darum  hier  nur  noch  die  »Berechnung  der  Pallaselemente  aus  den  neun  ersten  Oppositionen  (mit  den 
allgemeinen  Jupiterstörungen)«  ausführlich  gegeben  werden,  wobei  dieselbe  Methode,  wie  bei  den  frühern 
Berechnungen  der  Oppositionen  angewandt  wurde : 


Data  der  R 

echnung  (bezogen 

auf  1810,0). 

Oppos 

tion 

Tage  seit   isio 

a 

? 

logB 

I 

—  2375^98088 

277"44'  49;'91 

+  46026'  36;'o 

0,007  2135 

II 

—  1948,  79274 

337       5      3,41 

+  15 

1    49,8 

0,003  8260 

III 

—  1402,  53120 

67    24       7, 

2 

—  54    . 

0    54,  9  . 

9,993  7332 

IV 

—     971,39050 

223    39    40, 

4 

+  42 

1    25,  6 

0,003  9862 

V 

—    522,11282 

304      4    1  1, 

2 

+  37    43    53,  7 

0,006  6917 

VI 

—      99,32616 

359    40    18,02 

—     7    22    10,  1 

0,001  1215 

VII 

+     417,80939 

162    47    18,  49 

—  23    48    19,2 

9,995  5434 

VIII 

+    892,12694 

259    25    49, 

3 

+  48 

6    26,  1 

0,006  7844 

IX 

+  1326,36186 

325    20    54, 

>7 

+  24    37    36,  1 

0,004  9952 

ci 

za 

ologa 

5  Long 
Pars  I. 

med. 
Pars  IL 

Otp 

oll 

+  93;'30 

+146704 

—  5581 

+  2113','7  5 

+  16S;'08 

+  583;'52 

+  344; 

+  81,59 

+  164,75 

-4296 

+  2683,  36 

+  231,  63 

+  509,42 

+  26-, 

+  58,  26 

+  146,61 

—  3348 

+  3139,  72 

+  215,04 

+  474,  89 

+     61, 

+  72,06 

+  133,  55 

—  4739 

+  3690,  16 

+  252,  54 

+  426,9  1 

—     88, 

+  77,13 

+  104,  15 

—  3653 

+  4235,05 

+  431,  Oll 

+  308,  92 

—  173, 

+  24,20 

+  102,06 

+  3587 

+  4268,  42 

+  326,95 

—     78,90 

—  995, 

—  61,  25 

—     15,  12 

+1602      1 

+  3894,  13 

+  103,96 

—  238,  71 

—  844, 

—  76,94 

—     52,83 

+  2990 

+  3610,  79 

+  178,  44 

—  228,  76 

—  576, 

—  62,  18 

—  104,  85 

+  3649 

+  32  17,  13 

+     98,  90 

—  264,00 

-389, 

Vorausgese 

tzte  Normalwerthe : 

Q 

=    172 
=      34 

°3l'  42;'l4 
36      9,01 

tp   =      14°    2 
(ü  =    121      7 

52;' 

49, 

72 

n 
n 

=    769;'152 

Mit  den  Bezeichnungen  und  nach  den  Formeln  der  Disquisitio  de  elementis  ellipticis  Palladis  (Bd.  VI 
vgl.  auch  S.  48  0  dieses  Bandes)  ergab  sich 


[*)  Siehe  den  Briefwechsel  S.  422 — 424,  438  dieses  Bandes.] 
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lOS"!«'  4u;'83     I84<>30' 3(t;'52|    IS4''4lt' S»;'»;! 
34    37    42,31         34    37    30,  6o|      34    37       7,271 


+  33  40  »11, 
+  0,98  7" 
+  0,1252 


'    &'45;'2&      131'*30'45','03      187"    fl' 52;'ll2| 
37    21,  07        34    37    26,  14        34    36    33,  2l| 


+  10  2r.  54,  87  • 
+  0,3814  I 
+  0,6435         I 


-33    40    30,211+28    14    50,  02 
—  0,»870  +0,81117 

+  0,1251  I        — 0,3305 


+  27    20    25,  4f 
+  0,8726 
+  0,3611 


U0°15'  5t 
34    35      7 


80°55'     o;'02|    162»50'57,"i 
34    34    52,  071      34    36      6, 


■  4  53  7, 
—  0,1815 
+  0,6798 


—  13      6    23,  ( 
—0,4  726 


-34    32    32,  47 
+  0,9!lil5 
-0,0252 


+  17    27    54,4 

+  0,6126 
+0,5582 
148°  4'48;'e 
320  34  45,6 
13  58  38,1 
199  33  26,2 
204  52  n,  S 
210  41  24, J 
331    42    43, f 

Hieraus  i,  ^on  den  Störungen  befreit : 

250°  4  6'  14;'Sl|35l°    2'  7;'S!l|    SS°3l'     4,  5  5|  190°  52'  1  UJ'l  o|20  5°  5l'  54;'0  7;2fi°  I  l'  3o;'2n  136°40'  30;'4  5|23S°0' 29;'08|33O°  4  7' 27/7  8 

womit  sich  für  die  mittlere  Bewegung  seit  isio  and  für  e,,  ergibt: 
'3  8'  10;'4  5l— 4n'.°2l'  5  7;'8  3|— 31S°53'  3;'3r.|— 20-°32'  26;'il5|  — 1  U°33'     4"!  2l  — 21°  1  3'  1  Cl'u  l|  +  8!i°  1  5'  5  9;'93|+ 1 90O36' 2 1;'22|  +  283°22'  52/1 


I02035' 

o/ss 

275   U 

9,  0« 

14  12 

36,21 

153  55 

3«.  10 

146  51 

58,  75 

139  10 

42,  Sl 

260  24 

10.  67; 

161°23' 

14 ','57 

2  5 

3  3  3  57 

4  1,40 

14  II 

22,  14 

212  45 

24,  S3 

30 

221  21 

35,80 

31 

2311  -i^ 

26,25 

32 

351  511 

42,  SS 

5T»25' 

2  7;'3(i 

69 

50 

36,  14 

M 

10 

47,61 

ns 

511 

44,  98 

19 

6 

55,  65 

28 

IS 

8,  15 

SO 

26 

50,31 

5  6»  2  4' 

42 

'09 

228  58 

37 

14   0 

SO 

107  52 

17 

03  51 

8 

79  51 

4  1 

200  58 

1 

126°  4' 

'14 

299  37 

31 

43 

14   8 

64 

177  32 

35 

66 

176  50 

53 

60 

170   4 

44 

35 

297   0 

40 

12 

188°37 

24;'ll 

1  10 

40,21 

14   1 

33,82 

240  19 

35,  13 

253  18 

45,80 

266  36 

Sl,  49 

27  2S 

5,  5  7 

30°27 

is;'l6 

48  58 

42,  18 

13  58 

54,  Ol 

S7,  70 

0,  0  7 

16  54 

24,  12 

37  48 

8,  54 

87°27' 

38 

250  58 

2  7 

13  59 

3 

139   0 

15 

128  52 

13 

118   S 

25 

230   :) 

38 

>«<,)    47    24    25,  29| 


24    40,05  47    24    58,  19|       47    24    47, 

Mittel    =    47°24'  2!i;'42. 


47    24    31,  52|         47    24       7,  861 


In  der  Länge  bleiben  hienach  folgende  Differenzen  übrig 

—  i;'i:!  I  — 23;'7o|  —•ji'/.'iii  +i.;;'63|  +28;'77!  +i-;'o!i|  +2;'io  |  — 2i;'56|  +5;'68 

Es  ist  nun 

(  +2370     1+1949     1+1403     |-)-'.i7  1        1+522        1+00  1-418      1— &!l2  —132« 

(»+1     — 0,4119    I    — 0,446    I    +0,315    I    — 0,060    |    — 0,505       — 0,179    |    +0,379      — 0,367        — 0,532 
»1  —1,210   I   +1,418    I   +1,1S5    I   —2,013    I   —0,124    |    +1,985   |   — 0,667  1  —1,680       +0,936 

Aus  diesen  Daten  können  die  Gleichungen  zur  Verbesserung  von  n,  w  und  9  hingeschrieben  werden 
in  der  Form  A)  Seite  481;  soll  jedoch  auch  auf  Verbessening  der  Jupitersmasse  Rücksicht  genommen 
werden,  so  tritt  noch  ein  Glied  in  Afji  hinzu  und  sie  haben  die  Form 

A*;  E„  =  [zo)  +  {m+\]^ü,  +  n^<f-t^n  +  k^i).. 

wo  offenbar,  wenn  Au.  in  Einheiten  der  2.  Decimale  gewählt  wird, 

Mink  =  —hCnä.t  —  öe+m+VjOm  +  nltf 
ist.     Die  Werthe  von  k  sind : 

h      —  3i;'60   I  —  22;'97   I  —  2T;'73   I  —  4  7;'ofi   I  —  4  0;'01    I  —  45;'n7   I  —  42:'lO   I  —  3i;'93   I  —  33;'4  7. 

Das  Mittel  aus  den    neun  Gleichungen  A*  wird,    wenn  An   in  Einheiten   der  3.  Decimale    der  Secunde  ge- 
nommen wird 

£0   =    47°2l'29;'42  +  0,530An— 0,221  Am  — 0,016Atp—36;'fil  A|Ji 

und  indem  man  dieses,    zur  Elimination   von  Eo  ,    von  jeder   der  Gleichungen  A*    abzieht,    erhält   man    die 
Gleichungen ; 


ALLGEMEINE  STÖRUNGEN  DER  PALLAS.      ZWEITE  RECHNUNG. 

—  4;'l3+  ).S4rAw— 0,27SA(I)—  l,1!i4A-f  +     ^','l)\^^x   —    U 

—  23,  -0+I,419Aw— 0,2-i5A(5+l,4i;4Acp+13,64A|Ji   =    Ü 

—  21,51+  (1,11  C3  An  +  11,536  Aü)+  1,2U1  Acf  +  8,  88A|J:  =  0 
-I-  16,  63 +  0,441  Aw+ 0,155Aü)—  l,'J97A!j)— 11,  SSAjJ.  =  0 
+  2S,  77  — O.OIlSAw  — 0,374Aa)  — 0,lÜ8A(p—  'J,3nA[J:  =  0 
+  17,  611- 0,4  31  Am  +  0,042  A(ü  — 2,001  Atp—  'J,  Ol  A(J.  =  II 
+     2,  10  — 0,a4SAw+0,ü00Aü)  — 0,651  Ate—     5,5SAp.    =    (l 

—  21,  56— l,422Aw  — 0,I46Am— l,6B4A(p+  4,6sA|jl  =  0 
+     5,  68  — 1,85RA«— 0,310A(ü  + 0,n52A;p+     3,14A|J^=0, 


563 


deren  Auflösung  ergibt: 


A(X  =   +2,1 

Atp  =  —  2;'7 


77  1    (in  Einheiten  der  5.  De 


Aw  =  +16;'l5 
A«  =   —  1,  26 


Die  2|--Masse  war  za 
sodann : 


l"2' 4!i;'>,|iJ,  0)   =    121^8' 5;'42,  n   =    76',i;'l 

angenommen  ;    ihr  verbesserter  ■V\^erth  -wäre  also 

£„   =   47023'  5;'22 


Für  E  ergibt  sieh 


und  für  die  einzelnen  Oppositionen 

(eo)      47°23'8:'74  I  47»23'2;'ll   |  47<'23'7;'51   |  47''23'4:'72  |  47<'23'6;'48   |  4  7»  22' 50;'36  |   47023' 7"l4  |  47022' SSj'l  3  |   47023 

also  die  übrig  bleibenden  Differenzen  in  den  Längen  : 

+  3;'52 1  —  3;'ii  I  +2;'2i)  |  —  o;'5n  |  + 1;'26 1  —  sj'so  |  + 1;'92 1  —  7;'oii  |  +  7;'54. 

Zur  Verbesserung  der  Elemente  i  und  Q   stellt   sich  die  Rechnung    folgendermassen   mit  Berücksich- 
tigung des  Bisherigen : 


=  153055'  12;'62 

=     14    12    45,  93 

.  ..  0,442  0718 

...  9,891  8024 

tsinß..  9,867  3666 


212045'  2!' 9  9 
14  11  30,  25 
0,442  2031 
9,899  7146 
9,417  6S71 
9,317  4017 
0,415  2815 


)sO50'  27;'51 
14    10    54,  9i 
),442  299'J 
J,062  0761 
:i,904  500S„ 
LI, 966  5769„ 


07O52'     2;'85 
11    10       5,  08 
0,442  1578 
9,966  0949 
9,831  0964 
9,797  1913 


I77O32'  23720 
14  8  5,48 
0,442  2789 
9,878  5333 
9,793  3151 
9,671  8484 
0,415  5749 


2400  19'  4o;'lE 
14  1  29,  41 
0,443  0081 
0,044  4983 
9,109  2316„ 
9,063  7299„ 
0,416  7224 


280  4'  59;'59 
13  58  46,  20 
0,442  7952 
0,083  9084 
0,601  5241„ 
0,685  4325„ 
0,416  6808 


I39O  ü'  11734 
13  58  56,  36 
0,442  9472 
9,9  12  5602 
9,879  7180 
9,792  2782 
0,416  8222 


199"33'  18/41 
13  58  30,  59 
0,443  0145 
9,887  S5S3 
9,624  8216„ 
9,512  6801„ 
0,416  9165 


-Y=+12045' 32;'51  +   4034'4i;'91 
Y=+33    41       3,49+10    27      7,89 


-20O5O' 25!'75  +13O56' 26;'l8  +IOO23' 38;'23  —   2029'    4;'76— I0O42'    iJ'öO +13"  43' 56;'43  +    7"    9' 42;'21 
-33    40    29,  15  +28    14    59,  42  +27    20    15,  47—4    53      5,  34  —13      6    17,  60  +34    32    29,  67  +17    27    53,  89 


Y-0  =  +i;'2i     I     -i-io;'io     I       +i;'97     |       +2:': 

Hieraus  folgen  die  neun  Gleichungen 


2;'l9       I         +i;'22       I 


■4;'60        I 


1      +i;'5o 
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—  i;'2l +  0,l)l»At  +  u,13  AQ   =  0 

—  10,  10  +O,38At  +  U,04AQ   =  0 

—  1,  U7  — n,9!lA«+0,l2AQ   =  0 

—  2,  99  +  0,8«Ai  — 0,S4AQ  =  0 
+  12,  19  + 0,87  At  + 0,36  AQ  =  0 

—  I,  22  — o,isAt  + 0,68AQ  =  0 
_     4,  60  — 0,47At  — 0,62AQ    =  ü 

+    1,  i'j  +  i,ooAt  — o,02AQ  =  0 

—  1,  50  +  0,61  At+0,56AQ   =    0. 


SchUesst  man  die  V.  Opposition 


so  ^^^r(l 


+  0;'4  5 
+  2;'26 
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[YII.  TAFELN  FÜR  DIE  STÖHUNGEN 
DER  PALLAS  DURCH  JUPITER.] 

[1816  ATTGUST-1817  DECEMBER.] 

■    Gauss  an  Encke,  Göttingen,   5.  Augaist    1816. 

Zugleich  habe  ich  noch  eine  andere  Bitte.     Die  ganze  Rechnung 

aller  Störungen  für  die  Pallas  für  Eine  Opposition  ist  immer  eine  Sache  von 
einem  Monat,  wegen  des  Hin-  und  Herschickens ;  ich  selbst  habe  (zwar  nicht 
anhaltend,  aber  selten  hat  man  dazu  auch  Lust)  diesmal  fast  14  Tage  an  der 
einmaligen  Rechnung  zugebracht.  Ich  habe  die  Sache  hin  und  her  überlegt, 
wie  man  die  Arbeit  durch  Tafeln  abküi'zen  könnte ;  und  gefunden,  dass  man 
allerdings  mit  Hülfe  einer  gewissen  Tafel  die  Arbeit  vielleicht  in  3  Stunden 
abthun  könnte.  Aber  die  Berechnung  der  Tafel  wird  ungeheiu-e  Arbeit 
machen.  Vor  allen  Dingen  würde  nun  aber  ein  Anschlag  nöthig  sein,  wie 
viele  Arbeit,  um  beurtheilen  zu  können,  ob  vielleicht  durch  6  oder  8  Rechner 
die  Sache,  wenn  auch  erst  nach  Jahren,  ausführbar  wäre.  Zu  dem  Behuf 
schicke  ich  Ihnen  hier  die  Data  zu  einer  Proberechnung ;  es  liegt  mir  we- 
niger an  den  Resultaten  (vorerst  wenigstens)  als  daran,  genau  zu  wissen,  wie 
viele  Zeit  Sie  etwa  dazu  gebraucht  haben  werden.  Diese  Rechnung  möchte 
etwa  T-rs-  <ier  ganzen  Arbeit  sein. 

Ich  wünsche  zu  haben  die  Werthe 
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1)   von  P 


ron  Q 


"T 

J59','S34 

+ 

54,481  COS 

X 

4-4  8','391  sin      X 

+ 

14,295  cos 

2x 

- 

^6, 951  sin    2x 

+ 

10.161  cos 

Zx 

— 

8,251  sin    3a? 

+ 

0,27:5  cos 

Ax 

+ 

2,923  sin    4a? 

+ 

0,1  02  cos 

bx 

+ 

6,354  sin    5a? 

— 

0,074  cos 

6x 

+ 

3,1 29  sin    6a? 

+ 

1,702  cos 

Ix 

+ 

0,899  sin    7a? 

+ 

0,922  cos 

Sx 

- 

0,065  sin    8  a; 

+ 

0,4  60  cos 

9x 

- 

0,4 14  sin    9a? 

+ 

0,181  cos 

10  X 

— 

0,326  sin  10  a? 

+ 

0,063  cos 

\\x 

— 

0,1 98  sin  Ha? 

+ 

0,0  23  cos 

\2x 

- 

0,101  sin  12  a? 

—  544'.'924 

- 

98,084  cos 

X 

- 

6;'l78sin      a? 

+ 

27,589  cos 

2x 

- 

10.928sin    2a? 

-f- 

8,342  cos 

:ix 

-r 

4,7 11  sin    3a? 

- 

0,875  cos 

Ax 

+ 

1,29  4  sin    4a? 

- 

4,480  cos 

5X 

- 

1,7(56  sin    hx 

— 

1,8 13  cos 

6x 

- 

1.284  sin    Oa? 

— 

0,1  79  cos 

Ix 

-{- 

1,643  sin    7a? 

+ 

0,434  cos 

Sx 

-f 

1,020  sin    8  a? 

+ 

0,4 14  cos 

9x 

+ 

0,460  sin    9a? 

+ 

0,326  cos 

10a? 

+ 

0,181  sin  loa; 

+ 

0,198cos 

IIa? 

4- 

0,063  sin  Ha? 

-f 

0,101  cos  12a? 

-r 

0,023  sin  12a? 

3;  von  logA'"  und  <!^,  so  dass 

P  =  iVcos  i.  Q  =  iVsin  'li. 

^  wird  am  Ende  auf  Secunden,  logN  auf  5  Decimalen  verlangt.  Wünschens- 
werth  wäre  zwar  diese  Tafel  für  a?  =  0,  a?  =  l",  x  =  2",  a?  =  3°  etc.  bis 
a:  =  360°   zu   haben;    allein    dies   wäre    eine   gar   zu   furchtbare  Arbeit;    man 
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muss  sich  also  mehr  beschränken;  ich  finde  dass  allenfalls  man  sich  be- 
gnügen mag,  die  Werthe  des  x  von  15"  zu  15°  wachsen  zu  lassen,  so  dass 
24  solche  Rechnungen  zu  machen  sind.  So  wünsche  ich  daher  diese  Probe- 
rechnung gemacht,  wobei  übrigens  manche  Localv ortheile  zu  benutzen  sind, 
die  Sie  leicht  selbst  finden  werden  und  die  von 

sin15«  =  Vi-Vi  1 

sin  45"  =  2  .  ^i  sin  60"  =  \/|-  >  abhangen. 

sin75"  =  v^f +V/i  ) 


[Um  die  Berechnung  der  Störungsbetrcäge  für  die  einzelnen  Oppositionen  zu  erleichtem,  lassen  sich  in 
folgender  "Weise  Tafeln  herstellen: 

Man  fasst  zunächst  die  Störungsgleichungen  mit  den  Argumenten 


in  eine  Gruppe  zusammen.     Sie 
setzt,  von  der  Form 


2 

9|.-$ 

21,  ^ 

21- 

-2$ 

22I-  — 30 

etc. 

3S|.- 

-2$, 

421- 

-  3$  etc., 

d 

wenn 

man 

231- - 

^  = 

A, 

*-2|-  = 

X 

G"", 


wo  n  die  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen .   Null  eingeschlossen ,   und  (?""   die  zugehörige  Constante 
bedeutet.     Man  kann  setzen : 

</  sin  U,  +  G)  +  (j'  sin  (^,  +  a;  +  G')  +  g"  sin  (4,  +  2«  +  G")  +  •  ■  • 

+  h '  sin  (4,  —  a;  +  ■& ')  +  Ä"  sin  (A^  —  2x  +  R")  -\ 

=       sin  ^, .  {a  +  rt'  cos  X  +  a"  cos  2a;  H 1-  ö'  sin  a;  +  &"  sin  2 a;  H ) 

+  C0S.4,  .(c  +  c' cos  a;  +  c"  cos  2a;-l [- f^'sina;  +  fi"sin  •lx-\ ), 

wo 

a  =  (/cosff,      rt'  =       g'coa  G'  +  h'cosH',      a"  —       g"  cos  G" -\-h" cobH",    etc. 

h'  —  —g'&mG'  +  h'sinH',       b"  =  —g"  sin  ff" +  7»"  sin  ü",     etc. 

c  =  jf  sin  Cr,       c'  —       g'  sin  G'+W  sin  H',       c"  =       g"  ein  G"  +  h"  sin  H",     etc. 

d'  =       g'coa  G'  —  Ii'cobH',       d"  =       g"  cos  G" —  h"  cos  H",     etc. 


Bestimmt  man  nun  >•  \ind  cp  aus  den  Gleichungen 

a  +  a'cosa;  +  a"cos  2a;  +  • 

+  6'sina;  +  6"sin  2a; +  • 

c  +  c' cos  a;  +  c"  cos  2a; +  • 

4-d'6ina;  +  (i"8in2a;  +  - 


i-  =z  r  cos  !j) 
Q  =  r  sin  !p, 


dagegen 

A,  =  rA-  —  i 

^5    =        %%—ii 

A3  =    5?}.  — 2i 

A,   =    i03\.-ii 

A,   =   .i3J.-2i 

A-,  =  ii?|.-i;« 

568  NACHLASS  UND  BKIEl- WECHSEL. 

80  erhält  man  für  die  ganze  Gruppe  den  Ausdruck 

•(;Bin;^,+  Cr,+(/'8in:^+a;+G')+(/"8in(il,  +  2x+ff"j  +  ---   I  •    ,.     ,     , 

>   =  r  Bin  lili -4- 9 , . 
+  h'An\At—x-\-R')  +  h"sii\.Ai  —  ix-\-H"]  +  ---   | 

Die  erste  Opera tion^)  besteht  nun  in  der  Berechnung  der  a<"',  6"",  c'"',  d'"'  aus  den  </<"',  Ä<"', 
g(n)  2/"";  die  zweite  aus  der  Berechnung  von  P  und  y  für  die  Werthe  x=  u°,  15*,  iio",  etc.,  und  die 
dritte  aus  der  von  r  und  ip. 

In  derselben  Weise  sind  die  übrigen  Stürungsgleichungen  in  Gruppen  zusammenzufassen,  indem  man 
beständig 

X  =  :!  — 2)., 

^a  =  132).  — SÜ  I  jl,,  =  172|.  — Ci 
A^  =  152|.  — «;>  I  A^.,  =  2ü2(.— 8i 
A^f,  =    lest.  — «ü      I      ^,3   =   213|-  — 9i 

setzt. 

Hienach  wurde  die  als  Notiz  [4.]  abgedruckte  Tafel  entworfen,  welche  für  jedes  der  A  die  Grössen 
r  und  -^  für  das  Argument  x  in  Intervallen  von  15°  gibt. 

Die  Gruppe  der  Störungsgleichungen  mit  den  Argumenten  2|.  —  ;;>,  2SJ.  —  2^,  321.  —  Ü  etc.  kann  direkt 
für  das  Argument  x  berechnet  werden,  ihre  Werthe  sind  im  Beginn  der  Tafel  unter  der  Überschrift  .4o  =  0 
gegeben.] 

[3.] 
Gauss  an  Encke,  Göttingen,   7.  November  1816. 

Ihrem   gefälligen   Anerbieten   zu   Folge    übersende    ich   Ihnen   hier 

heute  einige  Rechnungen   für  die  Pallasstörungen.     Zur  Erläuterung  bemerke 
ich  zuerst,  was  noch  zu  thun  ist.     Es  sind  dreierlei  Operationen: 

Erste  Operation  ist  bereits  ganz  abgethan,  und  ist  es  daher  übei-tiüssig 
sie  hier  näher  zu  beschreiben. 

Zweite  Operation  nenne  ich  die  Berechnung  von  24  Werthen  einer 
Function  von  der  Form 

a -f  a  cos X  +  «" cos  ix-r- a" cos  '6x-\- etc.  +  a™ cos  1 2 x 
+  h'  sin  o;  +  6"  sin  Ix-^-  b'"  sin  3  a?  -f  etc.  -+-  b^  sin  1 2  x 
für  o;  =  0",  a;  =  15",  i  =  30"  etc.  bis  x  =  345°.     Diese  Operation   müsste   in 
allem   126  mal  gemacht  werden,  wovon  jetzt  noch  62  fehlen. 

Dritte  Operation  nenne  ich  die  24malige  Bestimmung  von  log/-  und  9  aus 
rcos^  =  P 


•)  Vgl.  den  folgenden  Brief.] 
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wo  P  und  Q  gegebene  (und  zwar  jede  aus  der  Form  O  berechnete;  Grössen 
sind.  Diese  Operation  war  in  allem  60  mal  zu  machen.  Es  fehlen  jetzt  noch  48. 
Heute  schicke  ich  Ihnen  auf  8  Blättchen  die  Data  um  8  mal  die  dritte 
Operation  zu  machen.  Jedes  P  ergibt  sich  aus  den  unten  stehenden  Zahlen 
der  Seite,  worüber  sin .4  steht;  jedes  Q  aus  den  Zahlen  der  andern  Seite, 
wo  cos  A  steht  und  zwar  auf  folgende  Art.  Jedes  P  besteht  aus  zwei  Theilen 
(die  respective  aus  den  cosinus-  und  sinus- Gliedern  entsprungen  sind).  Diese 
zwei  Theile  finden  Sie  angegeben  und  zwar  unmittelbar  für  1 3  Werthe  in 
dieser  Ordnuna; 


30« 


45" 


60° 


Nachher  gehts  in  derselben  Ordnung  rückwärts,  indem  immer  der  zweite 
(Sinus-)Theil  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen  wird.  So  ist  also  z.  B. 
auf  dem  ersten  Blatt  für 

Q 

—  24,3180 

—  17,9717- 


ISO** 
195» 
210" 


P 

+  39,5723 
+  18,4497 
—  1,5499 


5,3849 
2.6665 


—  18,3889 

—  39,"l004 

—  40,6708 

—  42.6184 


Eine  ganze  Rechnung  der  zweiten  Operation  mache   ich   auf  Einer  Octavseite 
in  dieser  Form  für 


0« 

15" 

30" 

45" 

60" 

75" 

90" 

105" 

etc. 

72 


1,385  9278,. 
1,597  3913 
9,930  4328 
1,6669585 
328.    25.    42,30 
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Das  erste  Cane  winde  so  wie  ich  die  Rechnung  mache  so  aussehen: 

Ich  lasse  nemlich  logtangcp  weg.    Ist  Ihnen  dies 

nicht  bequem,  so  schreiben  Sie  es  mit  hin. 
Dieses  ganze  Detail  bitte  ich  mir  dann  aus,  zur 
bequemem  Vergleichung ,  wenn  sich  ii-gendwo 
Unterschiede  zeigen  sollten.  Dagegen  haben  Sie 
nicht  nöthig,  mit  gar  zu  ängstlicher  Aufmerk- 
samkeit zu  rechnen.  Die  Ihnen  gegenwärtig  auf- 
gegebenen Rechnungen  werden  also  4  Octavblätter  füllen;  ich  sehe  es  nem- 
lich gern,  wenn  Sie  beide  Seiten  des  Papiers  benutzen,  um  nicht  gar  zu  viel 
Papiere  zu  hüten  zu  haben.  —  Ich  habe  übrigens  alle  Rechnungen  mit  7  De- 
cimalen  geführt. 

Die  Ihnen  hier  gesandten  8  Blätter  enthalten  zugleich  vollständig  1 6  Aus- 
führungen der  zweiten  Operation  in  der  Form  wie  ich  sie  führe.  Um  sich 
darin  zu  orientiren,  wird  die  aufmerksame  Analyse  eines  solchen  Formulars 
besser  sein  als  weitläuftige  Vorschriften.  Ich  bemerke  nur,  dass  immer  die 
obere  Hälfte  jedes  Blattes  die  Rechnungen  für  die  Cosinustheile  enthält,  die 
untere  die  für-  die  Sinustheile.  Um  Ihnen  die  Entzifferung  zu  erleichtern, 
mag  die  Seite als  Beispiel  dienen.     Die  Formel  O  war 

-1-82,2072 

—  4,7425  cos    X  — 13,7875  sin    X 

—  2,6435cos2a?  —  7,5676sin2a? 

—  0,6305cos3a;  —  3,8103sin3a; 
-1-  0,9201  cos4a?  —  l,9322sin4a? 
-f-  1,5425  cos  5.r  —  0,5853  sin  5a? 
4-  0,8559cos6a?  —  0,2174sin6^ 
-|-  0,4068cos7a;  —  0,0161sin7a; 
-f  0,1649cos8a?  -|-  0,0436sin8a? 

0  .                                    0 

0  0 

0  0 

0  0 
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Die  öfters  vorkommenden  Zahlen 
9,7870156 
9,849  4850 
9,937  5306 


sind  constante  Logarithmen  von 

Vi 
Vi 


Für  die  zwei  Theile  der  Operation,  die  mit   □   □   bezeichnet  sind,   habe  ich 
immer  dieses  Formular  bei  mir  liegen: 


Cosinus 


Sinus 


a 
T 

log!>  +  T) 
9,7870156 
log(ö  — ß) 
log(i8  +  ß) 
9,849  4850 

a 
T 

log(a  +  T) 
9,787  0156 

log(ß  +  8) 

log(;3-i0) 

9,8494850 

+8 

a  —  Y  =  0 

Das  übrige  lernt  man  leicht  auswendig. 

Haben  Sie  alles  herausgebracht,  so  machen  Sie  doch  einstweilen  folgende 
zwei  Anwendungen : 


Gauss  an  Encke,  Göttingen,   3.  März   1817. 

Vier  Elemente,   Länge  des  Perihel,   Excentricitätswinkel,    Neigung 

der  Bahn  und  Länge  des  Knoten  sind  nunmehro  ganz  abgemacht  und  ein- 
getragen. Was  an  dem  5.  Elemente,  der  Epoche  der  Länge,  noch  zu  thun 
ist,  habe  ich  mir  selbst  vorbehalten.  Aber  bei  dem  6.,  dem  Logarithmen 
der  halben  Axe,  bin  ich  so  frei  Ihre  Hülfe  nochmals  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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['»•] 


.■1„  = 

0 

.r 

PeiilRliiim 

Exciiurl- 
citiitswinkel 

Mittlere 
Liinge 

I.ogarithm 
der  H.  A. 

Knoten 

.Ncipu!,;; 

„. 

—  !ii:':il 

+ 

4/4  li 

+  4.;'7  6 

+  1421,6 

—  11/24 

—  n"24 

15 

—  109,  00 

— 

)l,  l'J 

—  46,  26 

+  1457,2 

—  37,  »0 

—   3^70 

311 

—210,43 



17,  70 

—  126,2« 

+  818,4 

—  55,42 

+   5,31 

45 

—  143,61 

— 

19,  99 

—  146,63 

—  123,6 

—  60,38 

+  12,6« 

00 

—  tlS,  SS 

_ 

19,  81 

-112,22 

—  807,3 

—  55,03 

+  16,  6S 

-5 

—  13,  «1 



10,  16 

—  52,  U2 

—  1072,1 

—  44,55 

+  17,41 

«0 

+  21,43 

— 

17,04 

+   7,35 

—  980,3 

—  33,  17 

+  15,64 

105 

+  •«l,S2 

— 

15,  57 

+  53,36 

—  685,5 

—  22,  9  4 

+  12,15 

120 

+  51,  50 

— 

13,  54 

+  7s,  21 

—  279,3 

—  13,96 

+   7,69 

l;!5 

+  53,01 

— 

11,  34 

+  SO,  23 

+  134,0 

—   7,  23 

+   3,  07 

15H 

+  40,  70 

— 

0,  0  6 

+  62,52 

+  476,1 

—   2,  40 

—   0,  98 

ir.5 

+  41,40 

— 

0,  96 

+  30,61 

+  «9  8,0 

+   1,21 

—   4,01 

ISO 

+  29,  Ol) 

— 

4,  63 

—   8,  41 

+  766,5 

+   4,  29 

—   5,88 

1'J5 

+  1-,14 

~ 

1,  SO 

—  4T,  ül 

+  678,8 

+   7,35 

—   6,49 

21" 

+   5,  1  7 

+ 

1,  40 

—  7  7,94 

+  447,6 

+  11,09 

—   5,9  3 

225 

—  ;i,  22 

+ 

5,  24 

—  94,  39 

+  110,5 

+  1«,  19 

—   4,  57 

240 

—   5,  22 

+ 

9,  SO 

—  280,7 

+  22,  89 

—   3,0  1 

2  5  5 

+   2,10 

+ 

14,47 

—  ot',  0« 

—  658,2 

+  30,97 

—   1,74 

27U 

4-  20,  70 

+ 

IS,  S8 

—  22,  91 

—  939,6 

+  39,  93 

—   1,  13 

2S5 

+  51,15 

+ 

22,  70 

+  34,  50 

—  1039,0 

+  48,46 

—   1,74 

300 

+  88,  45 

+ 

24,  90 

+  93,13 

—  874,1 

+  53,  65 

—   4,  44 

315 

+  117,47 

+ 

25,02 

+  136,63 

—  422,1 

+  51,  61 

—   8,  5  4 

3;io 

+  10S,ftl 

+ 

22,  93 

+  148,33 

+  240,0 

+  30,  37 

—  12,  90 

!  1  '. 

-1-  :!S,  :U 

+ 

16.  5s 

+  11S  95 

+  922,1 

+  17,o;> 

—  11.4» 

Perihel 

um 

!• 

xcentricitäts- 
winkel 

Mittlere  Länge 

Logarithm 
der  H.  A. 

Länge 

des  Knoten 

Neigung  der  Bahn 

•i 

losr 

logr 

9 

logr 

V 

logr 

_L 



logr 

_2_ 

logr 

0" 

249*»  53' 

4" 

2,984  33 

330''3S' 

6" 

2,43525 

5;''3-' 

58" 

3,05390 

133''l0 

51" 

3,49509 

38" 

1,97505 

328" 

25' 



42" 

1,68690 

251   7 

2,9i;956 

327 

9 

2 

2,47582 

54  59 

49 

3,01720 

122  32 

3,5915» 

38 

2,04094 

315 

45 

1,4108S 

246  43 

2,92199 

325 

41 

15 

2,48537 

48  46 

26 

2,97505 

125   5 

3,59550 

15 

2,07880 

265 

10 

1,2660!. 

236  16 

2,8SI37 

325 

5 

36 

2,48117 

43  29 

53 

2,95845 

130  51 

3,49166 

27 

2,10022 

236 

5 

1,42112 

228  21 

2,88402 

326 

4 

15 

2,47602 

42  12 

29 

2,95645 

132  26 

3,34484 

28 

2,10927 

230 

42 

1,52438 

226  36 

2,89463 

328 

56 

13 

2,46803 

43  27 

55 

2,95226 

126  50 

3,23495 

32 

2,10761 

232 

19 

1,5796'. 

228   s 

2,89011 

332 

3« 

33 

2,45024 

4  5  34 

57 

2,94256 

121  22 

3,21153 

2 

2,09949 

236 

55 

1,60950 

105 

22  9  ;,^ 

2,87  173 

335 

49 

0 

2,42483 

47  23 

59 

2,93056 

122  48 

3,23335 

58 

43 

2,09014 

242 

2$ 

1,618.M 

120 

230  4  7 

2,85003 

33  7 

51 

7 

2,39860 

48  41 

11 

2,92044 

129  11 

3,24868 

4 

2,08447 

247 

38 

1,61244 

135 

230  4  5 

2,83518 

338 

47 

16 

2,37864 

49  41 

25 

2,91568 

136  50 

3,24626 

SO 

18 

2,06619 

25  1 

51 

1,60210 

150 

230  52 

2,83011 

339 

34 

30 

2,36931 

50  4  5 

34 

2,9160  7 

142  44 

3,22733 

44 

23 

2,09499 

255 

S 

1,59495 

165 

231  4JP 

2,82947 

340 

54 

11 

2,36785 

52  10 

45 

2,91875 

145  21 

3,20935 

36 

2,10723 

257 

41 

1,59315 

180 

233  1« 

2,82702 

342 

56 

28 

2,36728 

53  45 

17 

2,92166 

145  25 

3,21267 

20 

2,12078 

260 

0 

1,59881 

195 

234  23 

2,82102 

345 

10 

48 

2,36459 

55   9 

9 

2,92339 

145  66 

3,24423 

38 

2,13540 

262 

52 

1,61265 

210 

234  26 

2,81«78 

346 

57 

50 

2,360S0 

56   6 

23 

2,92597 

149  15 

3,28854 

56 

2,15033 

266 

25 

1,63045 

225 

233  35 

2,82219 

347 

58 

53 

2,36039 

50  33 

52 

2,93229 

154  49 

3,32475 

36 

2,16516 

270 

5 

1,64854 

240 

232  55 

2,84  151 

348 

46 

25 

2,36809 

56  52 

53 

2,94398 

160  59 

3,34360 

5 

2,18016 

273 

37 

1,66914 

25  5 

233  31 

2,869  15 

350 

S 

4  5 

2,36285 

57  29 

31 

2,90069 

165  20 

3,34425 

47 

2,19332 

277 

21 

1,69682 

270 

23  5  2  5 

2,89014 

352 

25 

30 

2,39763 

58  31 

8 

2,07848 

165  49 

3,34112 

47 

2,19943 

281 

39 

1,73324 

285 

237  41 

2,91632 

355 

12 

0 

2,40369 

59  42 

16 

2,99395 

162  28 

3,36227 

6 

2,190S7 

287 

3 

1,77708 

300 

239  20 

2,93216 

356 

56 

17 

2,39481 

60  18 

42 

3,00634 

159  26 

3,42143 

3 

2,15622 

294 

31 

1,82276 

315 

24  0  29 

2,95038 

355 

12 

c 

2,37317 

59  44 

8 

3,01906 

160  15 

3,48519 

46 

2,08115 

304 

20 

1,85740 

33  0 

242  40 

2,97079 

348 

12 

53 

2,35889 

58  28 

44 

3,03921 

161  34 

3,50406 

54 

1,97003 

315 

11 

1,8610» 

345 

24  6  23 

2,98263 

338 

10 

48 

2,38228 

57  50 

57 

3,05783 

154   1 

17 

3,47026 

34 

1,91407 

324 

31 

1,80808 
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- 

Perihel 

9 

los  '• 

Excentrii 
wink 

9 

itäts- 
el 
los  '• 

Mittlere 

Länge 
logr 

Logarithm 
der  H.  A. 

?    1  log)- 

Länge  des  Knoten 
9         1  logr 

Neigung  der  Bahn 
?    1  logr 

15 

30 
45 

75 
90 
105 
120 
135 
150 
IfiS 

ISO 
1(15 
2111 
225 

240 
256 

270 

2S5 

3  0(1 

33  0 
3  45 

8S"43'24' 
S7  21-,  13 
105  53  35 
112  47  39 
HS   4  27 
121   1  12 
120  51  4S 
HS   3  28 

114   2  16 
110   1  20 
105  38  55 
100  18  43 

94  31   2 
89  37  37 
86  12   7 
S3  31   1 

80  52  36 

7S  20  56 
711  45  50 
-,ti    17  20 

7i:   3  58 
75  21  13 
75  58  42 
80  50  21 

2,62379 
2,55539 
2,59702 
2,09  637 

2,75822 
2,77536 
2,76937 
2,75833 

2,75234 
2,74812 
2,74245 

2,73962 

2,74518 

2,76026 
2,77607 
2,78058 

2,79235 
2,79725 
2,80239 
2,79936 
2,78206 
2,75679 
2,73438 
2,69895 

193''32'  58" 
210  17  18 

218  26  28 

219  20  52 

219  21  16 
219   1  29 
217   3   2 
213  28  30 
209  18  39 
205  20  24 
201   9   0 
196  16  16 

191   5  26 

186  20   0 
182  42  34 
179  45   9 

176  61  38 
174   3  10 
172   5  58 
171  32  12 

171  54  10 

172  52  51 

173  25   4 
179   6   7 

2,15943 
2,16101 
2,18903 
2,23092 
2,26315 
2,27275 
2,26802 
2,26193 

2,25970 
2,25924 
2,25594 
2,25320 

2,25689 
2,26816 
2,28035 
2,28849 
2,29330 
2,29784 
2,30342 
2,30266 
2,28613 
2,25279 
2,21392 
2,18227 

64° 12' 29" 
52  38  53 
40  40   5 

33  1  46 

29  59  23 
29  13  55 

29  30  42 

30  17  31 

3  1  45   2 

34  19  46 
38  32  50 
44  30  44 

51  25  32 
58  21  27 
64  33  34 
69  40   8 

73  21  10 

75  26  25 

76  1   6 
75  20   9 

74  13   3 
73  40  56 
73  35  16 
71  20  58 

2,75206 
2,73117 
2,71857 
2,71199 

2,69749 
2,67037 
2,63293 
2,59125 

2,65193 
2,51867 
2,49252 
2,47454 

2,46747 
2,47158 
2,48696 
2,51231 

2,54388 
2,57769 
2,01257 
2,65226 

2,69746 
2,74176 
2,76945 
2,76984 

199''51'  33" 
87  24  64 
23  12  17 

362  43   6 

345  25  50 
345   1  31 
345  43  22 
344  37  29 

340  13  27 
333  58  44 
328  49   9 
325  45  41 

323  43  18 
321  22  16 
318   8   0 
314  43   6 

311   6  38 
306  22  49 
299   5  68 
291  27  46 

288  50  43 
293   4  39 
301  33   0 
305  42  52 

1,55977 
2,36067 
2,64800 
2,96225 

3,14057 
3,22400 
3,25073 
3,24291 

3,22807 
3,22718 
3,24361 
3,25936 

3,26405 
3,26876 
3,249  55 
3,24087 

3,22728 
3,20677 
3,19238 
3,20724 
3,23796 
3,23144 
3,11144 
2,76017 

340°46'49" 
352  11  88 
356  18  29 
352  65  21 

346  65  57 
342  50   8 
340   9  55 
337  40  51 

333  33  15 
325  52  13 
314  56   0 
303  46  34 

290  17   8 
293   2  50 

292  29  25 

293  22  14 

294  13  13 
293  40  10 

291  37  44 

289  34   4 

290  34   9 
296  62   7 
308  34  49 
324  36  54 

1,96804 
1,98789 
1,96982 
1,91246 

1,88915 
1,88292 
1,87250 
1,84832 

1,81020 
1,77308 
1,75800 
1,77936 

1,82831 
1,87878 
1,91523 
1,93202 

1,92977 
1,91666 
1,90331 
1,90088 
1,91139 
1,91763 
1,91478 
1,92915 

9  7"  17' 14" 
113  48  31 

128  48   8 

137  2  57 

138  27  21 
136  37  35 
134   8   0 
131  46  55 

129  28  56 
126  28  40 
122  16  58 
116  30  35 

109  11   5 
101  44  44 
95  40  31 
91  36   5 

89   8  18 
87   2   9 
84  25  34 
81   2  19 

77  34   1 
76  11  16 

78  23   7 
S5   0   2 

1,99998 
1,99670 
1,98895 
1,97212 
1,95467 
1,94443 
1,93948 
1,93609 

1,92757 
1,91076 
1,88934 
1,86949 

1,86134 
1,87018 
1,89048 
1,91394 

1,93150 
1,93891 
1,93881 
1,93820 

1,94871 
1,971-25 
1,99093 
1,99968 

295  13  48 

296  36  49 

297  54  28 

299  26  17 

300  41  66 


302  51  29 
304  19  24 


307  28  58 
309  13  31 


2,77921 
2,77029 
2,77773 

2,80293 
2,82670 
2,83698 
2,83402 

2,83122 
2,83128 
2,83066 
2,82833 

2,82801 
2,83058 
2,83253 
2,83349 

2,83430 
2,83282 
2,82869 
2,82785 
2,83042 


28 

22 

12 

29 

37 

35 

31 

7 

35 

32 

26 

19 

33 

32 

54 

34 

44 

28 

36 

11 

52 

37 

43 

42 

40 

43 

44 

61 

46 

14 

4  7 

26 

2,2833; 
2,28141 
2,29Si: 
2,3158( 

2,3306( 


2,34442 
2,34517 
2,34485 
2,34299 
2,34302 
2,34480 
2,34636 
2,34692 

2,34793 
2,34639 
2,34251 
2,34101 

2,34350 
2,33928 
2,31802 
2,29589 


303 

22 

16 

286 

42 

7 

273 

53 

12 

264 

44 

68 

256 

13 

53 

246 

38 

36 

234 

30 

52 

218 

59 

,i 

201 

3 

181 

6 

158 

14 

48 

144 

35 

3 

142 

34 

15 

1,81442 
1,71411 
1,59770 
1,52212 

1,48416 
1,45624 
1,45660 
1,48029 

1,49649 
1,49093 
1,47014 
1,43928 

1,41813 
1,41917 
1,43701 
1,51475 


160  38  3S 

161  30  48 

162  51  46 


3,39682 
3,44293 
3,43052 


3,38866 
3,38624 
3,38145 
3,38250 
3,38575 
3,38639 
3,38503 
3,38404 
3,38319 

3,38344 
3,38601 
3,38770 
3,37884 

3,36487 


153 

26 

11 

154 

16 

25 

156 

6 

6 

168 

15 

24 

159 

32 

23 

159 

56 

44 

160 

30 

9 

161 

3  5 

3  4 

1  6  3 

12 

48 

164 

54 

23 

1,69362 
1,74647 
1,84261 
1,88114 

4,86907 
1,84680 
1,83897 
1,$4085 

1,84426 
1,84169 
1,83355 
1,82934 
1,83204 
1,83810 
1,84287 
1,84340 

1,84501 
1,85078 
1,85102 
1,83530 

1,80384 
1,77565 
1,76547 


29"56'  22" 

1,95528 

19  13  12 

1,92068 

07   5  29 

1,95552 

04  11  21 

2,01653 

)11 

50 

4 

2,04824 

!13 

1 

2,04664 

314 

23 

31 

2,04729 

316 

38 

2,04876 

U7 

42 

57 

2,04764 

tl9 

8 

2,04512 

i20 

19 

2,04339 

121 

4 

2,04314 

122 

« 

2,04474 

323 

38 

2,04578 

325 

21 

2,04560 

320 

11 

2,04765 

328 

51 

2,05185 

330 

49 

2,05388 

332 

7 

2,04787 

334 

18 

2,03116 

574 


lo«  .• 

I,T1>4S 

1,24250 

i,.iu-ur, 

l.lPlSliS 

2,110!)  11) 

2,uo8ai 

1, ■,17283 

l,U5G40 

1,Ü«-0'J 

l,'JI)l)C4 

l,'.JIi4t)l 

l,'J(i!*Ul 

l,yu!)s2 

l,'J«5S4 

1,!1«57  1 

1,'J«879 

1,1)6'J19 

1,96S78 

1,!)5'J25 

l,'J«n97 

1,99232 

1,97950 

l,9ö211fi 

1,93021 

Kxcentricitiits- 
winkel 

(5         I   lot;i 


Mittlere  Liinge 
9         I   K"- 


Logarithm 
der  H.  A. 

9      I  loRl 


dei  Knote 
I  log» 


der  Buhii 
!  log«- 


102  51', 

1  S  5  1  :l 

197  4'5 

204  4  1 

199  1 

1S9  22 


1,15330 

1,05S6S 

1,33602 

1,4V7I 

1,5083 

1,50033 

l,47SU5 

1,4U936 

1,47855 
1,4781 
1,4758 
1,4  7  9  59 

',1' 
1,47035 
1,47559 
1,47746 

1,47786 
1,4767 
1,47034 
1,47464 

1,49963 
1,49094 
1,45822 
1,39453 


112"42' 

2»" 

303   6 

265  53 

247  17 

229  23 

212  52 

1,97543 
1,99888 
2,03528 


1,7547 

1,77971 


1,93533 

1,97180 

2,001 

2,044 

2,066 


325  33  59 
318  52  4 
312  40  40 


2,19383 
2,28355 
2,26882 
2,2888 
2,47630 
2,55047 
2,55613 
2,63194 
2,51951 
2,5329 
2,5356 
2,5305 
2,5297 
2,530r. 
2,53131 
2,52 

2,5282« 
2,53455 
2,5443 
2,52383 


22"  26'  53" 
59  50  45 
82  47  48 


315  20  16 

304  14  4C 

294  13  42 

303  16  41 

334  36  9 


0,«7«7 
0,9553 

0,93159 
0,99022 
1,06067 
1,055« 


112° 
11,4 

22' 
14 

2" 
41 

•iOS 

10 

54 

22  7 

0 

14 

231 

21 

52 

223 

59 

28 

212 

55 

4  9 

204 

2s 

52 

19V 

50 

2« 

188 

41 

13 

180 

21 

29 

171 

54 

5 

103 

4  0 

47 

15.'. 

46 

23 

147 

39 

42 

139 

30 

24 

131 

30 

34 

122 

52 

13 

113 

37 

55 

10« 

39 

13 

100 

13 

»5 

9  0 

7 

11 

82 

3  3 

22 

S8 

5 

12 

1,09774 

2158S 

1,27771 

1,24508 
1,1916  4 
1,18330 
1,11>55I 

I,1V864 
1,1»519 
1,19110 
1,11(131 

), 19657 
1,19844 
1,19500 
1,19343 

1,19224 
1,19018 
1,19749 
1,20518 

1,19270 
1, 18647 
1,22521 
1,24107 


181  45  51 


S2  52  3  7 

79  52  59 

77  1  40 

74  25  35 

171  41  17 


1,94070 

1,94423 

1,90170 

1,97279 

1.93834 

1,90432 

1,90157 

1,91231^ 

1,91143 

1,90739 

1,91081 

1,90952 

1,90928 

1,91009 

1,9090S 

1,90889 

1,91005 

1,9  118» 

1,90087 

1,90836 

1,91428 

1,90022 

1,9  3293 

1,94046 

245»55'  3l' 
1  47  43 
275  49  40 
282  55  1 
282  48  49 


1,47332 
1,47193 
1,45499 


1,41488 
1,41552 

1,41813 
1,41753 
1,41515 
1,41623 
1,41852 
1,41713 
1,41506 
1,41647 

1,41811 
1,42113 
1,43580 
1,45712 


12  3° 

^, 

„ 

2,22934 

119 

2,21332 

113 

2,21278 

111 

2,22084 

112 

2,21586 

112 

2,20404 

112 

2,1924  7 

113 

2,18231 

114 

2,17366 

114 

2,18061 

115 

2,16088 

116 

2,15023 

117 

2,15437 

118 

2,16441 

119 

2,15524 

12ü 

2,15853 

121 

2,16387 

122 

2,17013 

122 

2,17829 

123 

2,18776 

123 

2,19788 

124 

2,21077 

124 

2,22080 

124 

2,22842 

25  35 

16  23 

0  41 

56  42 

20  22 

30 

11 

55 

27 

17 

22 

25 

9 

24 

22 

8 

22 

19 

31 

47 

16 

15 

39 

14 

0 

26 

11 

32 

58 

7 

10 

1 

0 

30 

21 

7 

13 

45 

2,42448 
2,31473 
2,37591 
2,48841 

2,51641 
2,49438 
2,47896 
2,48070 

2,4897  0 
2,48550 
2,48200 
2,4  839  1 

2,48453 
2,48437 
2,48583 
2,48536 

2,48177 
2,48266 


2,4S0i; 
2,5ii45> 


57 

20 

53 

4  0 

53 

22 

52 

1 

48 

60 

45 

30 

44 

37 

40 

59 

37 

19 

34 

45 

31 

17 

29 

25 

27 

24 

24 

20 

21 

45 

20 

16 

54 

14 

1 

45 

7 

43 

68 

1,10087 
1,14337 
1,04979 
0,S5S7« 
0,85022 
0,90837 
0,91811 
0,89969 

0,88953 
0,90417 
0,90364 
0,90342 


1,91 
1,00808 


107' 

27" 

185 

7 

200 

58 

218 

19 

212 

32 

205 

36 

2U3 

55 

202 

36 

199 

15 

194 

53 

193 

67 

191 

11 

187 

37 

186 

22 

182 

10 

178 

»1 

r-fi 

20 

175 
171 

3 
66 

168 

30 

167 

19 

162 

t« 

158 

13 

169 

62 

1,2524 
1,2981 
1,28  Kl 


1,148- 
1,1497 
1,1547 
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X 

Perihel 

um 

Excentricitäts- 
winkel 

Mittlere  Länge 

Logarithm 
der  H.  A. 

Länge 

des  Knoten 

Neigung  der  Bahn 

f 

logr 

JL 

logr 

9 

log,- 

<? 

log,- 

(0 

log,- 

<P 

logr 

0° 

47<'23 

<)■)" 

1,46365 

131 

"    0 

32" 

0,90438 

198''21'17" 

0,87987 

246°34'  3" 

2,09447 

334"51 

2" 

9,99962 

77''43 

1" 

0,69035 

15 

27  20 

10 

1,35828 

94 

31 

50 

0,80364 

19»  27  47 

0,26255 

232  39  47 

2,13649 

159  32 

20 

0,39147 

29  41 

14 

0,21866 

30 

352  30 

7 

1,38278 

70 

5  6 

13 

0,97738 

74   2  37 

0,76628 

225  51  40 

2,12129 

195  57 

37 

0,67943 

345  20 

3 

0,71671 

45 

343  16 

14 

1,54990 

72 

32 

15 

1,08959 

91  50  36 

0,90913 

211  11  37 

2,09684 

222   9 

3 

0,68649 

0  37 

46 

0,67717 

60 

351   7 

2S 

1,61054 

79 

11 

37 

1,11213 

98  39  17 

0,75776 

207  26  16 

2,16130 

229  24 

36 

0,57613 

11  33 

38 

0,86624 

75 

357  59 

42 

1,59963 

S3 

50 

49 

1,09776 

87  50  12 

0,55813 

213  44  46 

2,18162 

222  47 

51 

0,55995 

12  40 

7 

0,83547 

90 

359  3S 

52 

!,5S702 

86 

0 

57 

1,09206 

69  17  14 

0,38852 

218   7   4 

2,17608 

226  43 

47 

0,58842 

14  26 

56 

0,84290 

105 

1  42 

1 

1,59261 

88 

26 

5  3 

1,09943 

37  28  21 

0,29416 

219  32   3 

2,17010 

231  26 

41 

0,57343 

18  27 

21 

0,84175 

120 

5   2 

14 

1,59456 

91 

30 

16 

1,10072 

6   1  35 

0,36275 

222   7  54 

2,17778 

233  19 

40 

0,57306 

20  51 

42 

0,84141 

135 

7  50 

38 

1,58899 

94 

1 

42 

1,09657 

34-  48  40 

0,44312 

225  47  29 

2,16924 

23  7   0 

12 

0,57946 

23  40 

2 

0,84705 

15« 

9  60 

18 

1,59480 

96 

27 

31 

1,09529 

338  18  14 

0,52566 

227  37  57 

2,17568 

239  35 

64 

0,57772 

26  15 

0,84405 

165 

13  30 

32 

1,59210 

99 

37 

27 

1,09847 

334  25  31 

0,56423 

231  24  14 

2,17563 

241  51 

38 

0,58438 

28  19 

56 

0,84426 

180 

15  30 

40 

1,59074 

102 

41 

21 

1,09782 

329  55  41 

0,59878 

232  55  21 

2,17030 

244  46 

14 

0,68250 

31  35 

4 

0,84387 

195 

IS  35 

24 

1,59385 

104 

54 

19 

1,09612 

328  44   4 

0,59982 

236  31  40 

2,17647 

246  27 

14 

0,57932 

34  25 

51 

0,83925 

210 

21  11 

20 

1,59323 

107 

16 

26 

1,09762 

323  40  37 

0,67657 

239  14   3 

2,16961 

249  23 

1 

0,68186 

37   1 

27 

0,84377 

225 

24   6 

0 

1,58965 

110 

3  0 

50 

1,09764 

322  10  28 

0,53918 

241  31  47 

2,17502 

262  37 

59 

0,57260 

40  17 

30 

0,84591 

240 

26  18 

20 

1,59444 

113 

3  3 

57 

1,'09464 

314  18  47 

0,45675 

244   8  20 

2,17194 

254  40 

22 

0,67353 

42  23 

36 

0,84345 

25  5 

29  51 

21 

1,59210 

115 

47 

40 

1,09576 

303  53  41 

0,37351 

247  16  31 

2,17224 

258  51 

44 

0,58100 

44  44 

7 

0,84750 

27  0 

31  41 

2 

1,56196 

IIS 

17 

44 

1,10026 

273  39   5 

0,22625 

249  47   8 

2,16776 

261  54 

40 

0,57242 

48   9 

26 

0,84235 

2S5 

35  20 

0 

1,,59  14S 

121 

25 

27 

1,09775 

236  40  27 

0,27233 

252   7  37 

2,18034 

262  41 

68 

0,58454 

60  16 

56 

0,83720 

300 

3(1  59 

9 

1,59393 

124 

3 

55 

1,09184 

204  20  39 

0,42643 

255  50  59 

2,17017 

266  51 

47 

0,59728 

53  25 

35 

0,84768 

315 

41  10 

3  9 

1,59519 

126 

4  3 

7 

1,09781 

196   0  39 

0,64212 

257   5  29 

2,16845 

269  19 

23 

0,57987 

57  22 

47 

0,84668 

330 

43  33 

2 

1,58790 

131 

22 

19 

1,10133 

190  44  26 

0,77953 

262   9  51 

2,16983 

272  57 

52 

0,58681 

59  10 

12 

0,84780 

345 

49  36 

14 

1,57054 

136 

12 

31 

1,05240 

188  42  35 

0,90479 

261  11  40 

2,12087 

291  51 

48 

0,52018 

65  57 

36 

0,84196 

A^   =  llSt-  — 4$ 


205 

39 

1,0119 

198 

5  9 

1,0129 

192 

45 

1,0121 

185 

17 

1,0115 

178 

56 

1,0166 

171 

36 

1,0131 

165 

11 

1,0055 

168 

16 

1,0141 

152 

10 

39 

1,0310 

4  59  0 

353  24  31 

344  36  21 

338  46  68 


12  54 


305  15  13 


,52751 
,51403 
,52987 


0,51193 
0,52001 
0,52726 
0,51700 
0,50810 
0,51149 
0,50896 
0,50660 
0,52309 

0,53248 
0,51896 
0,52688 
0,53781 


184"  6'  54' 
164  46  1 
135  26  42 
126  25  36 


256 

42 

15 

242 

54 

231 

46 

36 

222 

52 

214 

1 

206 

47 

44 

)7075 
)7466 
11211 
)7450 


0,29439 
0,26030 
0,36255 
0,49965 

63012 

72484 

0,81115 

,87396 

,93632 
,99669 
,04482 
,09013 


22»36 

18" 

1,29657 

88  36 

45 

0,83992 

122  43 

24 

1,26896 

126   7 

14 

1,66338 

130  52 

13 

1,63736 

124  36 

44 

1,59414 

114  11 

29 

1,59838 

112   4 

6 

1,59890 

105  45 

20 

1,67482 

96  49 

4  3 

1,59562 

90  42 

s 

1,60450 

82  32 

16 

1,60071 

77  17 

62 

1,60362 

72  13 

12 

1,57960 

62  52 

51 

1,58470 

56  25 

25 

1,61844 

51  32 

56 

1,61110 

42  53 

64 

1,69048 

34  40 

42 

1,58637 

28  35 

39 

1,59824 

24  43 

24 

1,61265 

17  36 

10 

1,60421 

7  66 

51 

1,61180 

9  10 

17 

1,56567 

54  40  17 
50  46  22 
38  48  60 


0,27 
0,06864 


0,00828 
9,90906 
0,00252 


0,00599 

9,98*18 
0,02852 
0,01159 
9,98464 


186° 15 

229 

11 

38 

272 

27 

60 

300 

15 

3  6 

299 

4 

22 

282 

18 

2- 

278 

46 

0 

271 

29 

30 

260 

7 

47 

264 

45 

42 

247 

31 

39 

238 

45 

32 

234 

53 

2 

229 

4 

43 

221 

21 

36 

217 

15 

49 

210 

23 

45 

201 

6 

4 

195 

25 

24 

186 

43 

34 

176 

31 

51 

172 

7 

59 

163 

34 

15 

161 

27 

28 

0,37648 
0,40583 


0,22486 
0,25687 
0,30043 
0,27470 

0,28420 
0,29035 
0,26164 
0,26363 

0,26583 
0,24591 
0,25872 
0,27343 

,26468 
,28309 
,29445 
,27398 

0,28263 
0,27294 
0,23672 
0,30375 


57(^ 


IVrihi'liiim 
<?  I    los»- 


loK^ 


Mittle 

<f 


I   log' 


l.ogaritlim 
der  H.  A. 

y        I  '"Kl 


Ige  des  Knoten 
?  I   logr 


der  Halm 
I    logr 


1,281113 
1,301138 

l,3o:iS3 
1,205411 

1,23542 
1,24128 
l,247i>$ 
1,24U4U 

I,2401S 
1,24444 
1,24342 
1,24317 


1,24 


1,241110 
1,24173 
1,24518 

1,214611 
1,2421)4 
1,24407 
1,2434K 

1,24352 
l,24Br,3 
1,24548 
1,2  511111 


0,801104 
0,81280 
0,793ti7 
0,75407 

0,72446 
0,72788 
0,74478 
0,74011 

0,74181 
0,73801 
0,74368 
0,744 

0,7  3  7 
0,73271) 
0,7385 
0,74540 

0,74422 
0,74022 
0,74383 
0,74 

0,74250 
0,72772 
0,73181 
0,70522 


184''4  0' 

53" 

188  58 

5 

187  34 

25 

187  12 

50 

187  31 

35 

187  38 

20 

187  37 

58 

187  50 

53 

ISh   1 

27 

188   3 

27 

188  11 

35 

188  21 

57 

ISS  27 

10 

188  37 

56 

188  52 

30 

18S  58 

38 

ISO   3 

55 

180  14 

20 

181)  111 

37 

189  24 

31) 

189  38 

14 

180  44 

33 

180  42 

13 

181.  52 

3 

1,80541 
1,00214 
1,00601 

1,00483 
1,00040 
1,80823 
1,80703 

1,89510 
1,80404 
1,80360 
l,892:i4 

1,89153 
1,80101 
1,80205 
1,81)241 

1,80387 
1,81)406 
1,80562 
1,80751 


02°  18 

08  3« 


00  18  40 
08  10  3 
96  10  28 


23  12 
20  17 
26  37 


1,83462 

1,83381 

1,83603 

1,83878 

1,83838 

1,83445 

1,820 

1,82740 

1,8277 
1,8203 
1,83074 
1, 83104 

1,83052 


1,8308 

1,83002 
1,8302 
1,8200 
1,82870 

1,83037 
1,83385 
1,83672 
1,83672 


125  25 
120  53 


0,20 
0,21 

0,2  412  5 
0,23 

0,22212 

0,21 

0,23  755 

0,24 

0,21083 

0,20455 

0,221 

0,237 


0,2220» 
0,30706 


257  59  18 

250  53  54 

25«  U  14 

253  24  56 


251 


50 


58  53 
55  21 


4907 
O.SOii^ 

5011- 
0,5021 
0,507.'. 


0,50755 
0,50785 
u,4»J9& 
0,48081 

0,50150 
0,49508 
0,48010 
0,5171iH 


255 
270 
285 


172  11  41 

20  35  22 
42  41   2 


0,67798 
0,26417 
0,51480 


0,50137 

0,47722 
0,47528 
0,49351 

0,40493 

0,40684 
0,5  1206 
0,51025 
0,40676 

0,49881 
0,40845 
0,48833 
0,49070 


1931 


152 

50 

152 

24 

151 

18 

154 

18 

168  16  11 

173  19  23 

175  40  44 

178  20  U 

183  48  15 

101  2  45 


0,6422 
9,0948 
9,73755 
0,05030 

9,03871 


9,99320 
0,01354 
0,01800 


0,96052 
9,97810 
0,00087 
0,02147 
0,01276 
9,09387 
9,99536 

0,02544 
0,04877 
0,02539 

9,91813 


272"3ir 
275  21 
154    54 


212  10  39 
210  48  17 


50  20  33 
38  12  44 
42   1   2 


52 

28 

14 

48 

42 

36 

23 

44 

20 

0,76113 
9,13229 
9,55804 
9,81903 
0,83063 
9,85096 
9,13438 
9,12314 

9,30323 
9,42212 
0,65175 
0,77158 

9,78035 
9,74386 
9,74585 
9,74055 

9,62818 
9,31826 
8,98320 
9,10421 
9,33370 
9,70050 
9,88376 
0,91117 


330 

54' 

305 

32 

276 

37 

268 

55 

270 

18 

274 

13 

280 

47 

284 

4 

287 

10 

288 

7 

290 

4  0 

294 

13 

299 

1 

306 

55 

322 

49 

45 

324 

35 

326 

12 

329 

5 

333 

38 

338 

11 

343 

20 

35 

0,81644 
0,70707 
0,82754 
0,98019 

1,07733 
1,12613 


1,10517 
1,08480 
1,07561 
1,07715 
1,08203 
1,08600 
1,08512 
1,08176 

1,08153 
1,09065 
1,10963 
1,13018 
1,13910 
1,12366 
1,07208 


326»25' 

41" 

8,90C;)4 

306  5« 

26 

0,01491 

293  21 

36 

9,00762 

287   4 

32 

9,19308 

285  35 

20 

9,2799  0 

286  49 

35 

9,35168 

289  42 

34 

9,41019 

293  35 

12 

9,45703 

298   5 

32 

9,49387 

103   1 

1 

9,52180 

308  13 

1 1 

9,54176 

313  34 

24 

9,55436 

319   1 

19 

0,55974 

.124  29 

12 

0,55832 

329  54 

27 

0,54994 

33  5  12 

4  2 

9,53437 

340  18 

15 

9,51106 

345   5 

4 

0,47959 

349  21 

10 

9,43868 

152  52 

4 

9,38717 

355   9 

55 

9,32329 

155  27 

40 

9,24538 

352  12 

55 

9,15389 

(43   9 

40 

9,05882 

118 

4  2" 

9,37705 

103 

58 

9,35444 

89 

10 

9,38982 

7  9 

58 

9,46103 

75 

21 

9,53905 

74 

16 

9,61014 

7  5 

53 

9,67070 

29 

9,72080 

82 

31 

9,76114 

86 

1 

9,79285 

Ol 

5 

9,81654 

«5 

67 

9,83283 

100 

1 

9,84222 

105 

15 

9,84484 

HO 

45 

9,84074 

115 

25 

9,82993 

120 

17 

9,81207 

126 

48 

9,78867 

120 

7 

9,75325 

132 

24 

9,71060 

135 

44 

9,85861 

136 

43 

9,5956« 

134 

2 

9,52267 

120 

33 

9,44434 
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577 


.. 

Perihelium 

9    1  log  )■ 

Excentricitäts- 
winkel 
?    1  logr 

.Mittlere  Länge 
9    1  logr 

Logarithm 
der  H.  A. 
9    I  log»- 

Länge  des  Knoten 
cf    1  logr 

Neigung  der  Bahn 
?    1  logr 

15 
311 
45 

fi« 
75 
•Jll 
1U5 

12  0 

l;i5 

15ü 

lös 

ISO 
195 
210 
225 

240 
255 
270 
285 
300 
315 
330 
345 

248043' 49" 
279  15  33 
311  32  53 
335  20  11 
343  51  10 
333  40   2 
320  53   7 
316  58  34 

313  44  36 
304  59   9 
295  31  45 
291  42  58 

289  40  58 
283  55  27 
276  47  40 
273  42  13 
271  42  20 
264  55  40 
254  53  19 
248   9  43 

246  18  26 
238  27   0 
227   7  lil 
229  27   0 

0,17026 
0,17473 
0,17833 
0,15945 

0.09244 
0,04295 
0,09271 
0,13799 

0,12432 
0,09422 
0,10179 
0,11547 
0,09803 
0,07425 
0,08896 
0,11871 

0,11961 
0,10231 
0,11496 
0,14155 
0,12496 
0,07250 
0,07741 
0,13815 

0°  1'  2" 
12   2  59 
23  39   1 

33  5  40 
39  46  47 
43  50  37 
45  39  19 
45  30  19 

39  46  32 

34  9  15 
26  43  27 
17  45  13 

7  55  56 
358  15  41 
349  41  30 

342  47  3S 
337  46   0 
334  36   3 
333  IG  20 
333  50  24 
336  30  55 
341  38  38 
349  30  39 

9,52192 
9,51605 
9,53198 
9,56274 

9,59721 
9,62722 
9,63864 
9,65954 
9,66026 
9,65214 
9,63789 
9,62194 
9,60957 
9,60542 
9,61129 
9,62409 

9,63924 
9,65097 
9,65587 
9,65141 
9,63649 
9,61176 
9,57989 
9,54671 

237<>38'  9" 
231   0  37 
224  19  17 
217  42  16 

211  16  24 
215  10  12 
199  33   9 
194  38   7 

190  44  12 
188  24  57 
188  46  21 
194   9  44 
209  10  15 
235  28  28 
258  31  34 

269  36   4 

273   2   6 
272  35  25 

270  0  50 
266  10  49 

261  28  11 
266   7  14 
250  17  38 
244   6   0 

0,14323 

0^13729 
0,12591 

0,10851 
0,08424 
0,05170 
0,00907 

9,95380 
9,88246 
9,79096 
9,67734 

9,55934 
9,51712 
9,60305 
9,72762 

9,83623 
9,92214 
9,98874 
0,03973 

0,07813 
0,10619 
0,12559 
0,13764 

126»55'  39" 
141  51  24 
156  32  35 
167  53  10 

175   9  42 
179   1  •■) 
ISO  15  31 
179  24  45 

170  45  15 
172  22  56 
166  19  45 
158  40  11 
149  41  18 
139  58  19 
130  20  22 
121  34  39 

114  12  28 
108  28   3 
104  23  26 

102  1  10 

101  28   0 

103  2  16 
107  18  26 

115  4  14 

0,51574 
0,49882 
0,51974 
0,56592 

0,61755 
0,66237 
0,69553 
0,71621 

0,72525 
0,72466 
0,71725 
0,70720 
0,69894 
0,69637 
0,70081 
0,71031 
0,72076 
0,72761 
0,72708 
0,71645 

0,69395 
0,65887 
0,61252 
0,56031 

162»6'22' 

9,04724 

120''40'  2S" 

9,31655 

.4„  =  l7^^-,:.^ 

A,,   =  20?!-- S> 

A,3   =  214-8$ 

x 

Pcrilielium 

Perihelium 

Perihelium 

?      1   logr 

<p      1   log  r 

9      1   log  r 

0» 

272''34'25" 

9,412411 

155»  9'  18" 

9,56390 

1  5 

310  50  36 

9,34107 

161  27  33 

9,56742 

311 

3  50  21  42 

9,40021 

167  45  59 

9,56357 

4  5 

16  44  37 

9,50982 

174   1  44 

9,55234 

.;o 

33  46  22 

9,59  1  13 

ISO  12  11 

9,53334 

75 

46   6   0 

9,63087 

186  13  38 

9,50588 

9  0 

55  4  7  58 

9,620S0 

192   0  52 

9,46892 

105 

63  37  44 

9,58793 

197  26   0 

9,42081 

120 

69  38  42 

9,50118 

202  14  58 

9,35904 

135 

73   4  27 

9,35926 

20  6   2  15 

9,27972 

150 

71   Sil 

9,14014 

207  52  56 

9,17673 

165 

52   6  50 

8,81362 

205  33  13 

9,04130 

173''1S'28" 

9,19815 

180 

351  42  51 

8,61945 

192  57  29 

8,87279 

195 

313  14  42 

8,69930 

160  12  51 

8,76711 

210 

279  25  13 

8,651S9 

128  29  42 

8,88204 

225 

221  3  3   3 

8,78534 

116  43  23 

9,04953 

240 

197  48  10 

9,10704 

114  43  25 

9,18299 

265 

194   S  4S 

9,33566 

116  43  25 

9,28436 

270 

196  50   1 

9,48515 

120  34  19 

9,36276 

285 

202  27  26 

9,57794 

125  25  44 

9,42373 

300 

209  59  55 

9,62523 

130  52  18 

9,47117 

315 

219  23  22 

9,63131 

136  40  24 

9,50759 

330 

231  18  10 

9,59676 

142  42  28 

9,53457 

34  5 

247  36  18 

9,5204  6 

148  53  17 

9,55314 
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[VIII.  STÖRUNGEN  DER  PALLAS 
DURCH  SATURN.] 


[1.] 
[Die  Störungen  durch  Saturn  wurden  von  Nicolai  im  "Wesentlichen  in  derselben  Weise  gerechnet, 
wie  die  durch  Jupiter,  indem  die  störenden  Kräfte  nach  der  inteqiolatorischen  Methode  nach  Reihen  mit  den 
Argximenten  M  und  M'  entwickelt  wurden.  Indessen  wurden  nicht  die  drei  Grössen  T,  V,  W  als  Com- 
ponenten  der  störenden  Kräfte  verwandt,  sondern  diese  wurden  in  drei  rechtwinklige  Componenten 
X,  Y,  Z  zerlegt ,  von  denen  die  erste  in  die  Richtung  der  Apsidenlinie  der  Pallas  fallt ,  die  zweite  senk- 
recht dazu  in  der  Bahnebene  der  Pallas  liegt  und  die  dritte  senkrecht  zu  dieser  Bahnebene  steht.  Sind 
X,  y,  z,  x'i  y',  z'  die  rechtwinkligen  Coordinaten  beider  Planeten  in  bezug  auf  die  eben  genannten  Axen,  so 
sind  diese  Componenten 


nd  ihre  Beziehungen  zu  den  früher  benutzten  sind: 

-^^  (Ycos  ü  -  6)  -  Xsin  (»  -  di))  =  7 
cos  <?  \ 

— 5_(rsin(y-i)+Xco8(u-m;)  =  T 
cost? 

_  -I^  Z  =W. 

COS<{> 

Die  Störungen  der  Elemente  bestimmen  sich  dann  aus  den  Gleichungen 
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dt     arcos  {v  —  Q] 

dM  cos'f 

dQ  ar  sin  (y  —  S;    _, 


dM  costpsini 

4^  =  aaem{v-ü>].cosE.X-aa(l+coB{v-&).coBE)Y 

am 

^^  ""  (cos  cp  +  sin  {V  -  cö)  ■  sin  ^)  X-  ""  °°^  '^'  "  '^'  ^'"  ^^ 


'  dJf 

dn    3a'«oostpco3£' 

'dM  ~  r 

/dA  _     > 
de    _    di^  _  '"'"U"^^         /  _  sinjg(2-ee-ecos.E)    dy 
dM  ~   dM            aacostp  coscp  dM 

.  a?-  tg  5  i  sin  (y  —  Q )  ^ 

welche  sich  leicht  aus  den  Artikeln  S — 12  der  Exposition  d'une  nouvelle  methode,  S.  45» — 455  dieses  Bandes, 
ableiten  lassen,  und  wo  die  Bezeichnungen  die  S.  4  73—474   dieses  Bandes  erläuterte  Bedeutung  haben.] 


[2.] 
Nicolai  an  Gauss,  Seeberg,   19.  März   1814. 

{ Seit  kurzem  habe  ich  nun  auch  wieder  die  Saturnsstörungen  der 

Pallas  vorgenommen,  und  ich  mache  mir  das  Vergnügen,  Ihnen  heute  drei 
vollendete  Elemente  mitzutheilen.  Sie  werden  Sich  vielleicht  wundern  über 
die  ziemliche  Anzahl  der  Gleichungen,  worüber  ich  anfangs  selbst  erstaunte; 
allein  das  meiste  ist  Quarkzeug,  was  die  Resultate  wohl  wenig  ändern  wird. 
Indess  habe  ich  keine  einzige  Gleichung  vernachlässigt,  die  bei  log«  mehr 
als  eine  Einheit,  und  bei  den  andern  Elementen  mehr  als  0','l  beträgt,  so  wie 
Sie  es  beim  Jupiter  gemacht  haben.  Auch  kann  ich  die  Richtigkeit  einer 
jeden  Gleichung  verbürgen,  da  ich  sie  alle  zuerst  mit  grosser  Sorgfalt  und 
Emsigkeit  berechnet,  und  dann  noch  einmal  flüchtig  nachgesehen  habe.  Ich 
glaubte  dies  thun  zu  müssen,  da  man,  die  Interpolationen  etwa  ausgenommen, 
bei  der  ganzen  Rechnung  keine  ControUe  hat Noch  muss  ich  be- 
merken, dass  ich  für  die  Saturnsmasse  diejenige  angenommen  habe,  welche 
Laplace  nach  neuern  Untersuchungen  in  der  neuesten  4**^°  Ausgabe  seiner 
Exposition  du  Systeme  du  monde,  welche  vor  ein  paar  Wochen  hier  ankam,  ge- 
geben hat,   nemlich              •   —    Die   Rechnung    nach    dieser    andern   Methode 

73* 
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schrint  mir  übrigens  bei  Avoitcm  einfacher  und  bequemer,  als  die  nach  der 
erstem;  auch  ist  man  ohne  Zweifel  weit  wenigem  Irrungen  ausgesetzt;  nur 
vor  dem  zweiten  Theil  der  Epoche  habe  ich  etwas  Furcht.  —  Die  Säcular- 
änderungen  für  Neigung  und  Knoten,  so  wie  auch  die  grossem  Gleichimgen. 
stimmen  recht  gut  mit  meiner  ersten  Rechnung.  —  Ich  sollte  nicht  denlccn. 
dass  des  Periheliums  so  wie  auch  des  2*"^"  Theils  der  Epoche  wegen  die  an- 
genommene Anzahl  von  zwölf  zum  Grunde  gelegten  Pallasörtern  zu  klein  sein 
wild;  aber  wenn  ich  die  Anzahl  der  Gleichungen  für  diese  beiden  Elemente 
nach  meiner  frühem  Rechnung  mit  der  für"  die  andern  Elemente  nach  der- 
selben Rechnung  vergleiche,  und  nun  die  Menge  der  Gleichungen  für  die 
letztern  erwäge,  welche  die  neue  Rechnung  gegeben  hat,  so  fürchte  ich  ( •^ 
bein<ahe.  Dieserwegen  wünschte  ich  jetzt,  dass  ich  wenigstens  18  Pallasörtcr 
zum  Grunde  gelegt  hätte.  Die  Folge  der  Rechnung  wird  dies  alles  weiter 
ausweisen.  Die  numerische  Berechnung  aller  Gleichungen  für  die  9  Oppo- 
sitionen wird  übrigens  auch  noch  ein  kleines  Stück  Arbeit  sein 

Loga  und  erster  Theil  der  Epoche  'l 

5sin(  $             -^    79"  löO  Ii','a9 

-f-    7  sin  (2$            +    93  48)  0,24 

-f-    2  sin '3$            4-34  1  19)  0,04 

-\-    2sin(  $-1-    t>-f    87  31)  0,15 

-I-    2sin(  $—    t»+    92  48)  0,20 

-j-    2  sin  (2$  -    -^-f    77  14)  0,07 

-f-    2  sin (3$—    f  +    88  1^)  '»,05 

+     1  sin  (  $+2-^  +  140  23)  0,06 

+  38  sin  (  !^  — 2-^+    34  30)  3,92 

-(-39sin(2$  — 2-^+    88  29)  1,65 

-f-    9  sin  (3$ -2-^ -1-331  1)  0,23 

-1-    2sin(4$  — 2t>-f190  0)  0,03 

-)-10sin(  $— 3"^-^-    84  44)  1,37 

+    6sin(2$  — 3-^+    84  30)  0,27 


[•)  Der   Ausdruck   links   gibt    die   Störungen    von   loga  'in    Einheiten    der    7.  Decimale ;    die    rechts 
stehenden  Coefficienten  geben,  mit  dem  entsprechenden  Cosinus  verbunden,  die  Störungen  5./ «dt.] 
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-f-  9  sin  (3$  —  3t>  +    SJ"    4')  0';24 

+  3  sin  (4$— 3t? +  32  5    50)  0,00 

+  1  sin(  $  — 4t>  +  113      8)  0,28 

+  2sin(2$  — 4t>+    81    57)  0,09 

+  2sin(3$  — 4t)+    82    45)  0,05 

+  2sin(4$  — 4t)4-    72    40)  0,04. 

Neigung  der  Bahn. 
Jährliche  Änderung  = -1- 0','1G950 

0','42sin(  $          +    42"58')  +  0','l  1  sinf  $  +  2t) -f  1  29"  41') 

+  0,24sin(2$          -f    98    47)  -|- 0,56  sin  (  $  —  2t?  +  243  2J  ) 

-f  l,02sin(          t>+    3'    58)  +0,29sin:2$— 2t)  +  2  75  8) 

-J- 0, 1  S  sin  ($  +    "^+89      3)  +0,23  sin  (           31?+    83  5) 

+  0,1lsin($—    f+355    47)  +  0,52  sini'  $  —  3t?  +  260  41) 

+  2,27sin(        2t»+105    16)  +  0,1  3  sin  (  $  —  4t)  +  273  9). 

Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 
Jährliche  Änderung  =  —  1 ','4 79 34 
0','89sin(  $  +28l''36')  +  l';22  sin(  $  —  2^»  +  Hl"  22') 

+  0,39  sin  (2$  +     11    13)  +  0,59  sin  (2$  —  2"^  +  184    51) 

+  l,79sin(  t>  +  246   49)  +0,31sin(  3t>  +  327   2l) 

+  0,17sin(  $+    t»  +  350    51)  +  0,36  sin     $  —  31?  +       3   31) 

+  0,75sin(  $—    t>+186    33)  +  0,14  sin  (2$  —  31?  +  143    10) 

+  0,13sin(2$—    f+301       7)  +  0,11  sin(3$  —  3t)  +  1  80   41  ) 

+  3,27  sin  (  2t)  +      2    51  )  +  0,1  3  sin  )  $  —  4t)  +    25      2).| 

+  0,15sin(  $  +  2t)+    37    19) 


[3.] 
Nicolai  an  Gauss.  Seeberg,  am  Charfreitage   1814. 

{ Heute  kann  ich  Ihnen  wieder  zwei  Elemente  mittheilen,  und  in 

nächster  "Woche   denke   ich    die   ganze  Arbeit   zu   endigen.  .   Meine  Besorgniss 
über   die   zu  geringe  Anzahl   der  zum  Grunde   gelegten  Pallasörter   ist  unge- 
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gründet  gewest-n.  Es  könufii  vii'lk'iclit  die  Gleichungen  II,  l'.t.  2<i.  25[*)] 
beim  Periheliuni  von  der  diucli  jene  zu  geringe  Anzahl  entstellenden  Un- 
richtigkeit etwaf?  aflicii-t  sein ;  allein  die  Coefiicienten  dieser  Gleichungen  sind 
so  klein,  dass  daraus  im  Allgemeinen  keine  wesentliche  Unrichtigkeit  ent- 
stehen kann 

Excentricitätswinkel. 
Jähi-liche  Änderung  =  —(»',':{(».");» 2 
a';7ssin($  +19l"38')  -}- 0','2  5sin(:i$  — 2"^ -f  320"  12') 

4- 1,52  sin (  t»  +  187   49)  +0,(50  sin  3t>  4-161    31) 

+  0,24sin(  $—   -^  +  202   49)  +0,76sin(  $— 3t)  +  206   23) 

+  0,14sin(2$—    t>  +  213    21)  +  0,55  sin(2$  —  3t>  +  208    25) 

+  3,52sin^  2t>  +  206    12)  -1- 0,30  sin(   $  —  4^)  +  199    50  ) 

-j- 0,1  ß  sin  (  $-1- 2t)  4- 176   47)  4- 0, 1  2  sin(2<^  —  4t)  4- 206   26) 

4- 4, OS  sin     $  — 2t)  — 206    13)  4- 0,1  0  sin  (3$  —  4t)  +  205    41). 

4-0,13siu  2<^— 2t)4-256    43) 

Länge  des  Perilieliums. 
Jährliche  Änderung  =4-0','01491 

2','04sin;  $             -1-345"  24')  4-2','lSsin(           3t)  4-    6l"2rj 

4-    0,3Isin(2$             +210    31)  +  2,52  sin(  $— 3t)  +  296  44) 

+    0,15sin(3$             +244    31)  +  2,06  sin  (2$  —  3t)  +  293  1) 

+    3,68  sin  (            f  +  33ü      2)  +  0,63  sin  ;3$  —  3t)  +  1  91  7) 

+    0,23sin(  $+    -^  +  319    18)  +  0,1  8  sin  4$— 3"^  +  232  6) 

+    0,33sin(  $—    t»-r250    31)  +  0,1  1  sin  5$— 3t)  +  1  20  31) 

+    0,52  sin  (2$  —    t»  +  302    45)  +0,1  9  sin  (           4t)  +    40  24) 

+    0,16sin(3$—    t>  +  200    37)  +l,09sin(  $— 4t)  +  295  0) 

+  12,74  sin  (           2t) +109    32)  +  0,42  sin  2$  —  4t)  +  294  3) 

+    0,52  sin  (  $+2t)+    68    51)  +  0,39  sin  3$  —  4t)  +  283  14) 

+  13,77  sin  ($  — 2t) +  304    12)  +  0,1  8  sin  4$  — 4"^  +  1  89  33) 

+    2, 4  7  sin  (2$— 2-^+182   45)  +  0,34  sin(  $  — 5t)  +  303  19) 

+    0,90  sin (3$  — 21^  +  244    15)  +  0,1  5  sin (2$  —  5t)  +  292  20) 

+    0,36sin(4$  — 2t)+126      6)  +  0,26  sin{  $  — 6t»  +  298  41 ).} 


['}  Bieg  sind  die  Gleichungen  mit  den  Argumenten:  4$  —  2"^,  1^  —  3'^,  54  —  3-^,  4$  —  4t>.] 
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[■!•] 
Nicolai  an  Gauss,  Seeberg,   22.  April   1814. 

j Meinen  letzten  Brief  vom  S.  April   mit  den  Störungsformeln  für 

Excentricität  und  Perihelium  werden  Sie  bekommen  haben;  heute  kann  ich 
Ihnen  das  Ende  der  Arbeit  schicken,  nemlich  die  Gleichungen  für  den  2^^° 
Theil  der  Epoche 

Bei  dem  analytischen  Ausdrucke  für  äL  habe  ich  eine  kleine  Transfor- 
mation in  Anwendung  gebracht,  die  ich  Ihnen  doch  zur  gütigen  Ansicht  mit- 
theilen will. 

Setzt  man  nemlich  die  Grösse  1  -f  cos  v  cos  E  =  ii,  so  wird 

d  cp  =  —maa  sin  v  cos  E  .K-{-maauY 

d(I)  =  4  — j/iaacotang'f.  (3  — w;  .X-f-^^^cosüsinüJ.  F. 

Wird  nun  letzteres,  mit  Ausschluss  des  A,  mit  1  ——,[.'  ■>  ersteres  mit 
—  fcoscpH ^)sin£  multiplicirt,  so  folgt  unmittelbar 

\  '     '    a  cos  cp/  ' 

dL  =  A-^—  { [rr  —  aa  cos  cp)  (3  —  u)  -\-ae{'iJ -\-  r)  (2  —  u)  cos  £  j  X 
—  »i_sm —  j  ,^.^.  —  « a  cos  cp 'I  COS  v-[-ae(w  4- >•')«)  Y. 

ecostp    ''  '  '  Vi     I      .      I 

Ich  habe  es  nicht  versucht,  die  eingeklammerten  Factoreu  noch  mehr  zu- 
sammenzuziehen, weil  sie  mii-  zur  numerischen  Berechnung,  zumal  mit  Ihrer 
HüLfstafel,  bequem  genug  schienen.  Diese  Umwandlung  vmd  Einführung  der 
Grösse  u  gründet  sich  übrigens  auf  eine  Eigenschaft  der  Relation  zwischen 
der  wahren  und  excentrischen  Anomalie,  auf  welche  ich  vor  Kurzem  zufällig 
gerieth.  Denkt  man  sich  nemlich  die  Complemente  von  v  und  E  zu  90" 
(oder  zu  4  50")  als  die  beiden  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks,  welche  den 
Excentricitätswinkel  cp  einschliessen,  so  ist  die  dritte,  dem  cp  gegenüberstehende, 
Seite  dieses  Dreiecks  immer  constant  und  zwar  ebenfalls  =  cp.  Auch  die 
beiden  andern  Winkel  dieses  Dreiecks  haben  sonderbare  Eigenthümlichkeiten ; 
der  der  Seite  lHo  —  ''^  gegenüberstehende  ist  dieser  Seite  immer  gleich,  und 
der  andere,  der  Seite  ^^g^J„  —  ^  entgegengesetzte,  ist  das  Complement  von  dieser 
Seite  zu   180"  oder  =  OO^^-E 
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Sollten  wir  bei  den  Factoren  der  störenden  Kräfte  nicht  ganz  genau 
stimmen,  so  mrd  dies  daher  rühren,  dass  Sie  wahrscheinlich  die  neuesten 
mittlem  Elemente  zum  Grunde  gelegt  haben,  ich  liingegen  diejenigen,  welche 
die  ganz  erste  Manipehechnung  gegeben  hat. 

Zweiter  Theil  der  Epoclie. 
Jährliche  Änderung  =  —  \",'MOT.i 
0','4  5siu;  $  +180*' 35')  -i-O','27  sin  3$  —  2"^  +    65"  10') 

+  0,29sin(2$  +J81    47)  +0,30sin(  3-^  +  207    41) 

+  l,7Ssin(  t>+14ü   25)  +  1,05 sin  ;  $  —  3"^  +  163      1) 

4-0,32sin(  $+    "^+181    12)  +  0,45  sin  2$  —  3t>  +  1  54   5Ü> 

+  0,41sin($—    t>  +  l"S      5)  -f  0,42  sin '3$  — 3"^ +173   25) 

-1-0,11  sin  (2$  —    t>-rläS   28)  -|- 0,21  sin  ($  — 4^»  +  166   29) 

-l-2,01sinf  2t>  +  221    24)  -h  0,15  sin  2$— 4^»  +  1  59    55) 

4- 3,35  sin (  $—2"^ -[-124    44)  -(- 0,1 1  sin  3$  — 4t>  +  1  56    39).j 

-}-2.04sin(2$  — 2t)-r  17S   31) 

[5.] 
Nicolai  an  Galss,  Seeberg,   6.  August    IS14. 

{ AVas   die   Pallasstörungen   durch   Satimi   anbetrifft,    so   habe   ich 

zwar  noch  keine  Prüfung  dm-ch  Berechnung  einiger  speciellen  Stöningen  vor- 
genommen indem  ich  seit  meinem  Wiederhiersein  mich  fast  gar  nicht  mit 
numerischen  Rechnungen,  sondern  dafür  mit  einigen  theoretischen  Sachen  be- 
schäftigt habe),  dagegen  aber  den  ganzen  Gang  der  Rechnung  noch  einmal 
sorgfältig  übersehen,  allein  ich  habe  keine  Uniichtigkeiten  darin  bemerkt,  wie 
ich  wohl  bei  der  Sorgfalt,  mit  der  ich  bei  der  ganzen  Rechnung  verfahren 
zu  sein  mir  bewusst  war,  hätte  vorher  sagen  wollen.  Auch  mit  der  Annahme 
des  Zeichens  der  Kräfte  hat  es  seine  völlige  Richtigkeit ;  indem  ich  nachher, 
ich  weiss  nicht  mehr  aus  was  füx  einem  Gninde,  ebenfalls  von  der  Annahme 

— Ti ^  ausgegangen  bin ;    und  Sie  werden  hoffentlich  bei  allen  Elementen 

Ihre  Coefficienten  mit  den  meinigen  übereinstimmend  finden.  Noch  einen 
Beruhigungsgrund  für  die  Richtigkeit  meiner  Gleichungen  schöpfe  ich  daher, 
dass  die  giössem  von  ihnen  ziemlich   gut   mit  meiner  frühem  Rechnung,   die 
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doch  nacli  einer  ganz  verschiedenen  Methode  geführt  war,  übereinstimmen. 
Indess  will  ich  nächstens  ein  paar  specielle  Störungen  von  einer  Opposition 
zui'  andern  berechnen,  und  ich  hoffe  auch  hier  eine  schöne  Übereinstimmung 
zu  erhalten.  Sollte  diese  nicht  erfolgen,  so  wäre  ich  dennoch  lieber  geneigt, 
die  Schuld  auf  die  numerische  Berechnung  der  Gleichungen,  als  auf  diese 
selbst,  überzutragen.  Wer  weiss,  ob  nicht  auch  die  Marsstörungen  die  Über- 
einstimmung der  bisher  beobachteten  Pallasoppositionen,  wenn  auch  nur  etwas, 
verschlimmern  werden  ?     ! 


[6.1 
Nicolai  an  Gauss,  Seeberg,    18.  März   1S15. 

j Ihren  Auftrag,    die  beiden  Theile  der  Epochenstörung  für  Pallas 

zusammenzuschmelzen,  werde  ich  nächstens  in  Erfüllung  bringen  und  Ihnen 
die  Formeln  zusenden.  Für  die  Störung  durch  Jupiter  muss  dies  eine  ganz 
artige  Arbeit  gewesen  sein | 

Nicolai  au  Gauss,  Sceberg,  ]  7.  Julius  1815. 
{Gestern  Nachmittag  habe  ich  mich  mit  der  Vereinigung  der  beiden 
Theile  der  Störung  der  Epoche  der  Pallas  durch  Saturn  beschäftigt,  und  ich 
eile,  Ihnen  die  gefundenen  Gleichungen  mitzutheilen.  Diejenigen  Gleichungen 
im  ersten  Theile  der  Epoche,  zu  denen  sich  im  zweiten  keine  correspon- 
direnden  fanden,  waren  sämmtlich  unter  ü','l,  und  ich  habe  sie  also  unter  den 
Endgleichungen  für  die  Epoche  nicht  mit  aufgeführt.  Bei  dieser  neuen  Form 
der  Epochenstörung  wird  nun  aber  manche  kleine  Gleichung  über  0','l  fehlen, 
deren  secrete  Theile  gleichwohl  unter  0','l  sind.  Besonders  wird  dies  bei 
Ihren  Jupitersstörungen  häufig  der  Fall  sein.  —  Im  Laufe  dieser  Arbeit  habe 
ich  bemerkt,  dass,  wenn  man  den  ersten  Theil  der  Epochenstörung  durch 
Addition  von  90°  zu  dem  constanten  Winkel  ebenfalls  wie  den  zweiten  auf 
die  Form  a  sin  (cp  -f  A)  bringt,  alsdann,  besonders  bei  den  grössern  Gleichungen, 
jene  constanten  Winkel  nicht  sehr  von  einander  verschieden  sind.  Ist  diese 
Erscheinung  blosser  Zufall,   oder   hat   sie   irgend   einen  theoretischen  Grund? 

—  und  findet  etwas  Ähnliches  auch  bei   den  Jupitersstörungen  Statt"?     
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Vollstiindigc  Störung  der  f>i)0(he  der  Pallas  durch  Satiu-n. 
Jährliche  Änderung  =  —  r,'31973 

()','83sin;  $  4- 175"  20',  4- o;'5Ü  sin  3$  -  2-^+    63"  H^ 

+  0,538in(2$  +182   41)  +0,30sin(  3-^  +  207   41) 

+  l,78sin(  -^  +  140   25)  +  2,41  siii(  $- 3^  +  1  69   38) 

+  0,47 sin (  $-i-   -^  +  180      3)  +  0,71  sin(2$- 3"^  + 162   17) 

+  0,61sin(  $-    -&  +  179   37)  +  0,66  sin  (3$  -  3"^+ 1  72   34) 

+  0,l8sin(2$—    ■^4-161    42)         -(- 0,4ü  sin     $  — 4"^  +  1  87    14) 
+  2,01sin(  2-^  +  221    24)  +  0,24  sin (2$  —  4"^ -|- 164    16) 

+  7,268in(  $  —  2-^+124   36)  +  0,1  5  sin  (3$  -  4"^ -f  1  61    42).j 

4- 3, 69  sin  (2$  — 2-^+178   30) 
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[IX.  STÖRUNGEN  DER  PALLAS 
DURCH  MARS.] 


[Die  Berechnung  der  Störungen  durch  Mars  wurde  im  Jahr  1 8 1 4  nach  wesentlich  denselben  Methoden 
begonnen,  die  schon  bei  denen  durch  Jupiter  und  Saturn  zur  Anwendung  gelangten.  Die  störenden  Kräfte 
wurden  in  rechtwinkligen  Coordinaten  dargestellt,  indem  die  ajy- Ebene  in  die  Ebene  der  Pallasbahn,  die 
X-Axe  in  deren  Apsidenlinie  gelegt  wurde.  Sie  wurden,  wie  folgt,  angesetzt  (mit  dem  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen, wie  bei  Berechnung  der  Störungen  durch  Saturn) : 

x'—x     x'  p         y'—y      y'  z'     z'   . 

womit  z.  B.  die  Gleichungen  für   die  Störungen  des  Logarithmen   der   mittlem  Bewegung   und   des  Excen- 
tricitätswinkels  (welche  allein  berechnet  worden  sind)  lauten : 


dloghypw   3  jj.a'sini7 ,.       ;t[xa'cos(pcos.B 

dilf  «•  r 


2) 

'     =  —  jj-rtasin  («  —  (ü)  .co^E .%  +  fj.aa(i  +  cos  («  —  A)  cos£!)ri. 

Die  für  beide  Planeten  angenommenen  Elementensysteme  sind,  angenähert,  die  folgenden : 

Mars  Pallas 

Motus  med.  diur.  sid 18Sg!'52  76!i;'17 

Perihelium  (1810) SSi^Sä' 49;'l 

Excentricitäts Winkel  (1810) 5  20   53,4»  14°   3'    i'/l 

Knoten 48     3   1 8,  o  172   31   42,14 

Neigung l    51      6,  2  34    3C      il,  ou 

Logarithm  der  halben  Axe o,l92  S973  0,442  0423 

Logarithm  der  Masse 3,5940870  —  10. 

Hieraus  ergab  sich  die  Lage  der  Bahnen  gegen  einander,  wie  folgt : 

Aufsteigender  Knoten  der  ^-Bahn  auf  der  $-Bahn,  gezählt  auf  der  cJ-Bahn:  3  54"4C 


-Bahn:    355      8    46,  12. 
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[2.] 
[Hierauf  wurde  für  jeden  Werth  von  M  die  Interpolation   nach  M'  ausgeführt   und   zu   den   so    er- 
haltenen Entwickelungen  der  Grössen  = —    etc.   nach   Vielfachen    von   M'    die  ebenfalls    auf  interpola- 

p 
torischem  Wese  erhaltenen  Reihen: 


x' 
— yj-  =:  +  o,oooouiu 

—  0,. 13991  cos  M' 

—  0,06321  cos  -iM' 

—  0,00992  cos  \SM' 

—  0,0014«  cos  iM' 

—  (1,00021  cos  hM' 

—  (1,00003  cos  nM' 

y' 

■S^    =    -\-   0,0I)ÜÜU()7 

—  0,2  4  17  ('.cos  M' 

—  0,04552  cos  2M' 

—  (1,00714  cos  T.M' 

—  0,00105  cos  4  Jf' 

—  0,000  15  cos  iM' 

—  0, 00002  cos  (iilf 
—TT-  =  4-  0,0000003 

r 

—  0,(19423  cos  M' 

—  0,0  17  52  cos  2M' 

—  0,00275  COS  3ilf' 

—  0,00040  COS  4M' 

—  0,0(100(1  COS  hM' 

—  0,00001  COS  tiM' 


-t-ü,lfi6ifi  sin  M' 
+  0,03092  sin  iM' 
-j-  0,00486  sin  %M' 
+  0,00071  sin  iM' 
+  0,00010  sin  hM' 
+  0,00001  sinfiM' 


n    M' 

niM' 
ruM' 
nsilf' 

nr.M' 


+  0,23149  sin  M' 
+  0,04308  sin  2M' 
+  0,00670  sin  .\M' 
+  0,00009  sin  iM' 
+  0,00014  sin  sM' 
+  0,00002  sin  Gilf 


hinzugefügt,  woraus  folgt : 
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x'  —  X        x' 

Coefficiont 

'"="' 

.1/        .-.     .V        :;o" 

il/=  45» 

i./=«0» 

Jl/=  75° 

M  =   90» 

M  =  1  .J5»|jJf  =  1 20"  .1/            .     1/          .  .■■  M  =  j t 

1                    f 

'J,:i241)4„ 

»,50162„ 

9,45992„ 

S,77283„ 

8,44122 

8,74008 

8,81704 

8,84819 

8,86439 

8,87500 

8,88349       8,811151 

eos    M' 

11,70225 

9,87922 

9,83919 

9,48568 

9,37212 

9,40841 

9,45787 

9,49715 

9,52005 

9,54910 

9,56676 

9,6810 

^0B2M' 

8,263B4 

9,35948„ 

8,9I8I9„ 

9,24620 

9,07642 

8,79449 

8,59006 

8,64469 

8,00600 

8,09478 

8,77815 

8,8488 

COSüil/' 

7,07210 

9,33029 

7,93902 

8,93192„ 

8,33706 

8,59999 

8,41430 

8,06290 

7,53782 

7,11959 

7,52244 

7,9061 

C08  4  ilf 

»,2«07O 

«,I4439„ 

8,113631 

8,60692 

8,46434„ 

7,88530„ 

7,80140 

7,85065 

7,40693 

«,B9897„ 

7,30I03„ 

7,004« 

cosuM' 

S,1740B„ 

8,98444 

9,06442„ 

7,87507 

8,19005 

7,70070„ 

7,5005l„ 

7,00432 

7,27416 

0,79934 

6,913S1„ 

7,1238 

sin    M' 

1),4247S„ 

9,019«2„ 

9,05733 

8,50065„ 

9,19106„ 

9,3101  4„ 

9,34424„ 

9,35020„ 

9,34439„ 

9,33248„ 

9,31«77„ 

9,297« 

Bin  -1 M' 

8,7-880 

8,112521  „ 

9,55788„ 

8,95323„ 

8,45117 

8,41447 

6,94448 

8,336ü6„ 

8,57322„ 

8,67127„ 

8,71054„ 

8,7134 

sin  3  3/' 

8,77685„ 

8,50202 

9,44445 

S,49803„ 

8,75473,, 

8,15ia8„ 

7,78247 

7,91540 

7,44871 

7,02839„ 

8,0IO30„ 

8,144» 

sin4itf' 

$,UB698 

8,30977„ 

9,30246„ 

8,77706 

8,02119 

8,15168„ 

7,91645„ 

6,I1394„ 

7,48572 

7,34044 

6,78533„ 

7,5r,14 

sinsJtf' 

7,78390„ 

8,11025 

9,00378 

8,69058„ 

8,06183 

7,795  18 

7,35411„ 

7,36922„ 

5,00000„ 

7,08991 

6,0242S 

fl,74Sl 

Coefficient 

3f=180» 

M=  19  6» 

ilf=21ü» 

ilf=225» 

il/=240«3f=255» 

M=270» 

M=265» 

31=  300» 

Jf=315«3f=330»ilf=3 

_ 

8,89949 

8,90709        S, 91291 

8,91371 

8,90266 

8,86457 

8,70118 

8,15280 

8,10909„ 

8,8029S„ 

9,032  9  ü„ 

9,1-76 

cos    M- 

9,59289 

9,60258       9,00988 

9,61375 

9,61107 

9,59891 

9,56705 

9,50691 

9,42208 

9,36427 

9,40209 

9,5304 

cos  ■•  M' 

S,'JU639 

8,95153     ,8,98308 

8,99609 

8,98200 

8,91714 

8,75420 

8,39090 

8,10823 

8,08520 

9,05  I5U 

9,1176 

cos  u  .1/' 

8,15076 

8,31200 

8,4  1102 

8,44778 

8,38934 

8,09795 

7,81291„ 

8,20126„ 

7,34044 

8,67321 

8,69037 

8,0426 

cos  4  i)/' 

7,19312 

7,72835 

7,95182 

8,01912 

7,87099 

7,24055„ 

8,I1025„ 

8,03060„ 

8,1861) 

8,43489 

7,89432„ 

7,9154 

cos  5  ilf 

«,BU020„ 

7,15836 

7,56348 

7,00558 

7,37475 

7,58995„ 

7,95231„ 

7,02938„ 

8,15740 

7,21748 

8,05538„ 

7,9023 

sin    M' 

9,275G3„ 

9,24890„ 

9,21009„ 

9,17519„ 

9,r2483„ 

9,Ü68-1„ 

9,028-4„ 

9,05430„ 

9,17181„ 

9,31886„ 

9,42742, 

9,4  72« 

sin2M' 

S,B8601„ 

8,62377„ 

8,50853„ 

8,28556„ 

7,03448„ 

7,95521 

8,05881 

8,04883„ 

S,79592„ 

9,03782„ 

8,08114„ 

8,1211 

sinaiir 

8,17143„ 

8,09934„ 

7, 83632- 

7,32015 

8,10019 

8,31323 

8,19921 

8,00800„ 

8,03508„ 

8,55255„ 

8,23779 

8,3937 

sin  4  M' 

7,7:U80„ 

7,7I850„]  7,3710-„ 

7,50243 

7,99051 

8,12510 

7,75815 

8,14239„ 

8,30792„ 

7,99476 

8,32284 

8,2101 

simM' 

7,29885„ 

7,39620„ 

7,08991„ 

7,30103 

7,77379 

7,83059 

6,77085„ 

8,03743a 

7,30535„ 

8,18865 

7,50703  „ 

7,1492 

Cuefficient 
von: 


il/=0«     ilf  =15«    il/=30»    M 


0»|ilf  =  105«  3/=  120»  Jl/=135»tJlf=  150»  ilf 


cos  ilf 
cos  2  ilf 
COSSÜf 
cos  4  31' 
cos  5  ilf 

sin  ilf 
sin  2  ilf 
sin  3  ilf 
sin  4  M' 
sin  5  ilf 


S, 75086 
8,90445 
9,27265 
8,86888„ 
8,48586 
7,96446, 

9,36090 
8,82640 
8,09653 

8,04217, 


8,70663„ 

9,39190 

8,83705 

8,33224„ 

8,44840 

8,35793„ 

9,17420 
9,35464 
9,08927„ 
8,99304 
8,83360„ 


9,47667, 
9,83311 
9,44484„ 
9,34711 
9,07148, 
8,65108 

9,54614 
8,07117„ 
9,20804 
9,20425, 
9,10131 


9,45479„ 
9,74756 
8,62859„ 
8,68931„ 
9,00643 
8,89509, 

9,71586 
9,25957, 
9,24539 
8,79239„ 
7,99255, 


9,26105, 
9,55524 
8,96180 
8,76768, 
7,95134 


1,08657 
,67154, 
1,29248 
:,47430 
,30298, 


9,12352„ 
9,42210 
8,99599 
7,96332„ 
7,90472„ 
7,79239 


8,58569 
8,14489„ 
8,07028 
7,49909 


8,98453, 
9,34826 
8,89221 
8,10879 
7,71349, 
7,19312, 


9,59388 
8,86958 
7,69548, 
7,36173, 
7,45637 


8,85485„ 
9,31399 
8,75504 
8,27875 
7,31175 
7,23553„ 


9,55944 
8,92469 
7,90902 
7,55751„ 
0,90309- 


8,72436, 
9,30332 
8,61836 
8,16967 
7,70842 
6,69897 

9,53242 
8,91614 
8,20710 
5,47712 
7,18184, 


8,58036, 
9,30619 
8,60569 
7,92428 
7,63849 
7,23805 

9,61096 

8,87990 

8,27138 

66487 


8,40002, 
9,31704 
8,43870 
7,44500 
7,23046 
7,13072 


»,49459 

8,82898 
8,2305^ 
7,717«; 


0,36173„  I  7,107,;i 


8,1191 
9,3331 
8,4307 
6,8760 
7,0607 
6,4771 

0,4811 
8,70(9 
8,1261 
7,0691 
7,281« 
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0«  M=  195»  ilf  =  210"  M=  225»  M=  240»  ilf  =  255»  üf  =  270»  ikf  =  285°  Jf  =  300"  M  =  315' 


:330»ilf  =345" 


7,12710„ 

9,36340 

8,47813 

7,20412„ 

7,46982„ 

7,13C72„ 

'J, 47193 
8,70757 
7,91540 
7,37658 
7,10721 


8,04650 
9,37764 
8,50407 
6,79239 
7,44871„ 
7,27416„ 

9,46570 
8,65011 
7,48855 
6,90309„ 
6,20412„ 


8,39933 

9,40617 

8,67015 

7,78817 

0,23045„ 

6,88081„ 

9,46370 
8,61321 
6,77085„ 
7,55388„ 
7,33445,, 


8,61794 
9,43935 
8,78176 
8,18850 
7,69108 
7,32428 

9,46771 
8,62232 
6,84510„ 
7,60206,, 


8,78817 
9,47695 
8,88610 
8,39533 
8,03222 
7,72591 

0,48064 


8,93237 
9,51654 

8,96713 
8,50202 
8,10175 
7,68664 


8,84192 
8,32672 
8,05077 


9,06416 
9,55081 
8,09612 
8,41514 
7,46389 
7,62428, 


8,64335 
8,38075 


126     I  8,08672 
Von  den  Coefficienten  sind  hier  die  Logarithmen  gegeben.] 


9,14451 
9,56440 
8,91046 
6,89763,, 
8,27830„ 
8,20844„ 

9,59832 
9,13488 


9,18724 
9,53242 
8,52982 
8,52401, 
8,42045, 
-,88196„ 

9,63817 
0,10047 
8,57287 
7,68842„ 
8,13200„ 


9,17020 
9,43073 
8, 07882« 


8,26435„ 
7,4593a„ 


9,09965 
9,24824 
7,08279 
8,49748 
8,13322 
7,77232„ 

9,61279 

8,19173 

8,14799„ 

8,14019 

7,83759 


8,98574 
8,99944 
8,96818 
8,52776 
8,40756„ 
72099 

9,62396 
8,30I03„ 
8,72090 
7,52504 
S, 00096. 


[Durch  Multiplication   mit  den  Factoren    der  Gleichungen  2)    erhält   man    endlich    die  Ausdrücke   für 

d  logh>-p)  J 

idt 


der  erstere  ergibt,  wenn  die  Integration  eben  so  wie  Seite  52  3 — 524  ausgeführt  wird, 


die  Störungen  des  Logarithmen  der  halben  grossen  Axe  und  die   des  ersten  Theils   der  Epoche,   der  zweite 
die  von  tp.     Es  fand  sich : 


+   1 
+  ß 


(  <3- 

sin  (  (5  - 

(  (5- 


3$+     10»27'49") 

2^+  202    20  18    ) 

<J+     90    54  50    ) 

+  llsin{2(5—     5!i+I24    17  38    ) 

+    2  sin  (2(3—     4:5+162    24  56    1 

+    2  sin  (3(3—     7$+     7«    26  28    ) 

+    2sin;45—  10(5+  171     IS  55   ) 

+   1  sin  (5(3- 


oftidt  =        o;'i8sin{5—  3^  +  280»27'49") 

+  0,16  sin  (   (5—  2:5  +  202  20  18   ) 

+  0,  28sin(    (3—  $+180  54  56   ) 

+  S,  14  sin  (2(3—  5:5+     34  17  38   ) 

+  0,  12  sin  (2(3—  44>  +  252  24  56   ) 

+  0,38  sin  (3(3—  7i>+166  26  28   ) 

+  0,79sin(4(3 —  10i>+     81  18  55    ) 


+ 

120    44    45 

+  0,  28  sir 

ocp 

= 

o;'l5 

sin  (  (3 

+ 

35»22'  13") 

+  0,  'i'J 

sin  (2(3 

-5^  + 

06    33    27    ). 

cul 

re 

r  Theil  1 

on  Stp 

täglich 
jährlich 

—  flCoOO  O05 

—  0;'00215. 

ologa  ist  in  Einheiten  der  7.  Decimale  gegeben,  und  es  sind  alle  Gleichungen  berücksichtigt,  welche 
den  Betrag  einer  solchen  Einheit  resp.  den  von  0('li>  erreichen.] 
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[Die   Reihen,    in   welche   im   Vorigen   die    Grössen   j-^.   - — j-^,   — j-^  entwickelt   worden   sind, 

haben  eine  so  langsame  Convergenz,  dass  trotz  der  Kleinheit  der  einzelnen  Störungsglcichungen  24  Mars- 
örter  und  eben  so  %'iele  Pallasörter  der  Rechnung  zum  Grunde  gelegt  werden  mussten.  Man  kann  aber  hier 
auch  anders  verfahren,    indem   man   nemlich   die  zu  entwickelnden  Grössen  mit  einem  Factor  X  multiplicirt, 

der  so  beschaffen  ist,  dass  einerseits  die  Entwickelung  der  Produkte  j —  >.  etc.   möglichst  gut  convergirt, 

P 
während  andererseits  die  Entwickelung  von   X~'    zwar  langsam  convergirt,    sich   aber  leicht  mit  Hülfe  ana- 

Ijtischer  Formeln  beliebig  weit  fortsetzen  Ifisst.    Man  kann  dann  die  Producte  j — X  etc.  interjjolatorisch 

leicht  entwickeln,  indem  man  nur  wenige  Marsörter  zum  Grunde  legt ,  und  die  Entwickelung  von  \~'  mit 
wenig  Mühe  so  weit  fortsetzen,  wie  es  nöthig  scheint.    Die  Multiplication  beider  Entwickelungen  gibt  hierauf 

die  gesuchte  Entwickelung  von  j —  etc.     Auch  kann   diese  Methode   zur  Controlle    der   auf  rein   inter- 

polatorischem  Wege  gewonnenen  Entwickelungen  dienen. 
Der  Factor  X  wurde  auf  folgende  Weise  bestimmt:] 


[5.] 
Für  die  Entfernung  des  ^lars  von  der  Pallas  finden  wir  allgemein  I  *]] : 

pp  =  j-r-f-{9,442  6583  — 10}rsin(v4-234"l4'37;'09)  +  2,321  6384 

+  (—  0,432  7895  +  j  0,473  2062  j  rsin  («+  54"  1  4'  37;'09  )  .  cos  JE' 

+  {0,407  048l}rsin(j;-f332"32'2','60'  .sinJS'-f-{S,304  6988—  ni|cosJS'^ 

Dies  gibt  für  M  =  30"  [—  für  diesen  Werth  der  mittlem  Anomalie  der 
Pallas  soll  die  Entwickelung  von  ^  7^  etc.  nach  Vielfachen  von  M'  als  Bei- 
spiel gegeben  werden;  sie  entspiicht  den  mit  M  =  30°  überschi-iebenen  Ver- 
ticalcoluranen  in  den  Tafeln  auf  den  vorigen  Seiten  bis  auf  die  dort  hinzu- 
tretenden Grössen  ^  und  -^  : 

[t]  pp  =  j8,304  6988— 10  j(335,l 002— {2,502  7828  icos(£'—198''39'45;'90)4-cos£''-) 
[=  j8,304  6988  — 10  1(4-5 cos  .E'-Ci-f  cos E'-). 

Man    bestimme    nun    die    Wiazeln    E'    der    Gleichung    pp  =  D,    welche 


Die  Zahlen  in  den  Klammem   1  j   sind  Logarithmen.] 
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sämmtlich  comjjlex  sind,  und  die  dazu  gehörigen  Werthe  von  M'  und  be- 
zeichne mit  cp'  den  reellen  Theil  desjenigen  Werths  von  M',  dessen  imaginärer 
Theil  der  kleinste  ist :] 

Zur  Zerlegung  der  Grösse 

^  -  5  cos  [E'  -  C)  +  cos  E'^ 
in  die  Factoren 

[2]  (M  -  cos  (£' -  cp:) .  {N  -  cos  (£'  +  cp)) 

hat  man  folgenden  Gleichungen   Genüge  zu  leisten: 

[3]  MiV-=  ^  +  sin'^-,  Msin2cp  =  5sin(9-C),  iVsin  29  =  5sin(9 +  C). 
In  obigem  Beispiele  wird 

cp  =  198"46'43','08,  logM  =  0,023  0709,  logiV=  2,5016381. 

la 
[4]  cos(E'-cp)  =  ^, 

[woraus 

sin(iJ' — cpi  =  icotang^ 
und] 

E'  —  M'=  [e'sinE'  —]  e'sin(£'— cp) .  coscp-|-e'cos(iJ'  — <p) .  sinfj) 

€ '  sin »     ,       I  ■       ,  f 

—  — ^V-  +  ^  COS  cp  .  i  cotang  L,. 

sm  C       '  ~  ° 

[Also,  indem  man]  cp —     ^'"^'^  ^  cp'  [setzt,] 

[5]  ilf  — cp'  —  JS'— cp  —  e' cos  cp.j  cotang  C. 

[Die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung  4  hat  offenbar 

den  reellen  Theil:  cp, 

den  imaginären  Theil :  arc  cos  -^r^  • 

Der  gesuchte  reelle  Theil  von  M'  wird  also  nach  5  gleich  cp'. 
Aus  5  erhält  man] 

75* 
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cosfiV/'  — ^'  [=  -.^  ^  COS  j'e'cos'f  cotangO  +  JcotangC.  sin  te'cos'^cotangC] 

e'coscpcotangC  ,  *    ,     ,     —  e'cos  (o  cotangj       ^  ^ 

=  ic        ^        ''   tangj(,-f  U  *'   cotang^C, 

[wo  (•  die  Basis  der  liyperbolischcn  T>ogarithmfn  ist. 
Setzt  mani 

tangjC.«^'  =tang.lC, 

so  ist 

:cos{M'-'f]  =  ^ 
und  die  Gleichung 

[6]  t  —  sinC'cosiM'— cp')  =  0 

hat   dieselbe   in  Frage   kommende  Wuizel,  wie    die  Gleichung  pp  =  <).     Man 
wähle  also]   1  —  sin4'cos(M'— cp'}  [als]  Factor  von  pp,  nemlich 


[-^-cosiM'-.)f  =  l. 


In  unserm  Beispiele: 


M 0,023  6709  coscp 9,976  2442„ 

e' 4,283  8772  ke' 8,605  0264 

sincp 9,507  7380„  cotangC  ....9,530  6736         logsinr=  9,971  9987 

log  6535','61  =  3,815  2861„  8,1119442„  _J_ 

cp'=  200''35'  38','69  —0,012  9403 

C    =     71    15    15,57     tang^C 9,855  3053 

tang.vC 9,842  3650 

C'=  69"  38'  44;'22 


Wenn  wir  jetzt  (^j^  — cos']^]    *  in  die  Reihe  4-"'+ 2-4'cosi-|- 2.4"cos  2;J; 
-\-2A"'cosZ^  etc.  verwandeln,  so  finden  wir 

Ä^ 9,6636  1 

.4" 9,52324 

A^ 9,38162 

.A™ 9,23889 

A'^ 0,45934  A'^ 9,80243  A^^ 9,09521 


A^'> .  . . 

.     .  0,84080 

A\... 

.  .  .  0,33519 

A' 

.  .  .  0,77891 

A-^... 

.  .  .  0,20648 

A" 

.  .  .  0,68575 

A"^... 

.  .  .  0,07434 

A'"  .  .  . 

.  .  .  0,57721 

.4^™.. 

.  .  .  9,93947 
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Die  Produkte  von  '^  T^'  ^-t^?  ^^  in  jene  Grösse  1X1  werden  [mit 
Hülfe  der  Interpolationsrechnimg  und  wenn  man^  M'— 2()(r  35'3S','69  =  '}  sub- 
stituirt,  dargestellt  diu'ch 

f^^X  =]       (8,9464ü„) 

+  (8,92305  )cos(  «j;  —  309"  24'  1  5") 
+  (7,35278  )  cos  (2(};  — 295  29  24) 
+  (5,91082  )  cos  (3 (}^—  93  32  27) 
+  (4,50000  )  cos  (4  (}^  — 296      3    31) 

ri:+lX=]       (9,0  2925«^ 

+  (8,96770  )  cos  (    ^—    39"  29'  23") 

+  (7,37447  )  cos  (2  «{;—  8  34  22) 
+  (5,88737  )cos(3t|;— 165  50  39) 
+  (5,00000  )  cos  (4  (j;— 314    29    37) 

l^^H       ("^'^9425) 

+  (8,79987  )cos(  (J;— 271"  54'  33") 
+  (7,14295  )  cos  (2  (j;  — 251  37  53) 
+  (5,67590  )  cos  (3  (j;—  55  51  49) 
+  (4,55697  )  cos  (4^1;— 153    56      l) 

[wo  die  Zahlen  in  Klammern  Logarithmen  sind,    denen  — 10    beizufügen   ist]. 
Die  Multiplication   [mit  X~'  =  (^j^  — cos'{;j~  =  j  gibt,  verwandelt  nach  M' 

und  aufgelöset : 

rx^      1       (9,45993„i 

+  (9,54466  )cos  iJf +(9,4475  7  )  sin  31' 
+  (9,16448„)cos  23f' +(9,51903„)sin  231' 
+  (7, 08889«)  cos  3M'+ (9,45197  )  sin  Z3I' 
+  (8,92892  )cos  4M'+(9,30092„)  sin  4M' 
+  (9,06522„)cos  5M'+ (9,0641 5  ) sin  5M' 
+  (9,05166  )cos  6M'+(8,68506„)sin  6M' 
+  (8,95782„)cos  7M'+ (7,46949  )  sin  iM' 
+  (8,79925  )cos    8M'+ (8,34536  )  sin    8M' 
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+  (8,56991„  cos  9M'4- ^8,501  Ol»,,  siu  93/' 
+  (8,22969  )co8  lüM'+ (8,49485  sin  lü3f' 
+  (7,5303 1„)  cos  llM'+(8,40768„)  sin  1  IM' 
+  ^7,63a70„^cosl2M'+(8,258t)(i  sin  123/' 
'^  =]       (9,47  668„' 

+  (9,63967  cos  3/'+(8,5023:i  sin  3/' 
+  (9,51 059„)  cos  23/'+ (9,0270 5„  sin  23/' 
+  (9,33294  )  cos  33/'+ (9,1 82 13  sin  33/' 
4  (9,07532„)cos  43/'+(9,20796„  sin  43/' 
+  (8,64959  )  cos  53/'+ (9,1  6074  )  sin  53/' 
+  (7,62379  cos  63/'+ (9,049 19„; sin  63f 
+  (8,48920„)cos  73/'+ (8,88525  )  sin  73/' 
+  (8,60708)  cos  83/'+(8,65567„  sin  83/' 
+  (8,59 196„)  cos  93/'+ (8,3203 1  ;  sin  93/' 
+  (8,50393  ) cos  1 03/'  +  (7,651 80„) sin  1 03/' 
+  (8,35819„icosll3/'+i_7,69297„  sinll3/' 
+  (8,15293  )  cos  123/'+ (7,95684  i  sin  1  23/' 

'A-  =]       (8,65205  ) 

+  (9,0868  8„)  cos  3/'+ (8,988 16  sin  M 
+  (9,16022  )cos  23/'  + (8,82869,,  sin  IM 
+  (9,13827„)cos  33/'+ (8,22448  sin  33/' 
+  (9,04085;cos  43/'+ (8,37  898  (sin  43/' 
+  (8,87381„)cos  53/'+(8,67000„]sin  53/' 
+  (8,61892)  cos  63/'+ (8,72664  ;  sin  63/' 
+  (8,1 9 28 2„)  cos  73/"+^8,68629„)sin  73/' 
+  (7,21494„)cos  83/'+ (8,58000)  sin  83/' 
+  (8,03783  )cos  93/'+(8,41399„)sin  93/' 
+  (8,151 1 6„)  cos  1 03/'+  (8,17837  ;  sin  1  03/' 
+  (8,13185)cosll3/'  +  (7,82727„;sinll3/' 
+  (8,03916„  cos  123/'+ (7,05565    sin  123/'. 
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[7-] 

[Die  Berechnung  der  Grössen  M,  N,  cp  nach  den  Gleichungen  3  der  Notiz 
[5]  muss  durch  Annäherung  erfolgen;  man  kann  indessen  die  Wurzeln  der 
Gleichung  pp  =  0   auch  auf  folgende  Weise  bestimmen:] 

Auflösung  der  Gleichung 

a-\-b  cos  2  u  =  cos  (u  +  D) 

[wo    u   für    E'   geschrieben   ist    und    die    Beziehungen    der   Constanten  a,  b,  D 
zu  denen  der  Gleichung  1    der  Notiz  [5]  leicht  ersichtlich  sind] : 
Man  setze 

u  =  xA-y, 
also 

a  +  6  cos  2  X  cos  2 j/  —  cos  [D  +  x)  cosy  +  sin j/  (sin  (i)  -|-  •^)  —  2  6  sin  2  a;  cos j/)  =  0 . 

Setzen  wir  also,  was  erlaubt  ist, 

1)  2  6sin2.t?cos_y  =  sinfZ)-]-'*)? 
so  wird 

2)  h  cos  2  X  cos  1y  —  cos  D  -f  x)  cos^  -f-  «  =  o. 
Die  Substitution  des  Werths  von  cosj/  aus   1)  in  2)  gibt 

4  i  sin  2  c^'"  .'a  —  h  cos  2  x)  =  cos  2  D  —  cos  2  x, 
also,  wenn  man  cos  2x  =  t  setzt, 

3^  4&(1  —t){\  -\-t){a  —  ht)  =  cos2D  —  t 

oder  entwickelt 

4)  4bbt^—'iabtt+   \  —  4bb)t^  4ab  — cos  2D  =  0. 

Die  Form  3)  ist  zur  indirecten  Auflösung  am  bequemsten. 
Nachdem  man  also  x  gefunden  hat,    kann  man  y  entweder  aus  1)  dm-ch 
die  Formel 
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oder  aus  2)  diiiTh  die  Formel 

(— o+ 6co8  2x)  sin2a; 

"  sin  (JO  —  XI 

bestimmen.  Für  x  kann  man  gewiss  sein,  allemal  einen  reellen  Werth  zu 
erlialten.  Fände  man  für  cosj/  einen  Werth  grösser  als  1,  so  ist  der  ima- 
ginäre Wertli  von  j/ : 

y  =  i  log  hyiJ  { cos j/  +  \/  (cos j/"  —  1 )  { . 

Bedeutet  u  eine  cxcentrische  Anomalie  und  e  die  Excentricität,  so  ist  die  ent- 
sprechende mittlere  Anomalie 

,v  —  e  sin  x  cos_y  -J-  /  j log  hyp  (cos^  -f  \J  cos_y'  —  '  )  ~  ^  ^^^  ■*  V  (cos^y*  —  1 ) } . 

Sind 

a  cos  («iW  -f  A),         a'cos  («+  1)  M-\-A') 

zwei  auf  einander  folgende  Glieder  einer  Reihe,  die  eine  unendlich  gross 
werdende  Function  vorstellt,  wenn  a-\-bcos2ti  —  cos {u-\-D)  würde,  so  ist 

Limes  {A  —  A')  ^  x  —  e  sin  a;  cos^ 


Limes 


ly  +  y/  cosy'-  1) 
!08a;v'  cosy^—  1) 


wo    c   die   Basis    der  hj^erbolischen   Logarithmen   bedeutet.      Zur   bequemem 
Rechnung  kann  man  noch  cosy  =  -7—^  setzen,  wodiuxh 

Limes -^=      ''°^''"^;^  , 

a  e  cos  a;  cotang  ; 

wird. 

[Man  wii'd  also,  übereinstimmend  mit  den  vorigen  Notizen,  für  den  Factor 

\  =  (-^^  —  cos ':M' — '^T    die   AVerthe   annehmen,    die    der  Wui-zel   der   Glei- 
\smc'  ■  '   / 

chung  X  =  0  entsprechen : 

/  e  sin  i 


Limes  :A  —  A') 
—  =  cos  u  log  hyp  Limes  "l^)     oder     cotang  jC' =  Limes -^^ 


sinC 

-  ^   r.ns  li. 

smQ 


BEMERKUNGEN. 

Von  Gauss'  Untersuchungen  über  die  Störungen  der  Pallas  finden  sich  im  Nachlass  fast  ausschliess- 
lich numerische  Rechnungen  ohne  erklärenden  Text ;  diese  stehen  auf  einer  grossen  Menge  einzelner  Zettel, 
welche  im  Archiv  fünf  Kapseln  füllen ;  die  Berechnung  der  Oppositionen  und  die  Vergleichung  mit  den 
Beobachtungen  hat  Gauss  indessen  auch  vielfach  in  seinen  Handbüchern  ausgeführt.  Die  grosse  Menge  des 
Materials  erschwerte  die  Sichtung  wesentlich ;  doch  war  es  schliesslich  möglich ,  namentlich  durch  gleich- 
zeitiges Studium  des  Briefwechsels,  das  Ganze  in  zusammenhängende  Form  zu  bringen. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Stellen  aus  dem  Briefwechsel  ;S.  41o — 4  3  8)  vorangestellt,  welche  den 
historischen  Verlauf  der  GAUSSschen  Untersuchungen  klarlegen  ;  über  ihren  Zusammenhang  mit  dem  später 
abgedruckten  Text  sei  Folgendes  bemerkt : 

Gauss  hatte  während  der  Berechnung  der  Ceresstörungen  den  Plan  gefasst,  eine  Tafel  herzustellen, 
welche  die  Entwickelung  der  Störungsftinction  für  die  gesamten  bis  dahin  entdeckten  kleinen  Planeten  er- 
leichtern sollte;  er  schreibt  darüber  an  Olbers  am  3.  September,  7.  und  2«.  October  1805.  Auch  findet 
sich  im  Handbuch  Be  eine  Reihe  von  Aufzeichnungen  über  die  Methode,  die  Gauss  hier  anzuwenden  ge- 
dachte. Die  Tafel,  bei  deren  Berechnung  Bessel  half,  ist  auch  vollendet  worden  und  im  Nachlass  vor- 
handen. Da  Gauss  dann  aber  bei  der  Berechnung  der  Pallasstörungen  andere  Methoden  anwandte,  so  ist 
sie  niemals  zur  Anwendung  gekommen,    und  aus  diesem  Grunde  wurde  auch  auf  ihren  Abdiuck  verzichtet. 

Die  Briefe  an  Olbers  von  Januar  isufi  bis  October  ism  beziehen  sich  auf  Vorarbeiten  zur  Berech- 
nung der  Störungen  und  zwar  theils  auf  Untersuchungen  über  die  Genauigkeit,  mit  der  sich  die  Beobach- 
tungen bei  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  darstellen  lassen ,  theils  auf  die  analj-tischen 
Grundlagen  zur  Entwickelung  der  Störungsfunction.  Ende  October  1810  hat  Gauss  dann  die  erste  Rech- 
nung der  speciellen  Störungen  der  Pallas  (abgedruckt  S.  4  7  3)  begonnen,  auf  welche  sich  die  Briefe  vom 
November  i8io  beziehen.  Der  Brief  an  Olbers  vom  13.  December  l8io  betrifft  die  zweite  Rechnung  der 
speciellen  Störungen  (S.  483),  die  von  August  und  October  1811  betreffen  die  erste  Rechnung  der  all- 
gemeinen Stönuigen  (S.  48»).  Im  April  1812  begann  Gauss  die  zweite  Rechnung  der  allgemeinen  Störungen, 
die  Juli  1813  vollendet  wurde.  Aus  der  Zeit  von  März  1  s  1 2  bis  Januar  1813  haben  ausser  dem  Brief  an 
Bessel  vom  .'>.  Mai  isi2  nur  die  Briefe  von  Olbers  an  Gauss  abgedruckt  werden  können,  da  die  ent- 
sprechenden von  Gauss  an  Olbers  verloren  gegangen  sind;  unter  den  verlorenen  befindet  sich  auch  der, 
in  welchem  Gauss,  wie  im  genannten  Brief  an  Bessel,  Mittheilung  von  deiner  Entdeckung  der  Rationa- 
lität der  Umlaufszeiten  von  Pallas  und  Jupiter  macht.  Gauss  hat  diese  Entdeckung  zuerst  also  vor  der 
Ausführung  der  zweiten  Rechnung  der  allgemeinen  Störungen  im  März  oder  Anfang  April  1812  gemacht, 
als  er  mit  dem  kleinen  Divisor  182|.  — 7^  noch  gamicht  gerechnet  hatte;  es  bleibt  unklar  (vgl.  aber  das 
weiter  unten  S.  fiii4  Gesagte,  in  welcher  "Weise  er  die  Rationalität  im  speciellen  gefunden  hat:    die  Notizen. 

VII.  7  (j 
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die  sich  hierüber  im  Nnehlass  Inndcn  und  die  S.  sss  abgedruckt  sind,  stammen  aus  spaterer  Zeit,  jedenfalls 
nach  der  Aiisfühning  mindestens  eines  grossen  Theils  der  zweiten  Rechnung. 

Besondere  Sorgfalt  verwandte  Gauss  auf  die  Vergleichung  seiner  Hcsultate  mit  den  Beobachtungen, 
resp.  auf  die  Bestimmung  der  Normalelcmente ,  welche  in  Verbindung  mit  den  gerechneten  Stöningen  die 
Beobachtungen  möglichst  gut  darstellten.  Man  ist  somit  in  der  Lage ,  sich  ein  sehr  gutes  Bild  darüber 
zu  machen,  wie  genau  die  Beobachtungen  mit  der  Theorie  übereinstimmen ;  die  Differenzen  zwischen  beiden 
hat  G.M'ss  meist  schon  selbst  publieirt  's.  Band  VI  ;  ausserdem  findet  man  sie,  ausser  bei  den  Vergleichungen 
mit  den  Oppositionen,  auch  in  den  oben  abgedruckten  Briefstellen.  Ausser  den  im  Anschluss  an  die  Be- 
stimmung der  Stürungen  oben  abgedruckten  Vergleichungen  mit  den  Oppositionen  findet  sich  im  Nachlass 
eine  sehr  grosse  Menge  solcher  Vergleichungen ,  auch  für  spätere  Oppositionen ,  theils  mit  Berücksich- 
tigung der  Saturnstörungen  theils  ohne  diese ,  theils  mit  der  alten  Jupitersmasse ,  theils  mit  verbesserter. 
Am  vollständigsten  ist  eine  Vergleichung  mit  den  ersten  lo  resp.  12  Oppositionen  (isu2  bis  isi")  im  Hand- 
buch Bf  erhalten;  sie  ist  nicht  abgedruckt  worden,  weil  sie  in  der  Methode  nichts  Neues  bietet  und  ihre 
Resultate  aus  dem  S.  uo  abgedruckten  Briefe  an  Olbers  hervorgehen.  Diese  Vergleichxingen  mit  den  Oppo- 
sitionen hat.G.\Css  sowohl  an  seine  speciellen  Störungen  angeschlossen,  die  er  noch  bis  zum  Jahre  I8I8 
fortgesetzt  zu  haben  scheint,  als  auch  an  die  allgemeinen.  Bei  der  Berechnung  der  Stürungsbeträge  aus 
den  Ausdrücken  für  die  allgemeinen  Störungen  haben  ihm  Westphal  ,  Encke  \ind  Nicolai  wesentliche 
Hülfe  geleistet;  hiezu  wurden,  so  lange  die  Tafeln  S.  572:  noch  nicht  fertig  waren.  Gruppen  von  Störungg- 
gleichungen,  je  nach  ihrer  Grösse,  auf  Zettelchen  zusammengefasst  und  "Manipel«  genannt.  Jeder  Ma- 
nipel  mit  Ausnahme  des  letzten)  enthielt  zehn  Störungsglieder;  so  lauten  z.  B.  die  ersten  Manipel  für  die 
Länge  des  Perihels  folgendermassen : 

Länge  des  Perihels. 


Nr.  der  Siö- 
rungsgleichung 

27            2%- 
66          a%- 

Manipel  1. 
[Argument] 

-   i  + 236«  43' 49" 
-2i  +  303  26  18 

Log.  des 
Coefficienten    [r 
2,88715 
2,81492 

Nr.  der  Stö-  ' 
ungsgleichung 

78 

13 

Manipel  2. 

[Argument] 

6^  —  2i:  + 137059' 40" 
S}.—   i  +  309  34  12 

Log.  des 

Coefficienten 

1,77929 

1,76702 

40 

3%- 

-    'i-\-    94  47  46 

2,72535 

1 

i  +  321  28  57 

1,75857 

52 

i%- 

-2:i-\-28a  15    4 

2,16040 

89 

7'\  —  3i  +  334  36  27 

1,75507 

39 

3^.- 

-2i  +  260  27  22 

1,95730 

38 

33i.  —  3i>  +  340  39  45 

1,68732 

26 

2^- 

-2i  +  342    9  24 

1,94234 

77 

6S\.  —  3i  +  320  40  29 

1,59337 

28 

29i. 

+ 101  42  47 

1,91320 

65 

5SJ._  52 +  506  34  54 

1,57175 

100 

89\.- 

-3i  +  168  38  33 

1,90406 

122 

JOS).  — 4i-t-    18  48  20 

1,54904 

53 

49^.- 

-   i!  +  106  12  53 

1,88715 

41 

3^.           +   87    0  49 

1,50939 

U 

21- 

+  291  57  59 

1,85959 

12 

3|.  _  2i>  +  242  28  11 

1,43467 

Für  jeden  solcher  Manipel  wurden  die  einzelnen  Störungsglieder  berechnet  und  dann  die  Beträge  der 
Manipel  addirt,  um  die  Gesammtstöning^n  eines  jeden  Elementes  zu  finden.  Specielle  Störungen  für  spätere 
Jahre  hat  aiich  Encke  gerechnet,  s.  Berliner  Astronomisches  Jahrbuch  für  1837 — 3S. 

Die  erste  Untersuchung  über  die  Jupitersmasse  ist  S.  56  1  abgedruckt.  Der  Verlauf  von  Gauss'  Ar- 
beiten hierüber  ergibt  sich  aus  dem  Briefwechsel  S.  424—42»;  auffallend  ist,  wie  genau  Gauss  den  Werth 
dieser  Grösse  zuletzt  im  Briefe  an  Oi.bers  vom  24.  Juli   i&l«  auf  T^nr  angibt. 

Auf  die  S.  572  abgedruckten  Tafeln  der  Stöningen    durch  Jupiter   beziehen   sich   die  Briefe   von  Fe- 
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bniar  1817  bis  März  isi8;  der  erste  Plan  einer  solchen  Tafel  wird  bereits  im  Briefe  an  Olbers  vom 
S.April  1813  erwähnt,  in  welchem  GAUSS  auch  die  Absicht'  ausspricht,,  die  Störungen  durch  Saturn  und 
Mars  berechnen  zu  lassen. 

Über  die  Ausarbeitung  seiner  Methode,  als  deren  Beginn  wir  die  »Exposition  d'une  nouvelle  methode 
etc.«  anzusehen  haben,  finden  sich  Andeutungen  in  den  Briefen  vom  12.  December  I8i3  und  vom  25.  Sep- 
tember IS  14.  Dass  diese  mit  der  Absicht  der  Bewerbung  um  den  von  der  französischen  Akademie  ausge- 
setzten Preis  begonnen  wurde,  geht  schon  aus  ihrer  Abfassung  in  französischer  Sprache  hervor.  Wie  sich 
dann  die  Hoffnungen  der  astronomischen  Welt,  der  Preis  möchte  G.AU.s.?  zufallen,  durch  lange  Jahre  hin- 
zogen und  doch  schliesslich  enttäuscht  -mirden,  zeigt  der  Briefwechsel  deutlich  genug. 

Im  Einzelnen  ist  folgendes  zu  bemerken : 

Zu  [I.] :  Die  Briefstellen  sind  nach  den  Originalen  abgedruckt,  mit  Ausnahme  des  ersten  Briefes  an 
Olbers  vom  3.  Januar  1806,  dessen  Original  sich  auf  der  Pulkowaer  Sternwarte  befindet  und  von  dem  das 
Archiv  durch  Vermittlung  von  Herrn  C.  ScHlLLiNG-Bremen  eine  Copie  besitzt.    Zum  Brief  von  H.ansen  an 

G.4USS  vom  T.Februar  1843    ist   zu  bemerken,    dass    nicht    ■——,    sondern  das  Mittel  i(— 1- -^^ — 1    die 

2\>„t'-  \P'i!>-        r['t>.J 

letzterwähnte  Zahl  '.i,7',)l  4a4<i„  ergibt,  also  nicht  -~-  mit  ,„  übereinstimmt,  sondern  dies  Mittel;  ich 
verdanke  diese  Mittlieilung  Herrn  J.  K.EAMER,  der  das  Beispiel  nachgerechnet  hat. 

Zu  [II.]:  Von  der  »Exposition  d'une  nouvelle  methode«  etc.  befinden  sich  im  Nachlass  zwei  un- 
vollendete Entwürfe,  von  denen  nur  der  erste  das  mitabgedruckte  Motto  trägt.  Die  ersten  drei  »Sections« 
unterscheiden  sich  nicht  wesentlich  in  beiden  Entwürfen  und  sind  (Seite  439 — 464)  nach  dem  zweiten  Ent- 
wurf abgedruckt.  Die  "Quatrieme  Sectionn  dagegen  ist  in  beiden  Entwürfen  gänzlich  verschieden  und  darum 
nach  beiden  abgedruckt ;  im  ersten  Entwurf  bricht  sie  inmitten  eines  Satzes  ab.  Bei  den  Manuscripten  fand 
sich  auf  einem  Zettel  folgende  »L[i.sting]  185  5  Aug.  18«  unterzeichnete  Bemerkung:  »Diese  offenbar  ganz 
druckfertige  Abhandhing,  welche  sich  in  dem  (3 -|- 4)ten  Bande  von  Grelles  Journal  vorfand,  scheint  in's 
Jahr  1806  (spätestens)  gesetzt  werden  [zu]  müssen,  insofern  die  in  der  »Quatrieme  Section«  enthaltene  Ent- 
wickelungsmethode  nach  Gauss'  mündlichen  Äusserungen  früher  als  die  von  Poukier  gegebene  vom  Dec. 
1806  niedergeschrieben  war«,  mit  dem  späteren  Zusatz:  »Jedoch  stellt  die  Stelle  Art.  20  »pendant  les 
annees  1803  ...  1816«  die  Zeit  der  Abfassung  nach  dem  letztgenannten  Jahre.  Noch  wäre  nicht  ohne 
Interesse,  dem  Ursprung  der  zu  Ende  Art.  3  angeführten  Constanten  nachzuspüren.« 

Aus  dem  Briefwechsel  geht  aber  hervor,  dass  jedenfalls  der  erste  Entwurf  etwa  1815  zu  setzen  ist, 
der  zweite,  der  den  von  LISTING  erwähnten  Gegenstand  behandelt,  also  noch  später;  Gauss  mündliche 
Äusserungen  können  sich  nur  darauf  beziehen,  dass  er  diese  Untersuchungen  überhaupt  schon  gemacht,  even- 
tuell an  anderer  Stelle  aufgezeichnet  hatte.  Von  befreundeter  Seite  erhielt  ich  einige  interessante  Mit- 
theilungen über  den  GAUSSschen  Convergenzbeweis,  von  denen  ich  hier  nur  erwähnen  kann,  dass  PoissoNs 
analoger  Beweis  bereits  I8i5  im  Bulletin  der  Societe  philomatique  p.  9  0  im  Auszug  erschienen  ist.  Es 
wäre  nicht  unmöglich,  dass  Gauss  diesen  Auszug  bei  der  Abfassung  des  zweiten  Entwurfs  gekannt  hat  und 
vielleicht  gerade  dadurch  zum  Niederschreiben  des  von  ihm  früher  gefundenen  Beweises  veranlasst  wurde. 
Gauss  scheint,  wie  schon  erwähnt,  die  Ausarbeitung  der  »Exposition«  in  der  Absicht  unternommen  zu 
haben,  sie  für  den  von  der  Pariser  Akademie  auf  die  Störungen  der  Pallas  ausgesetzten  Preis  einzusenden, 
dessen  Vertheilung  schliesslich  bis  zum  Jahr  1816  hinausgeschoben  worden  war  (vgl.  auch  den  Brief  an 
Olbers  vom  s.  Januar  1816,  S.  427). 

Zu  [III,]— [IV.] :  Die  Rechnungen  zu  den  speciellen  Störungen  finden  sich  zum  grössten  Theil  auf 
Blättern,  zum  kleinern  in  Handbüchern.  Der  gesamte  Text  und  zum  Theil  auch  die  Zahlen  haben  ergänzt 
werden  müssen.     Den  Originalen  sind  entnommen:  S.  473—474  die  Formeln,    die  sich  auf  den  zur  zweiten 
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Rechnung  der  speciellen  Störungen  gehörigen  Blättern  finden,  S.  J75 — 4S2  mit  wenigen  Ausnahmen  die 
Zahlen,  die  theils  auf  Blättern,  theils  in  zwei  Hondbüchern  Bc  «ind  Bd  verstreut  stehen  und  theilweise 
ergänzt  wurden.  Die  Zahlen  der  zweiten  Rechnung,  Seite  4s:i — isa  finden  sich  ohne  Text,  aber  zusammen- 
hängend, auf  einem  Convolut  von  Blättern. 

Zu  [V.]:  Die  Notizen  [i.;  — [3.]  und  [5.]  haben  vollständig  frei  bearbeitet  werden  müssen,  da  im  Nach- 
lasB  gar  keine  Angabe  über  die  Rechnungsmethode  vorhanden  ist,  sondern  nur  die  Blätter  mit  den  Rech- 
n\mgen ,  nach  deren  Entzifferung  erst  die  Methode  klargelegt  werden  konnte.  Der  Herausgeber  wurde 
hiebei  unterstützt  durch  einzelne  Vorarbeiten  von  Schering  und  Schur,  welche  bereits  einige  Blätter  ent- 
ziffert und  die  Bedeutung  einiger  Zahlen  angegeben  hatten.  Aus  einigen  Aufzeichnungen  Scherings  liess 
sicli  auch  erkennen ,  dass  dieser  sich  vielleicht  den  grössten  Theil  der  Rechnungen  klargelegt  hatte ; 
leider  waren  aber  diese  Aufzeichnungen  zu  unvollständig,  um  bei  der  Bearbeitung  benutzt  werden  zu 
können.  Das  Rechnungsbeispiel  [4.],  das  in  einem  Handbuch  steht  und  mit  nur  unwesentlichen  Änderungen 
abgedruckt  ist ,  diente  als  Anhaltspunkt.  Die  Bearbeitung  ist  so  gehalten ,  dass  sie  sich  an  die  »Theoria 
inter])olationi8<i  Bd.  III  S.  265,  anschliesst,  da  dieses  wahrscheinlich  der  von  Gauss  zunächst  eingeschlagene 
"Weg  ist.  Die  interessante  Untersuchung  in  der  »Qviatrieme  Section«  der  "Exposition«,  S.  465  kommt  also 
hier  garnicht  zur  Geltung.  Ihr  Zusammenhang  mit  der  numerischen  Rechnung  liegt  aber  auf  der  Hand, 
wenn  die  Integrationen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Reihen  durch  mechanische  Quadratur  ausge- 
führt werden. 

Von  den  numerischen  Werthen  der  Notiz  ;6.]  wurden  die  der  Seiten  507 — sns  nach  langem  Suchen  in 
einem  Heftchen  Schedae  An)  gefunden,  die  der  Seiten  509 — 513  stehen  auf  einzelnen  Blättern;  sie  mussten 
mehrfach  ergänzt  werden;  in  den  Tafeln  für  T,  V,  W,  S.  5fl9 — 511  fehlen  einige  Werthe,  auf  deren  Er- 
gänzung verzichtet  wurde.  Die  Berechnung  der  Störungen  selbst,  Notiz!?.] — [12.],  und  die  Vergleichung  mit 
den  Oppositionen,  Notiz  f  13.1,  stehen  auf  einzelnen  Blättern.  Es  wurde  nur  soviel  abgedruckt,  wie  nöthig 
erschien,  um  eine  lückenlose  Darstellung  zu  erhalten. 

Auf  einem  der  Blätter,  welche  die  Integration  der  Störungen  der  Epoche  e  enthalten,  findet  sich  fol- 
gende kleine  Rechnung,  wobei  die  erste  der  angegebenen  Zahlen  die  mittlere  Bewegiing  der  Pallas  ist : 

7G9:'202079 
das  7-fache  =  5384';414553 
18  m.  m.  ^.  =  5384,  392272 


189^  — 7S>  =  —0,022281 
2|-  sid.  in  tma  die  299','132904. 


Es  scheint  dies  das  Einzige  zu  sein,  was  auf  den  ersten  Schritt  der  GAUSSSchen  Entdeckung  der  Ratio- 
nalität beider  Umlaufszeiten  hinweist ;  daraus  lässt  sich  aber  weiter  nichts  schliessen,  als  dass  er  eben  die 
Grösse   16«' — 7?i  als  äusserst  klein  gefunden  hatte. 

Die  Werthe  der  Pallaselemente,  die  zum  Grunde  liegen,  S.  sog,  hat  Gauss  im  Laufe  der  Rechnung 
zum  Theil  etwas  verändert  angenommen,  so  hat  er  z.B.  bei  den  Integrationen  <ü  —  Q  =  30S°29'23". 
Einige  kleinere  Rechenfehler  sind  verbessert,  eine  Controlle  der  Rechnung  ist  aber  wegen  der  ungeheuren 
damit  verbundenen  Arbeit  nicht  vorgenommen  worden.  Gauss  scheint  diese  erste  Rechnung  der  allgemeinen 
Störungen  mit  geringerer  Sorgfalt  ausgeführt  zu  haben. 

Zu  [\1.]:  Im  April  IS12  begann  Gauss  die  zweite  Rechnung  der  allgemeinen  Stönmgen ;  über  den 
Umfang  der  einzelnen  Rechnungen  und  die  dazu  gebrauchte  Zeit  hat  Gau.ss  die  folgenden  Tagebuchartigen 
Notizen  auf  einem  Zettel  geführt,  welche,  ihres  speciellen  Interesses  wegen,  möglichst  getreu  nach  dem  Ori- 
ginale  mit  Fortlassung   nur  weniger  Zahlen    hier   abgedruckt   sind;    die  Zeichen  C,  6,  S,  2}.,  Q,  f,  O  be- 
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deuten,  wie  üblich,  die  Wochentage  Montag,  Dienstag  etc. ;  durch  sie  war  es  möglich,  das  Jahr  zweifellos 
festzustellen ;  die  Angaben  »fertig  Aug.  1 5 «  etc.  geben  nicht  das  Datum  der  wirklichen  Vollendung  an, 
sondern  den  Zeitpunkt,  bis  zu  welchem  nach  Vorausberechnung  jedesmal  der  Abschluss  der  Entwickelung 
der  Störungsfunction  zu  erwarten  war. 


Journal  über  die  Bechmmgen 


[1812] 

O  April  5 
S  April  S. 
2|.   April    9. 

April  11. 

April  12. 

April  13. 

April  14. 

April  15. 

April  16. 

April  17. 

April  18. 


PräparatioH  der  Jtipitersm-ter 
Präparation  der  Pallasörter 
Tableau  für  240" 

Interpolation  für  T,  V,  W 

Tableau  für  255" 

Interpolation  für  T,  V,  W 


Für  die  22  übrigen  Tablcaus  das 
Netz  gezogen. 
0   April  19.    Für  dieselben  die  Winkelargumente. 
6336  Z[iffern]. 

C    April  20.— Q  April  26 12672  Z. 

C    April  27 1728  Z. 

(5    April  28 2592  Zif. 

a    April  29 3168  Zif. 

S|.    April  30 2592 

Präp.  Tabl.  Interp. 

9936 41760 15840 

67536  [Ziffern]   in  26  Tagen 
2598  in  1  Tage 


Das  Ganze  wird  betragen  -. 

Tabl.  14S320 

Interp.  190080 

fehlen  noch  106560 

174240 

Das  Ganze 

338400 

fertig 

57600 

fehlen 

280800 

Mai  l.~6. 
Mai  7.  3\.  . 
Mai  8.  Q  . 
Mai  9.  (?  . 


Tabl.      Interp. 

3304        7920 

3024 

3024 

3744 


an  den  Pallasstörungen. 

Tabl. 

Interp 

Mai  10.  O  . 

.    1152 

2640 

370"  V 

Mai  11.  C. . . 

.    1440 

2640 

270»  W 

Mai  12.  S  .. 

.    1440 

2640 

270"  T 

Mai  1. 

-12. 

16128 

15840 
täglich 

31968 
2664 

fehlen 

noch  90432 

158400  248832 

fertig  August  15. 

Mai  13.  ^  .. 

.    4032 

Mai  14.  %.. 

.    2592 

2640 

210f>  V 

Mai  15.  Q  .. 

.    1728 

2640 

210"  W 

Mai  16.  f  ■■ 

.      864 

2640 

210"  T 

Mai  1. 

-16. 

35344 

33760 
tägl. 

49104 
3071 

fehlen  81216 

150480  331696 

fertig  August  6. 

Mai  17.  O  . 

.    4608 

Mai  18.  t  .■ 

.   2304 

2640 

195"  V 

Mai  19.  S  ■■ 

.    1728 

3640 

195"  W 

Mai  20.  S... 

.    5184 

2640 

195"  T 

Mai  17. 

-20. 

13824 

7930 

Mai  1. 

-20. 

39168 

31680 
tägl. 

70848 
3542 

fehlen  noch  67392 

142560  209952 

fertig  Jul.  29. 

Mai  21.  9\... 

.    2016 

2640 

285"  V 

22.  Q  .. 

.    1728 

2640 

285"  W 

23.  -p.. 

.   2016 

2640 

285"  T 

24.  0   . 

.     288 

5280 

180"  r,  W 

Mai  21 

—24. 

:    6048 

13200 

Mai  1. 

-24. 

45216 

44880 
tägl. 

90096 
3754 

fehlen  61344 

129360  190704 

fertig  Jul.  24. 

Il 
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Tabl. 

Intcrp. 

Tabl.  Inlerp. 

Mai  35.  C 1440 

2640        180"  T 

Jun.l4.—16.Qi  —  ^5184     7920        12Ü^T.105»V,W 

36.  <5 201G 

2640        300^  V 

[Jun.  1.-16.].  16704  34320    51024 

27.  H 1728 

2640        300»  W 

[fehlen]  33696  73920  107616 

28.  3\ 2016 

2640        300f>  T 

Jun.  17 2016    2640        105»  T 

Mai  25.-28. :    7200 

10500    17760 

[Jun.  1.-17.].  18720  36960    55680 

Mai  1.—28. :  52416 

55440  107856 

[fehlen]  31680  71280  102960 

tägl.        3852 

Jttn.  18.  9^. 288    5280        330^  V.  W 

fehkn  noch  54144 

118800  1729U 

[Jim.  1.-18.]:  19008  42240    61248 

fertig  Jul.  22. 

[fehlen]  31392  66000    97392 

Mai  29 288 

5280        165'^  V,  W 

in  75  Tagen                     250944 

30.  1} 1440 

31.  O 2016 

3/at  29.— 31. :    3744 

Im  ganzen  Mai    56100 

2640        165'>  T 
2640        150»  V 
10560    14304 
66000  122160 

tägl.                                       3345 

fertig  den  18.  Julius. 

Jun.  19.  S 2440    2640        330»  T 

[Jun.  1.-19.]:  20448  44880    65328 
[fehlen]  29952  63360    93312 

Jun.  20.  1? 2016    2040          90»  V 

Seit  dem  5.  April. 

[Jun.  1.-20.] :  22464  47520    69980 

J'rap.  99.16.  Tabl. 

97920,  Interp.  81840 

[fehlen]  27936  60720    88656 

in  57  Tag 

en:    189696 

in  77  Tagen                      259676 

tägl.       332S 

tägl.                                       3372 

fehlen  noch  50400 

108240  158640 
fertig  den  18.  Julius. 

fertig  den  17.  Julius. 

Jun.  21.  0 1728    2640        90»  W 

Jun.  1.  C ir28 

Jun.  2.  c5) 

2640        150»  W 
ilSO»  T 

[Jun.  1.-21.]:  24192  50160    74352 
fehlen]  26208  58080    84288 

-    9.%   '''' 

'''''       Lot.  F.  TT 
13200    18672 

fertig  den  16.  Julius. 

Jun.  1.—9.]:    5472 

Jun.  22.  C  2016    2640        90»  T 

fehlen  U928 

95040  139968 

[Jun.  1.-22.]:  26208  52800    79008 

fertig  Jul.  24. 

fehlen]  24192  55440    79632 

Jun.  23.  3  288    5280        75»  V,  W 

[Jun.  1.-23.]:  26496  58080    84576 

[fehlen]  23904  50160    74064 

in  80  Tagen                    274272 

tägl.                                          3428 

fertig  den  15.  Julius. 

Jun.  10.  8 2016 

[Jun.  I.—IO.]:    7488 

[fehlen  nodi]  42912 

Jun.  11.  2}-  . . . .   1728 

2640        135»  V 
15840    23328 
92400     13512 

2640        135»  W 

[Jun.  l.-ll.].    9216 

[fehlen]  41184 

Jun.  12.  Q   ....   2016 

[Jun.  1.-12.] :  11232 

[fehlen]  39168 

Jun.  13.  1?  ....     288 

18480    27696 
89760  1309U 

2640        135»  T 
21120    32352    . 
37120  126288 

5280        120»  V.  W 

Jun.  24.-27.  ü—l?  7200  10560        75»  T,  60»  T,  V,  W 
[Jun.  1.—27.]:  33696  68640  102336 
[fehlen]  16704  39600    56304 
in  84  Tagest                      292032 

[Jun.  1.-13.]:  11520  26400    37920 
[fehlen]  38880  81840  120720 

tägl.                                        3476 

fertig  den  14.  Julius. 

i 
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Tabl.  Interp. 
Jul.  l.—S.  8— a    7200  18480  0»,15o,3&',34ö'>V, 
in  95  Tagen  332016 
tägl.  3495 

fertig  den  13.  Julius. 

Jul.  9.  %. 2204    2640    SO"  T 

'fehlen  noch]   3456    7920    11376 


Jul.  20.     Der  Erste  Anfang  mit  Störung  des  Lo- 
garithmen  der  halben  grossen  Axe. 
Diese  vollendet  Aug.  10.  C 
In  21  Tagen    51040  Ziffern 


Tabl.  Interp. 
Jim.28.—29.Qi—t  2304    7920        45»  7,  TF,  5Ö"  7 
[Jun.  1.—29.] :  36000  76560  112560 
fehlen]  14400  31680    46080 

fertig  den  13.  Julius. 

Jun.  30.  (5 1440    2640        45°  T 

im  ganzen  Jun.  37440  70200  116640 
fehlen  12960  29040    42000 

Seit  dem  5.  April: 

Präp.  9936  [Tabl]  135360  [Interp.]  161040 

in  67  Tagen  306336  

*"^^-  ^^^-'^  Knoten,   Neigung  und  Excentricität  vollendet  den 

fertig  den  12.  Julius.  ^^    ^^^^^^^^    ^ 

107  Tage  circa  140000  Ziffern. 
Wirklich  vollendet  wurde  die  ganze  Rechnung  im  Juli  1813;    s.  Brief  an  Olbers  S.  422. 

Die  Seite  52'.i  abgedruckten  Elementensysteme,  sowie  die  Berechnung  der  Lage  der  Bahnen  gegen  ein- 
ander stehen  im  Handbuch  Bc,  ebenso  wie  die  >> Präparation  der  Jupiters-  und  Pallasörter« ,  d.  h.  die  eben- 
falls S.  529  erwähnte  Berechnung  der  Coordinaten  r,  v  ;  »•',  w',  ß',  v'.  Die  weitere  Rechnung  ist  vollständig 
auf  einer  grossen  Zahl  einzelner  Blätter  ausgeführt,  denen  die  Zahlen  der  Tafeln  Seite  530 — 5  41,  sowie  die 
der  Rechnungsbeispiele  für  das  Argument  iM' — 231,  Seite  542,  545,  548,  550,  552  entnommen  sind.  Die 
schliesslichen  Resultate  für  die  Störungen,  Seite  54  3 — 545,  546 — 547,  54s — 549,  550 — 552  (nur  ologa), 
553 — 654,  555 — 556,  Stehen  wieder  in  dem  erwähnten  Handbuch ;  nur  die  Coeföcienten  von  5  /  nd<  haben  aus 
Blättern  entnommen  werden  müssen.  Bei  dem  Ausdruck  für  5(ü,  Seite  547,  sind  leider  aus  Versehen  einige 
Glieder  vergessen  worden,  die  darum  hier  noch  angeführt  werden  sollen,  nemlich : 


+  1',' 24  sin  [14%.—  5$ +  253"  0' 39" 
+  0, 24  sin  !14S\.  —  4$  +  251  4  55  ) 
+  0, 13  sin  15\  —  10^  +  116  58  57  ) 
+  0, 19  sin  \153\.  —  9^  +  106  32  59  ] 
+  0,29  sin  (15^—  8$  +  99  41  37  ) 
+  0,47  sin  {153\.—  7$+  95  9  38) 
+  2,59sin[15S\.—  6^+  91  52  25  ) 
+  0,35  sin  (15%—  5$ +  268  44  35  ] 
+  0, 10  sin  (J62(.  —  J0$  -I-  125  50  29  ) 
+  0, 15  sin  [16%.  —  9$  +  117  59  33  ) 
-l-  0, 23  sin  [16%.  —  5$  -)- 109  38  55  ] 
+  0,  42  sin  {16S^  —7$  + 107  50  23  ] 


+ 1','10  sin  [169\.  —  6$  +  283"  10/  1") 
+  0, 13  sin  [16%  —  5^  +  281  17  22  ] 
+  0, 12sin [17%  —  9^  + 129  36  2  ) 
+  0,20sin{17%  —  8$  +  125  14  12  ) 
+  0,  50  sin  [17%  —  7$  +  120  22  4  ] 
+  0,22  sin  [17%  — 6^  +  297  40  56  ) 
+  0, 14  sin  [18%  —  8i  +  137  75  16  ) 
+  0, 14  sin  (19%  —  S$  +  149  16  20  ) 
+  0,16 sin, 19%  — 7^  +  146  41  38  ) 
+  0,  22  sin  [20%  —  8^  +  161  17  24) 
+  0, 16  sin  [21%  —  S$  +  173  18  28  ). 


Die  numerischen  Werthe  von  Notiz  ['J.],  S.  557,  stehen  auf  den  einzelnen  Blättern  zwischen  den  Inte- 
grationen für  die  übrigen  Gleichungen ;    zum  Theil  mussten  sie  ergänzt  werden. 

Besonderes  Interesse  wird  die  Notiz  [!«.]  beanspruchen;  sie  ist  aus  einigen  ganz  kurzen  Notizen  auf 
zwei  unscheinbaren  Zettelchen  zusammengestellt,  von  denen  der  eine  aus  einem  Convolut  von  losen  Zetteln 
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Stammt ,  die  nach  Gauss  Tode  sich  in  seinem  Papierkorb  vorgefunden  haben  sollen.  Wenn  auch  das 
Aussehen  dieses  Zettels  eine  derartige  Herkunft  wahrscheinlich  macht ,  so  ist  doch  mit  Rücksicht  auf 
den  Inhalt  kaum  anzunehmen ,  dass  er  kurz  vor  Gaiss'  Tode  in  den  Papierkorb  geworfen  wurde :  bei 
den  wiederholten  Durchsichten  des  Nachlasses  hat  es  sich  naturgcmäss  nicht  ganz  vermeiden  lassen,  dass  die 
ursprüngliche  Ordnung  der  einzelnen  aufgefundenen  Zettel  verändert  wurde.  Aus  welcher  Zeit  die  beiden 
Zettel  stammen,  dürfte  kniim  sicher  festzustellen  sein ;  nach  Ausweis  des  vorstehend  abgedruckten  »Journal 
über  die  Rechnungen  an  den  Pallasstörungen"  konnte  Gauss  erst  in  der  Zeit  zwischen  dem  'in.  Juli  und 
1 11.  August  isii  zur  Kenntnis  des  numerischen  Werths  des  Coefficienten  a  S.  55S)  gelangt  sein,  also  nach 
Verfassung  des  Briefes  an  Bessel,  S.  422,  aber  vor  Abfassung  des  Passus  in  der  »Exposition«,  S.  472.  Für 
die  Annahme  einer  spatern  Entstehungszeit  beider  Zettel  spricht  vielleicht  der  Umstand,  dass  Gauss  bei 
Entnahme  der  numerischen  Werthe  aus  seinen  frühem  Rechnungen  ein  Versehen  begangen  hat,  indem  er 
die  Constante  A  unrichtig  ansetzte,  nemlich 

A  =   iss'it'j's", 
womit  er  findet 

U  =    324''  1  .■■'  5T" 
logC=  4,2f,:<u„ 
und  für  die  Periode 

102(1,17  Pallasumliiufe  =  3',i!i,ii7  Jupitersumläufe. 

Die  Grenzen,  zwischen  denen  n  und  u  oscilliren  (S.  559;,  hat  Gauss  nicht  berechnet,  mit  dem  obigen 
Werthe  von  A  würde  folgen: 

für  die  Grenzen  von  n:  — n'4-o','o72m 


Beim  Abdruck  sind  die  verbesserten  Werthe  eingesetzt  worden.  Der  Unterschied  ist  recht  beträchtlich ;  man 
muss  aber  bedenken,  dass  das  ganze  Resultat  sehr  precär  ist,  weil  der  Wert  von  (x  \ind  damit  der  von  C 
sehr  unsicher  zu  bestimmen  ist. 

In  den  Originalen  befinden  sich  nur  die  Gleichungen  Seite  .'iss,  Zeile  4,  «,  14  von  oben  und  8,  «,  5, 
4,  3  von  unten,  Seite  55u,  Zeile  5,  sowie  die  numerischen  Werthe  von  a,  A,  l»%  —  "0,  U,  14a,  ji.  und 
die  Notiz  "1026,17  Pallasumläufe,  399,07  Jupitersuviläufe«. 

Die  Untersuchungen  über  die  Berechnung  der  Argumente  mit  Berücksichtigung  der  grossen  Gleichung, 
Notiz  [11.],  finden  sich  grösstentheils  auf  Blättern,  sonst  im  Handbuch  Bc;  den  Blättern  sind  jedoch  nur 
die  Ausdrücke  f(u)  und  F(u),  Seite  55!i,  und  dem  Handbuche  die  beiden  Relationen  l)  und  3i  entnommen. 
Die  Bearbeitung  musste  auch  hier  sehr  frei  gehalten  werden,  da  aus  den  verschiedenen  vorhandenen  Rech- 
nungen nicht  ersichtlich  ist,  welche  Methode  Gauss  schliesslich  als  zweckmässigste  angesehen  haben  mochte. 
Die  ausführliche  Hülfstafel ,  die  Seite  560  erwähnt  ist,  steht  im  Handbuch  Bc;  ihr  Abdruck  erschien  un- 
nöthig.  Die  numerischen  Werthe  zur  Vergleichung  mit  den  Oppositionen  Seite  sr.o  stehen  ebenfalls  ver- 
streut im  Handbuch  Bc;  die  Stöningsbeträge  sind  hier  nach  den  oben  erwähnten  Manipeln  berechnet, 
wobei  Gauss  von  Wächter  unterstützt  w\irde.  Es  finden  sich  aber  nur  die  Rechnungen  für  die  vier  S.  560 
behandelten  Elemente  vor. 

Die  Notiz  [12.],  Seite  5«i  infolge  eines  Versehens  mit  In.]  bezeichnet,  enthält  die  Vergleichung  mit 
den  ersten  neun  Oppositionen,  die  Gauss  in  seinem  Brief  an  Bessel  vom  21.  März  1843  S.  438)  erwähnt; 
auch  sie  ist  auf  Blättern  ausgeführt,  denen  niu-  die  Zahlen  entnommen  werden  konnten ;  auf  diesen  Blättern 
hat  Gauss   später   noch    einige  Zahlen    hinzugefügt,    die   sich   auf  die  zehnte  Opposition   beziehen.     Ausser 
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diesen  hier  abgedruckten  finden  sich  ,  wie  bereits  Eingangs  dieser  Bemerkungen  erwähnt ,  noch  sehr  viele 
iveitere  Vergleichungen,  auch  mit  spätem  Oppositionen. 

Zu  [VII.]:  Die  Briefstellen  sind  nach  den  Originalen  abgedruckt,  wählend  Notiz  [2.]  gänzlich  vom 
Bearbeiter  herrührt.  Die  ungeheuer  umfangreichen  Rechnungen  zu  diesen  Tafeln  (vgl.  S.  429  ,  sowie  die 
fertige  Tafel  selbst ,  bilden  ein  Convolut  von  wohlgeordneten  Blättern ;  viele  von  ihnen  sind  nicht  ^on 
Gauss'  Hand,  sondern  rühren  von  Encke  und  Westphal  her. 

Zu  [VIII.]:  Über  die  Störungen  der  Pallas  durch  Saturn  befindet  sich  im  Nachlass  nichts  von  Gauss' 
Hand ,  sondern  nur  die  Originalbriefe  von  Nicolai  an  Gauss  ,  sowie  einige  Blätter  von  Nicolais  Hand ; 
aus  den  letztern  stammen  die  Gleichungen  i)  und  2)  der  Notiz  [1.],  während  der  übrige  Inhalt  dieser  Notiz 
ergänzt  wurde.  Die  in  Frage  konunenden  Briefstellen  sind  in  Notiz  [2.] — [6.]  abgedruckt;  die  Resultate  für 
die  Störungen  stehen  auf  einzelnen  Blättern,  die  urspi-ünglich  den  NiCOLAlschen  Briefen  beigelegen  haben, 
jetzt  aber  im  Nachlass  den  Kapseln  mit  den  Pallasstörungen  eingeordnet  sind.  Übrigens  sind  diese  Resul- 
tate in  etwas  anderer  Ordnung  abgedruckt,  als  sie  auf  den  Originalblättern  stehen ;  dort  sind  sie  in  Manipel 
geordnet,  während  für  den  Abdruck  ihre  ursprüngliche  natürliche  Reihefolge  gewählt  ist. 

Die  ganze  Rechnung  dieser  Störungen  ist  in  Nicolais  Nachlass  auf  der  Grossherzoglichen  Sternwarte 
zu  Heidelberg  erhalten  und  Herr  Valentiner  hat  die  Freundlichkeit  gehabt,  sie  dem  Unterzeichneten  zur 
Einsicht  zu  überlassen.  Sie  trägt  die  Unterschrift;  «Geendigt  den  2 o'™  April  ISU.«  Vielleicht  dürfen 
wir  ihre  etwas  detaillirtere  Veröffentlichung ,  die  in  Gauss'  Werken  wohl  nicht  angebracht  gewesen  wäre, 
noch  von  anderer  Seite  erhoffen.  Übrigens  hat  NICOLAI  zwei  Rechnungen  der  Saturnstörungen  ausgefülut, 
von  denen  die  erste  sich  nur  auf  die  Hauptgleichungen  bezog ;  ihre  Resultate  sind  ebenfalls  im  Nachlass 
vorhanden.  Die  entsprechenden  Briefe  von  Gauss  an  Nicolai  scheinen  verloren  zu  sein ;  wenigstens 
theilte  mir  Herr  Valentiner  mit ,  dass  in  Nicolais  Nachlass  sich  nur  eine  Reihe  von  Briefen  von  Gauss 
aus  späterer  Zeit  (von  isiii  ab)  vorfindet,  die  Herr  Valentiner  übrigens  herausgegeben  hat  (Briefe  von 
C.  F.  G.AUSs  an  B.  Nicolai,  Karlsmhe  187  7).  Die  Briefe  von  Nicolai  an  Gauss  scheinen  vollzählig  er- 
halten zu  sein,  sind  aber  bisher  nicht  veröffentlicht  worden. 

Zu  [IX.]:  Die  Formeln  und  Zahlen  der  Notiz  [l.]  finden  sich  theils  im  Handbuch  Bc,  theils  auf 
Blättern ,  theils  in  einem  »Astronomische  Rechnungen ;  Angefangen  im  März  1 8  U «  betitelten  Heft ,  das 
sonst  andere  Gegenstände  enthält  und  darum  im  Nachlass  unter  »Beobaclitungen  und  Rechnungen»  einge- 
reiht ist.  Die  Zahlen  der  Notizen  [2.] — [3.]  sind  den  von  Gauss  auf  einzelnen  Blättern  geführten  Rech- 
nungen entnommen,  welche  unvollendet  geblieben  sind.  Die  Notiz  [4.]  stammt  vom  Bearbeiter;  [5.] — [e.] 
aus  dem  erwähnten  Heft  »Astronomische  Rechnungen«,  einzelne  Relationen  der  Notiz  [5.]  auch  von  einem 
einzelnen  Blatt;  [7.]  endlich  aus  dem  Handbuch  Be,  wo  auf  den  abgedriickten  Text  noch  ein  Rechmmgs- 
beispiel  (für  M=  le.'i»)  folgt. 

Die  Notizen  [4.] — [7,]  betreffen,  wie  man  sieht,  einen  sehr  interessanten  Kunstgriff  für  die  Entwicke- 
lung  der  Störungsfunction,  den  Gauss  aber  schliesslich  doch  nicht  weiter  angewandt  hat,  weil  eine  wesent- 
liche Erspamiss  im  numerischen  Rechnen  damit  nicht  erreicht  zu  werden  scheint.  Nach  dieser  Methode 
hat  Gauss  ausser  den  abgedruckten  Werthen  für  M=  au"   nur   noch    die  für  31=  15°  und  4  5"  berechnet. 

Man  sieht,  dass  G.\USS  das  gewaltige  Problem  der  Berechnung  der  Pallasstöruugen  innerhalb  der 
Genauigkeitsgrenze  der  Beobachtungen,  an  das  auch  heute  noch  der  Astronom  sich  nicht  gern  heranwagen 
möchte,  fast  ganz  zu  Ende  geführt  hat ;  es  fehlen  nur  einige  wenige  Störungsgleichungen  für  den  Mars. 
Um  so  mehr  zu  bedauern  war  es,  dass  bis  auf  den  heutigen  Tag  diese  Arbeit  unbekannt  geblieben  ist,  und 
^vie  aus  den  letzten  der  abgedruckten  Briefstellen  hervorgeht,   hat  Gauss   selbst   dies    auch  lebhaft  gefühlt. 

Sehr  auffallend  ist,  dass  Gauss  in  seinem  wissenschaftlichen  Tagebuch  (oder  Notizenjournal,  wie  er  es 
selbst  nennt),  das  von  Herrn  F.  Klein  in  der  »Festschrift  zur  Feier  des  l.5üjährigen  Bestehens  der  K.  Ge- 
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gellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen",  t9ui  herausgegeben  worden  ist,  dieser  seiner  Untersuchung 
nicht  ein  einziges  Mal  Erwähnung  thut.  L'ber  die  Jahre  lb02 — iboi  steht  im  Tagebuch  die  Bemerkung: 
••Annis  itisequentibus  1802,  1803,  1804  occupationes  asironomicae  maximam  otii  partem  abstutentul,  cakuli 
imprimis  circa  planelarum  novorum  theoriam  ütstituti.     Unde  evenit,    quod  hisce  annis  catalogus  hicce  ne- 

glectus  est «    In  diese  Jahre  fallen  G.\vss'  Arbeiten  über  das  Zweikörperproblem  (Vorbereitung  der 

Theoria  motus  und  über  die  Störungen  der  Ceres.  Merkwürdig  ist  es  aber  doch ,  dass  Gai'Ss'  Beschäfti- 
gung mit  astronomischen  Rechnungen  stets  eine  Unterbrechung  in  der  Führung  des  Tagebuchs  hervorrief. 
Denn  auch  im  Jahre  isio,  als  Gacss  begann,  sich  mit  der  Pallas  zu  beschäftigen,  beginnt  eine  grosse 
Lücke.  Am  2'j.  Februar  18I2  schreibt  er  dann:  »Catalogum  praecedentem  per  fata  iniqua  Herum  inter- 
rupium  initio  a>wi  1813  resumimus "  Er  erwähnt  dann  die  W'iederauffindung  des  «zweiten"  Be- 
weises des  Fiindamentalsatzes  der  Algebra ,  den  er  im  November  1 6 1 1  gefunden ,  dann  aber  zum  Theil 
wieder  aus  dem  Gedächtniss  verloren  hatte ,  da  er  nichts  aufgezeichnet  hatte.  Zwischen  dieser  und  der 
nächsten  Notiz  vom  2«.  September  l»l2,  welche  sich  auf  die  Anziehung  eines  EUipsoides  bezieht,  liegt 
die  Entdeckung  der  Rationalität  der  mittlem  Bewegungen  von  Pallas  und  Jupiter;  auch  über  sie  schweigt 
das  Tagebuch  vollständig. 

Dass  die  GAU.ssschen  Untersuchungen  über  die  Störungen  der  Pallas  noch  heut  ein  werthvoUes  Mate- 
rial bilden,  liegt  auf  der  Hand ;  die  Reduction  der  Störungsausdrücke  auf  die  heutige  Epoche  möchte  man 
wohl  als  höchst  wünschenswerth  bezeichnen. 

Brendel. 
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THEORIE  DER  BEWEGUNG  DES  MONDES. 

ERSTER  ABSCHNITT. 

Fmulainentalc/leichungen  für  die  Bewegung  des  Mondes. 

Vorerinnerung. 

Von  den  Kräften,  die  avif  die  Bewegung  des  Mondes  Einfluss  haben,  be- 
trachten wir  hier  nur  die  Anziehungski'äfte  der  Erde ,  der  Sonne  und  des 
Mondes,  welche  wir  als  in  den  Schwerpunkten  dieser  Weltkörper  vereinigt 
ansehen.  In  der  That  sind  die  Wirkungen  der  übrigen  Planeten  so  ausser- 
ordentlich klein,  dass  sie  auch  den  allerfeinsten  Beobachtungen  gänzlich  ent- 
gehen; die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde,  wodurch  die  letztere  Voraus- 
setzung modificirt  wird,  bringt  auch  nur  ein  Paar  Gleichungen  von  wenigen 
Secunden  hervor.  Zudem  ist  es  nicht  schwer,  auch  von  diesen  Umständen 
Rechnung  zu  tragen,  sobald  die  Bewegung  des  Mondes  einmal  ohne  dieselben 
erörtert  ist. 

Wir  werden  ausserdem  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  als  ellip- 
tisch annehmen,  und  die  Störungen  derselben,  durch  den  Mond  und  die  Pla- 
neten, bei  Seite  setzen.  Wir  betrachten  mithin  auch  die  Bahn  der  Erde  um 
die  Sonne  als  in  einer  unveränderlichen  (d.  i.  sich  selbst  beständig  parallel 
bleibenden)  Ebene,   und  vernachlässigen  sowohl   das  allmähliche  Deplacement 
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dieser  Ebene  selbst,  welches  die  Einwirkung  der  Planeten  hen'orbringt ,  als 
die  periodischen  Ausbeugungen  der  Erde  von  derselben,  die  eine  Folge  der 
Pertuibationen  der  Planeten  und  des  Mondes  zugleich  sind.  Denn  alle  diese 
Umstände  erzeugen  in  der  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde  Moditicationen, 
die  für  sich  unmerklich  sind,  und  ganz  füglich  einer  eignen  Untersuchung 
aufgespart  werden  können. 

Zui-  Aufsuchung  der  Fundamentalgleichungen  beziehen  wir  zuvörderst  die 
Örter  des  Mondes,  der  Erde  und  der  Sonne  im  Weltraum  auf  di-ei  unver- 
änderliche Ebenen,  die  sich  in  einem  ganz  willkürlichen  oder  vielmehr  unbe- 
stimmt bleibenden  Punkte  des  Weltraumes  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 
Die  eine  dieser  Ebenen  legen  wir  der  Ekliptik  parallel  und  bezeichnen  die 
Entfernungen  des  Mondes,  der  Erde  und  der  Sonne  von  derselben  zu  jeder 
Zeit  t  durch  s,  z',  z"  resp. ;  diese  Abstände  betrachten  wir  als  positiv  auf  der 
Seite,  wo  der  Nordpol  der  Ekliptik  liegt,  als  negativ  auf  der  entgegenge- 
setzten. Die  zweite  Ebene  legen  wir  senki-echt  auf  die  vorige,  so,  dass  die 
Dmchschnittslinie  durch  den  Punkt  der  Himmelskugel  geht,  wo  der  Frühlings- 
punkt zu  irgend  einer  bestimmten  Zeit  T  ist;  die  Abstände  des  Mondes,  der 
Erde  und  der  Sonne  von  dieser  Ebene,  positiv  auf  der  Seite  genommen,  wo 
der  Sommersonnenwendepunkt  liegt,  bezeichnen  wir  mit  i/.  y\  y" .  Endlich 
wird  die  dritte  Ebene  senkrecht  auf  die  beiden  vorigen  sein,  und  ihre  Durch- 
schnittslinie mit  der  Erstem  diuxh  den  Sommersonnenwendepunkt  gehen ;  die 
Abstände  des  Mondes,  der  Erde  und  der  Sonne  von  derselben  sehen  wir  auf 
der  Seite  des  Frühlingsnachtgleichepunkts  als  positiv,  auf  der  entgegengesetzten 
als  negativ  an  und  heissen  sie  cT,  x\  x" . 

Nennen  wir  nunmehr  die  Abstände  der  Erde  von  der  Sonne,  des  Mondes 
von  der  Sonne,  des  Mondes  von  der  Erde  resp.  J?,  R\  R",  und  die  Massen 
des  Mondes,  der  Erde  und  der  Sonne  resp.  m,  m.  m",  so  geben  die  bekannten 
Grundsätze  der  Dynamik  folgende  sechs  Fundamentalgleichungen 
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ddx'  ,  mjx'—x)     ,  m"[x'—x"] 

"  -  "dF"  +     ü"»     ^  ä5 

_  dd2/'    .    mjy'-y'     ,    m"  y'-y") 
"  "~     dt^      '        jB"»      ^  B' 

dd^'    ,     in(^'— 2)     ,     »i"(z'— 2") 


dt^     '        JS'"        '  -B' 


Hieraus  folgt 


_   ddly-y')         (m  +  m']{y-y')    ,        "  [V^y'  _  ,    " _  y'\(J V 


m']{z-z')     .        „  i  2-0'         ,■   »         ^A  /    1 


o  =  ^^^^^7^+  -^';:;;  ^+>^"Fi^--^"-^ 


\W        B? 


Endlich  bezeichnen  wir  Länge  des  Mondes  und  der  Sonne,  vom  Mittel- 
punkt der  Erde  gesehen  und  vom  Frühlingsnachtgleichepunkt  zur  Zeit  T 
gezählt ,  durch  v,  V,  Breite  des  Mondes  durch  ß ,  und  setzen  tang  [3  =  6, 
-R"cosß  =  r,  —  =  p.     Aus  diesen  Voraussetzungen  folgt  leicht 


JJcosF,  w"— w' = -RsinF, 


z"—z'=  0  (weil  wir  die  Breite  der  Sonne  =  0  voraussetzen). 

Durch    Substitution    dieser  Werthe    in    obigen   Gleichungen    erhalten    wir 
folgende  neue: 

cos  v  .  d d^    i_  2 cos  v  .  d/;'     .    2  sin  i'.  dpdii  sin  i' .  dd^  cos»),  du' 

^pdt^        '         ji'de'  '  ppAt*  pdf  pdt^ 


+ 


[m  +  m')pp  cos  V    .       »  i  coBj^        -Rco'^.vi— ^ 


(1  +  66. 


inu.dd^j  j^  2sinD.dp'        2cosv.d^)dw    .     cost).ddu         sinv.c 
ppAf        '         p'At''  ppäf  '         pdt'  pdt- 


+'''!w""+'°"'?^~''"'"^(^'~^' 


_  l^A?l  4_  ^fl'^P'  _  2dpde    ,     dde     ,    {m  +  m']pp6    .     »t"6 

Die  Combination  dieser  Gleichungen  gibt  uns  folgende : 
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Setzen  wir  hier  wiederum  ^  =  -     ""f._  -   ££  ,    £1^  _  _  ^-,  ^  . ,  ^,  _ 

dv*/dd6         ddt  d9\                                            dr  V  df'          df'    d«/        dt*                 dt»    de*  dt* 

jTr(-5-r  — -jv-jt)'    nach    Gründen    der    Integiakechnung ,    und    Kürze  halber 

die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  in  der  Länge  =  u.   und  also  -^^-  =  Const., 
[sowie] 


"»"-^■^^(^  -  i)«^^  2  (t)  -F)  =  t: 
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so  werden  unsere  Gleichungen : 


0  =  :^:ij:  —  ^^:ii^  "-^-      '"^    i  „      p' (*»  +  >»')  dt'   d«'   ,      .  du' 
"         du«        d»'  d«      2jd««  ^^        „  ,  „^,1    d^  dti«  "l'^i'V  d»» 


ddp       ddtt  djp 
du«         d»'   d« 

2dp    ,    ddu  du 
pd?""""!^  di" 

dde       dd«  de 
di'^         dr=    du 

2dpde 

0  = 
0  = 

Schaffen   wir-   endlich    aus   der  ersten    und   dritten  Gleichung,    mit  Hülfe   der 
zweiten,   -^  weg,  so  ergeben  sich  folgende  drei  Fundamentalgleichungen: 

d»*    dt*    '    ßdi)         d«* 


m. 


„  dde    ,    fi    ,    /a  de     \  du» 

0  =  ^+04-  e«,-^^^' 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 

Integration  der  Fundamentalyleiclumgen,  mit  Beiseitesetzung  der  StörungsJcräfte  der  Sonne. 

Lehrsatz  aus  der  Integralrechnung: 

Das  Integral  der  Diflferentialgleichung  des  zweiten  Grades 

0  =  A^  +  aaw  +  Z, 
wo  Z  eine  Function  von  v  und  aa  eine  beständige  positive  Grösse  bedeutet,  ist 
aw  =  cos  at; Jsin a V .  Zdv  —  sin  av /'cos  av .  Zäv-^  Const.  sin  {a.v-\-  Const.). 
Ist  also  Z  =  a-^bsm^v-^-csin-^v-^-etc.,  so  wii'd 

w  =  —  -^  +  iß-z—  sin  ß  1)  -1 ^-^  sin  Y tJ  -|-  etc.  +  Const.  sin  (a v  +  C). 

Oder  ist  Z  ^  a-'rbcos[iv-{-ccos-^v-{- etc.,  so  wird 

;  ß V  -| ^—  cos  -f  t)  -|-  etc.  -f-  Const.  cos  (av  +  C). 

Enthielte  hingegen  Z  einen  Theil  a  cos  av,  so  würde  dafür  in  w  zu  setzen 
:    —  i i ,    oder    für    einen    Theil    asmav    m    Z,    käme    m 


b 
: cos  1 


Weiss  man  also  a  priori,    dass  w  keine  Cirkelbogi 


en 


enthalten  kann,  so  darf  auch  Z  keinen  Sinus  oder  Cosinus  von  av  enthalten. 
Man  bemerkt  bei  obigen  Fundamentalgleichungen,  dass  jede  aus  zwei 
Theilen  besteht,  wovon  der  eine  die  Grössen  ir,  w,  <})  als  Factor  enthält,  der 
andere  von  üinen  unabhängig  ist.  Würde  die  Bewegung  des  Mondes  nicht 
von  der  Sonne  gestört,  so  würden  jene  ersten  Theile  wegfallen,  und  die  Inte- 
VII.  7  S 
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gi-ation  sodann  keine  Schwierigkeit  haben.  Audi  sieht  man  nacli  obigem 
Lelirsatze,  dass  selbst  mit  Beibehaltung  jener  ersten  Glieder  die  Integration 
von  Statten  gehen  würde,  wenn  man  dieselben  durch  Functionen  von  v  dar- 
stellen könnte;  allein  dies  geht  nicht  an,  ohne  die  Bewegung  des  Mondes 
schon  zu  kennen.  Glücklicher  Weise  aber  sind  die  Wirkungen  der  Sonne 
nicht  sehr  beträchtlich;  die  grösste  periodische  Gleichung  für  die  Länge  des 
Mondes  beläuft  sich  nur  auf  1  ^  Grad,  und  das  Apogäum  des  Mondes,  welches 
ohne  die  Einwirkung  der  Sonne  unverrückt  bleiben  wüi-de,  erhält  durch  diese 
nm-  eine  langsame  progressive  Bewegung,  die  sich  zur  mittlem  Bewegung  des 
Mondes  wie  1  zu  1 1 S  verhält ;  die  rücklaufende  Bewegung  des  Knoten  ist 
noch  unbeträchtlicher.  Diese  Umstände,  ohne  welche  die  Berechnung  der 
Bewegung  des  Mondes  die  Kräfte  der  Analyse  überschreiten  würde,  machen 
es  möglich,  sich  der  wahren  Bewegung  des  Mondes  stufenweise  zu  nähern, 
indem  man  zuvörderst  in  den  von  tt,  to,  '\)  abhängigen  Theilen  die  blosse  ellip- 
tische Bewegung  des  Mondes  substituirt,  und  daraus  eine  erste  genäherte  Be- 
wegung ableitet;  diese  von  neuem  in  jenen  Theilen  anstatt  der  elliptischen 
gebraucht,  um  eine  genauere  Bestimmung  zu  erhalten,  und  diese  successiven 
Verbesserungen  so  lange  wiederholt,  als  der  Grad  der  Genauigkeit,  den  man 
sich  vorsetzt,  erfordert. 

Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  nelimen  wir  also  zuerst  obige 
Gleiclmngen  mit  Beiseitesetzung  der  Grössen  -,  to,  i  vor,  um  die  elliptische 
Bewegung  zu  erhalten,  wobei  es  auch  erlaubt  ist,  solche  Grössen,  als  von 
hohem  Potenzen  der  Excentricität  und  Inclination  abhängen,  zu  vernach- 
lässigen. 

Die  dritte  Gleichung  wird  hier 

4^  +  6  =  0, 
wovon  das  Integral    genau) 

6  ^  ^  sin  X,     so  dass     X  ^  v  -j-  Const. 
Dieses  zeigt,  dass  die  Bahn  des  Mondes,  vom  Mittelpunkt  der  Erde  gesehen, 
ein   grösster  Kreis   [ist],   dessen  Neigung  gegen   die  Ekliptik  zur  Tangente  g 
hat ;    die  Länge  des  Knoten  =  —  Comt.  oder  X   das  Argument  der  Breite  [*)]. 


[•;  Aber  nicht  in  der  Bahn  des  Mondes,  sondern  auf  der  Ekliptik  geiählt.] 
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Die  zweite  Gleichung  wird 

diu      I     2äp 

äviti    '    pdv  ' 
,US 

log^f^  =  log  Const., 


ppdu 
dv 

Hienach  wird  die  erste  Gleichung 


Const.  =  A. 


0  =  ^P^p-AAk{l+  66:"% 

wenn  man  Kürze  halber  "'  ^^^1'  ^^^  =  ^  setzt ;  folglich ,  obigen  Werth  von 
Ö  substituirt,  und  die  höhern  Potenzen  von  g  vernachlässigt: 

Hieraus  ^  ==  4J.Ä(1  —  fy^)  (1  —  ecosilf  —  i^^cos  2X).  Also,  den  beständigen 
Theil  von  p  oder  AAk{i  — fffff^  —  ^  gesetzt, 

p  ^  h(l  —  e cos  M  —  -^(/ff  cos  2 X) 
logjj  =  logÄ  — J-ee  — ecosM  — ^eecos2M— -J:^_9'COs2X 
log;'?'  S  =  log  ^  =  i  log  Ä  -  i  log  k  +  i<ji(/ 

log^  =  — f  log/j-ilogÄ  +  iee  +  i^^  +  2ecosM-|-J-eecos2M+4^^^cos2X 
^  =  /rh~''{l  +f<?e  +  fyyj(l4-2t;cosM+feecos2  3f+4^^<7Cos2X), 

folglich 

i+ee  +  iffff^hk^ 
und 

u  =  ■«  +  2  e  sin  iVi  + 1-66  sin  2  M  +  irff^  sin  2  X, 

wo  man  alle  Grössen  vernachlässigt  hat,  die  höhere  Potenzen  von  e  und  ff 
enthalten.  Übrigens  ist  hier  offenbar  e  eine  durch  die  Beobachtungen  zu  be- 
stimmende Constante  (die  Excentricität) ,  und  M  die  wahre  Anomalie  [*)] 
=  V—  Const,  so  dass  Const.  die  unveränderliche  Länge  der  Erdferne  [ist]. 
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Erste  AnnüheruiKj. 

Das  erste,  was  wir  hier  zu  thun  haben,  ist  die  Bestimmung  von  m".  Aus 
der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung  ist  bekannt,  dass,  wenn  man  die  Be- 
wegung der  Erde  um  die  Sonne  bloss  als  Product  der  Anziehungski-äfte  dieser 
beiden  Weltkörper  betrachtet,  und  die  mittlere  Bewegung  der  Sonne  =  nu, 
[die]  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  ^  B  setzt,  sein  werde : 


also, 


m'  +m"  =  niiB^  —r-r  ; 

'  dt 

|JL    gesetzt,    welches    Verhältniss    hinreichend    genau    bekannt    ist 


nnB  -TT,-  -T—, — 


Femer  ist 


1  +  69) 


\/LRi2-  — cosii;-F)  + 

M  P  '  '^     PP 


oder,  mit  Weglassung  der  höhern  Potenzen  von  -^  und  6, 

Scosü  — F)     I     15        1        ,.     ,  „  T7-,\        ,       1 


BBpp\ 


Hieraus  folgt 


1  +  ^ 


|lj|-  +  fcos2  v-F)  +  ^(f  cos(«-F)  +  ^cos3(v-F; 


^  =  ^§\i  +  ^cos2{v-V)  +  ^{lcosiv-V) 


:3(«-Fj)j 
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Endlich,    wenn    man   die  Sonnenexcentricität  =  t   und   die    mittlere   Anomalie 
=  a  setzt, 

^  =  1  -f  1^  £  £  +  £  cos  rt  —  J-  ££  cos  2  a, 
also 

-^  —  1 +f  ££  — 3£cosa-|-f  e£C0s  2a, 
und 

V  =  nu  —  2  £  sin  a  -|-  f  ££  sin  2  a. 

Ferner  bemerken  wir,  dass  wir  bei  Substitution  der  elliptischen  Bewegung 
in  den  Theilen  sin  X  und  cos  M  die  Zeichen  X,  M  nothwendig  unbestimmt  bei- 
behalten müssen  und  nicht  v  —  Const.  dafür  substituiren  dürfen.  Es  könnte 
nemlich  wohl  sein,  dass  die  Perturbation  der  Sonne  dem  Knoten  und  Apo- 
gäum eine  nicht  bloss  periodische  Beweg-ung  mittheilte,  also  X  und  M  die 
Form  l,v  —  Const.  bekämen,  so  dass  l,  eine  von  der  Einheit  wenig  verschiedene 
Grösse  würde.  In  diesem  Falle  würde  die  Voraussetzung  der  elliptischen  Be- 
wegung diu'chaus  falsch,  wenn  man  X  anstatt  =  t,v  —  Const.,  =  « —  Const.  setzen 
wollte,  weil  diese  Verschiedenheit  sich  immer  mehr  aufhäufen  würde.  Wir 
lassen  daher  die  Argumente  X  und  M  unbestimmt,  oder  vielmehr  setzen 
l  =  C,v  —  Const.,  M  =  riv  —  Const. ,  so  dass  C?  >]  Coefficienten  bedeuten,  deren 
Werth  ohne  die  Pertiu'bation  der  Sonne  =  1  sein  würde,  jetzt  aber  so  lange 
unbestimmt  bleibt,  bis  die  Rechnung  darüber  entscheidet. 

Setzen  wir  bei  dieser  ersten  Annäherung  in  der  dritten  Gleichung  die 
Theile,    die  ^,    nns.  und  nne  enthalten,  bei  Seite,  so  wird  dieselbe 

0  =  i^  +  (1  -f  3  ^„)Q 4. |.,„J6 cos  2 (v-V)  - -^sin  2  (v-V)); 

statt  V  dürfen  wir  hier   nv [-j- Const.]    setzen,    folglich   wird,    wenn    wir   statt 
v  —  nv[—  Const.],  E  und  statt  6,  g sin X  schreiben, 

0  =  ^  +  {1  ^  f  nn)% -i-nn ff  sin  {2  E  —  l). 

Diese  Gleichung  zeigt  nun  sogleich,  dass  nicht  mehr  X  =  v  — Const.,  sondern 
=^  V  \/ {l -\- ^nn)  —  Const.  zu  setzen  sei;  also  -^  =  l-ffwn,  oder  dass  der 
Knoten  eine  rückwärtsgehende  Bewegung  habe,  sie  sich  zur  mittlem  Bewegung 
des   Mondes    wie   fwn:!    verhalte.      Hieraus    folgt    also    der   erste   genäherte 
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Wortli 

0  =  y  sin  X  -r  (f  n  -\-  /j  7j  n  ff  sin  [2  E  —  X . 

Um    doch    zu   sehen,    was   fiii"   numerische   Coefficienten    diese   erste   An- 
näherung gibt,  bemerken  wir,  dass  den  Beobachtungen  zufolge 

logn     =  8,873  9096 

logMW  =  7,747  8192 

logl      =  9.875  0613 

7,622  8805 

also  Inn  =  0,004  1964  35,  da  die  Beobachtungen  geben:  ^  =  1,004  0218  706. 
Ferner  ist  ff  in  Secunden  =  18567','933: 

log        =4,268  7636  4,268  7636 

logfn=  8,447  9409  log^2«M=  6,719  7905 
2,716  7045  0,988  5541 

520','840  +9','740 

also    der   Coefficient   =  530','580,    welches   nach    einer    in    der    Folge    zu   er- 
klärenden Reduction  genau  mit  den  Beobachtungen  übereinstimmt. 
Die  zweite  Gleichung  wird 

«  =  OT  +  |Ä-*«»54Si«i^2^L+23sin(2£  +  «)-2esin(2£-a)]j. 

Statt  ^  schreiben  wir  1  —  3  e  cos  a  (wo  wir  das  Apogäum  der  Sonne  als  un- 
beweglich ansehen  dürfen,  also  a  =  nv  —  Const.) ;  und  für  -^,  l-\-iecosM; 
folglich 

0  ^  4^^^-^nn\sin2E-\-2esm(2E  +  M  +2esm  -lE-M 

-)-  ^e  sin  (2  JS  4-  a)  —  |-e  sin  (2  E  —  a)  j . 
folglich 


^^  =  log^  -  [Inn  +  In';  cos  2  JS  -  ?ine  cos  :  2  E^Jil) 


21 


—  (3  wwe  +  6 n'e]  cos  (2  JE  —  3f ;  —  |  wns  cos  ''2E-'ra)  -j-  ^  nmcos  [2E  —  a\. 

Die  Theile,  die  e  enthalten,  lassen  wir  hier  weg,  weil  diese  Coefficienten  auch 
nach  der  Integration  nur  von  der  3*®°  Ordnung  sind.     Hieraus  also 
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^^1^  =:  ^  jl  —inncos-2 E—  ^nnecos[2 E  —  M)  —  nnecosi2E-^ M) 

—  f  wn e cos  '2E-\- «)  +  -g-  wwe cos  (2 E  —  a'M  . 
Femer  wird 

^  =  nnU  ^  i-cos2E  —  ^zcosaU-  itcos{2  E  +  a]  —  ^ecos{2E—  aj\\ 
und  statt  ;;,  h{l  —ecosM)  gesetzt, 
Jl  =  ^J4^  +  fecos3/  +  f  C0S2E— |-£cos«-L-fecos(2^+M)  +  |-cos(2£  — M) 

f  J_  i  s  POS  {'>.F,-i-n]  — 


f£COs(2£  +  a)  — ^ecos(2i;  — a)l|; 


endlich. 

~  =  fwMsin2£ 

Hieraus  wird  folglich  die  erste  Gleichung: 

0  =  ^  j^p  —  AA\i  —  -ln)icos2E  —  6nne cos{2 E  —  M)  —  2nnecos{2 E -i-  M) 

[—  f  WMS  cos  (2£  -f  a)  +  ^  w«s  cos  {2E  —  a'M 

X  iA;(l  —  f_j/^  +  -|-^^cos2X)  — ^(4-  +  fecosilf+|-cos2£—  f  scosa 

+  3ecos(2i;+3f)  +  fecos(2E-M)[+|-ecos(2£  +  a)-^£Cos(2£-a;)]j. 

Schreibt  man  hier  statt  -^  den  oben  gefundenen  Werth  k{l  —  dee  —  fffff)  und 
vernachlässigt  die  höhern  Potenzen,  so  wird  endlich 

0  =  ^-\-p  —  AAk'l  —  ^nn  —  lgg)  |l  -ff^^cos  2X— |««^cosM—  3«wcos2£ 
-j- f  «?«£ cos a  — ^nne cos  (2  JS  —  M)  —  5 nne cos  [2E-\-  M) 

f—  f  wwe cos  (2  JS  +  a)  +  ^ w we cos  (2  £  —  a)| j . 

Hier  zeigt  nun  die  Integration  sogleich  eine  progressive  Bewegung  des  Monds- 
apogäum, da  ohne  diese  -r^-\-p  das  Glied  cosM  nicht  enthalten  könnte. 
Setzt  man  nemlich  -r—  =  irj,  so  wird  die  Integration  geben 

p  =  AAk{\  —  ^nn  —  \gg)  jl  —  ^y^cos2X-f-nwcos  2^-)-|«wecosa 

-T^"S-12-^^^>11'  +i^^gcos(2.E+.M)-fn«eg^ 
[+  .J- w?je  cos  (2  JB  4-  a)  —  iw  we  cos  (2  JS  —  a)]|  +  Const.  cos  (v  +  Const). 
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Nun  muss  hier  aber  der  Coefficient  von  cosM,  =  —e  werden,  folglich  v;t^  = 
]  —  i-nn  oder  r^  =  1  —\nn.  Übrigens  ist  dieser  Werth  von  r^  von  dem  wahren 
noch  beträchtlich  verschieden,  wovon  die  Ursache  im  Folgenden  vorkommen 
wird.  —  Übrigens  dürfen  wir  hier  Const.  cos  [v  +  Const.)  =■  0  setzen ,  da  in 
dieser  Integralgleichung  ohnehin  schon  2  arbiträre  Grössen  vorkommen  (e  und 
M  — 7jv),  welche  begieiflich  so  bestimmt  werden  können,  dass  der  Initialzu- 
stand genau  dargestellt  werde.  Behielte  man  den  Theil  Const.  cos  [v  A-  Con^t. 
bei,  so  würden  bei  der  zweiten  Verbesserung  Cirkelbögen  in  den  Werth  von 
p  kommen,  und  bei  der  3*®°  sogar  Quadrate  von  Kreisbögen  u.  s.  f.,  obwohl 
bei  genauerer  Untersuchung  diese  Kreisbögen  eigentlich  doch  wieder  nur- 
periodische  Gleichungen  geben  und  mit  der  Voraussetzung  Const.  =  0  wieder 
zusammenfallen.  Obige  Bemerkung  macht  indessen  diese  Entwickclung  un- 
nöthig.   —  Wir  haben  also 

//  =  AAA-  \  —  I  n  n  —  Igg) 

p  ^  h\\  —  \gg cos  2 X  -f  nn cos  2 i? -|- 1  wwe cos a  — jr-  we cos  (2 JE —  M) 

-p  I  nne  cos  (2  E  -\-  M)  —  e  cos  M  [-f  \nm  cos  [2E^  a  —{-nuB  cos  (2  jB  —  a)^! 

log/>  =  log  A  —  iee  —  \gg  cos  2  X  +  nn  cos  2  £  +  f  wwe  cos  a g-  ne  cos  (2  jE  —  M 

-f-|-«wecos(2JS-f-3f)  —  ecosM— |^eecos2ilf 
[+  J  w«s  cos  ^2  JE -r  d\  —  J  7JW£  cos  [iE  —  d^ 
:h  —  i  log Ä-  +  [  nn  4-  Igg  -^iee 

-  -^  H  w  cos  2  £  -f  -^  we  cos  '2  E-Mj-^  nne  cos  2  E^M 
-|-  Igg  cos  2 X  +  2 e cos If  +  J  ee cos  2  M  —  3 »? n e  cos a 


dt) 


15 


[l  +  l-7tn-\- %gg-\-lee  jl  —  -^nwcos  2£  +  -^«ecos  ;2£— 3f  — 6wnecos(2jE  +  3/ 
yf  ^^^  cos  2  X -j-  2ecosM-|-feecos2M—  3«?iecosa 


^  nne  cos  [2 E -\-a)-\-^-nnz  cos  [2 E  —  a) 


Folglich 

h'k  =  l  +  lnn  +  igg -J-  3 ee 
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u  =  V — ^nnsm2E-\--rnesm{2E  —  3I  —  2  iitie  sin  {2  E  —  M 

8  '     4  ^  ^ 

-j-  iffff  sin  2  X  +  2  e  sin  M-^fee  sin  2  M—  3  »je  sin  a 

[— iinns  sin  [2  E-i-a)-\-i^innt  sin  (2  E  —  a)]. 

Um  die  numerischen  Werthe   dieser  ersten  Annäherung   mit   den  wahi-en 
vergleichen  zu  können,  schreiben  wir-  folgende  Rechnungen  her: 


logww=  7,747  8192 

e 

=  11340" 

log  1"  =  4,685  5749 

löge 

=  4,054  6131 

3,062  2443 

log« 

=  8,873  9096 

log^  =  0.138  3027 

log^ 

2,928  5227 

3,200  5470 

=  0,5740313 

1586','89 

3,502  5540 

1  d.  Beob.  1928" 

3180';93 

,  Beob.  4695" 

löge   =  4,054  6131 

e 

=  0,016  802 

logee  =  8,109  2262 

löge 

=  8,225  3610 

4,685  5749 

log« 

=  8,873  9096 

2,794  8011 

7,099  2706 

logl  =  9,875  0613 

log  3 

=  0,477  1213 

2,669  8624 

7,5763919 

467;'59 

4,685  5749 
2,890  8170 

ni",i\ 

Beob.  690". 
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VIERTER  ABSCHNITT. 

Zweite  AnnührHHij  zur  Breite. 

Bei  der  Berechnung  der  Breite  lassen  wir  in  tu  und  u  die  Theile,  die 
den  Factor  -g—  enthalten,  weg  und  substituiren  in  dem  die  Pertiurbations- 
kräfte  enthaltenden  Theile  der  diitten  Gleichung  statt  6  seinen  oben  gefun- 
denen Werth  </sinX  +  f  w^{l  4-^7i)sin(2£  — X)  und  für  -^,  1 +f ww.  Hiedurch 
wird  die  Gleichung 

,,  ddö    ,    n/,     I    ,      nn      B'   dM^\ 

—  in  ]  —  l-n)  sin  (X  +  2  «ü  —  2  V)  + 1 ww  sin  4  i>  —  2  V—  2  «r  —  X;  { . 
Nun  ist 

V  =^  nu  —  2  £  sin  a  -h  f  e  £  sin  2  a 

=  ni>  —  2  £  sin  a  -j-  J  es  sin  2  a  -f  2  «e  sin  M, 

wo  die  Glieder  vom  3*^°  Grade  übergangen  sind;  a  bedeutet  übrigens  nu  — 
Apog.  O,  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne;  wir  werden  es  aber  hier  als 
nv  — Apog.  0  betrachten,  da  der  daraus  entstehende  Unterschied  nur  von  dem 
Grade  derjenigen  Glieder  ist,  die  wir  hier  ohnehin  vernachlässigen.  Substi- 
tuirt  man  diesen  Werth  von  V,  so  wird 

2  V  —  V)  —  X  =  2£  —  X-(-4£sina  —  f££  sin  2  a  —  4  w  e  sin  Af 
sin(2  «  — Fl  — X)  =  sin'2JS  — X).   1  —  4£e-}- 4  eecos  2«; 

+  cos  '2  E  —  X.  4  E  sin  rt  -  f  £  s  sin  2  a  —  4  «  e  sin  3r 

und  hienach  unsere  Gleichung 
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—  in{l  —  f'/i)  sink -{-fnn sin  [iE  — X) 

-{-2nesm{2E^M—X)  —  2nesm{2E  —  M—'Kj 

—  f  «e  sin  (X  +  a)  + 1  WS  sin  (X  —  a) 

—  2tsm{2E  —  l  +  a)^2zsm{2E  —  l  —  a) 

—  |-s£  sin  (2  i;  —  X  +  2  a)  —  -^  ££  sin  (2  £  —  X  —  2  a)| . 


Ferner  ist 


und 


1  +  3  £  £  —  3  £  COS  a  ■ 


^=  1+2ee  +  4ecosM-f  5eecos2  3/— -^w?jcos2E-|-  — w<?cos(2JS— iW)+^_^cos2X; 


folglich 


iC'   dt 


1  + 


2ee  +  |££H-4ecosM+  5eecos2M— ^wwcos2i; 


also  die  Gleichung 


+  ^ne  cos  {2E  —  M)  ^gg  cos  2  X  —  3  £  cos  a  +  f  ££  cos  2  a 
—  6e£Cos  (M+a)  —  6e£cos(M— a); 

^\^^g{\^1ce-^\zt)y< 


2E-1 

2E  +  1 

X 

4E-X 

2E-\-M-l 

2E- 

-M-X 

2E- 

-M+X 

—  1  +-^nM+4££ 

25 

-  -g-  ?jw  -  ^gg 

-fn-Unn-igg 

,    25 


2e—  bne 
15    „ 


X-fa 

X-a 

A  +  2a 

X-2a 

2£- 

-X+    a 

2£- 

-X-    a 

2E- 

-X+2a 

0 

79* 
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sin 

sin 

■2E-l--2a 

-¥" 

AE-M-l 

-'ine 

3/-X 

4-2e- 

2«. 

2E-n 

-\99 

M-l 

-2«;- 

?,ne 

2M-\-l 

+  ^ee 

2E  —  l  +  M-\-a 

—  ez 

2M-1 

-iee 

lE-\-^M-a 

+  7«e 

3X 

^^99 

2E  —  \  —  M+a 

—  et 

M  +  X  +  a 

-3ee 

2E-\-M-a 

+  7ee 

M  +  \-a 

—  3eE 

oJS-LoM-X 

-^,ee 

M-\^a 

+  3ee 

■2E-2M-\ 

-lee 

M-X-a 

+  3ee. 

Da  nach  Integration  dieser  Gleichung  das  Glied  sinX  den  Coefficienten  g 
haben  muss,  so  ergibt  sich  durch  eine  ähnliche  Operation,  wie  oben  beim 
Apogäum 

S  =  \/  1 1  +  f  TTtT '-'  +  2  «^  +  f  ^»  -  ^99  -In-  l%nn\  , 

folglich  bis  auf  die  Grössen  der  4*®°  Ordnung 

Wir  wollen  nunmehro  sehen,  wie  genau  dieser  Werth  der  Bewegung  des 
Knoten  mit   den  Beobachtungen   übereinstimme.     Wir  bemerken   daher,    dass 


£  =  3463','290 
e  =  0,016  7905 
e  =  11350','425 
e  =  0,05502843 
g=  18583','!  8 
g=  0,090  09380 
n=  0,074  8013  1353 
1  -f-2ee  = 

f  £3   = 


log£=:  3,539  4888   in  Sekunden 

log£  =  8,2550637  in  Theilen  des  Halbmessers 

löge  =  4,055  0122  in  Sekunden 

löge  =  8,740  5871   in  Theilen  des  Halbmessers 

log^  =  4,269  1200  in  Sekunden 

log^  =  8,954  6949  in  Theilen  des  Halbmessers 

logn=  8,873  9092, 
1,006  0562  55  ?  «  =  0,028  0504  92 

0,000  4228  81  ^^^  =  0,004  0584  46 

|.}«7J  =  0,015  9114  50 


1,006  4791  36 
0,048  0203  88 
0,958  4587  48 


0,048  0203  8$ 
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log  = 

9,981  5734 

log  nti  = 

7,7478184 

logf  = 

9,8750613 

7,6044531 

log    1+|X)  = 

0,000  0012 

7,604  4519  =  log  0,004  0220  91. 
Die  Beobachtungen  geben   0,004  0218  74( 


Die  Bewegung  des  Knoten  in  einem  siderischen  Jahre  findet  man,    wenn 


man  diese  Grösse  mit 


multiplicirt 


7,6044519 

Compl.   logw    1,126  0908 

6,112  6050 


4,843  1477  =  log69686','35. 
Die  Beobachtungen  geben  69682,65, 

also  der  Unterschied  3" 7 ;    eine  so  genaue  Übereinstimmung  hätte  man  in  der 
That  kaum  erwarten  dürfen. 

Die  Integration   der  Gleichung  gibt  nunmehro    folgenden  Werth   von   6: 

6  =  <7X 


sm 

sm 

X 

+  1 

■2M-\ 

^iee 

:U 

+  7znnffff 

2E  +  M  — X 

—  nne  —  fin^e 

■2E-1 

+  fw(l+i«--e-««+2ee-f£sj 

2£-i»f+X 

+  3wMe  +  ^H'e 

2JS  +  X 

-^2\n'--s\nnffff 

2£+2iH-X 

-Unnee 

£-3X 

—  T%ngg 

2E-'2M-l 

-Unee 

4JS-X 

+  WV»' 

2E-M+X 

+  ¥«3e 

M  +  X 

-^nne  —  ^n^e 

4E-M-1 

-f.3. 

M-l 

+  3wHe  +  fw^e 

X  +  « 

-f«e(l-in) 

2M  +  X 

4-4-fwnee 

X-a 

+  -|we(l— fn) 

G30 
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sin 

sin 

X-f  2a 

+  H«H2 

2£-X-f  M-fl 

-i-innet 

\-2a 

-H«" 

2E-l-M  +  a 

+  1  wnee 

2£-X+a 

+  i«£;i4-i« 

2E-\-M-a 

-f««.e 

2E-\-a 

-i»e(i+-H«) 

M-f  X4-a 

— f nnee 

2£-X  +  2a 

* 

M+X-a 

—  innen 

2E  — X-2a 

4-fjHse 

M-X-f  a 

—  ? wnee 

_X  +  3/  +  a 

—  ^nwcc 

M-l-a 

—  jHwee. 

Wir  nennen  die  Grössen  7?,  e,  e,  ff,  wenn  sie  in  bestimmte  Zahlen  mul- 
tiplicirt  sind,  Grössen  von  Einer  Dimension;  Producte  aus  zweien  solchen 
Grössen.  Grössen  von  zwei  Dimensionen;  Producte  aus  dreien,  Grössen  von 
drei  Dimensionen  u.  s.  w.  Bei  der  Formel  fiir  die  Länge,  Breite,  p  u.  s.  f. 
nennen  wir  alle  Grössen  von  Einer  Dimension,  von  zweien,  dreien  u.  s.  w. 
Theile  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  f.  Hier  ist  sogleich  klar, 
dass,  um  die  Differentialgleichung  des  2*®°  Grades  für  6  bis  auf  die  Grössen 
der  5*®°  Ordnung  incl.  genau  zu  haben,  man  die  Werthe  von  -^,  -^  bis 
auf  die  zweite  Ordnung,  den  A\'ertli  von  6  aber  bis  auf  die  3'*  genau  haben 
müsse.  Wir  haben  aber  nur  die  Theile,  deren  Argumente  X  und  2£  — X  sind, 
angewandt,  die  rcsp.  von  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  sind;  es  ist  also 
nothwendig,  um  jene  Differentialgleichung  bis  auf  die  5*®  Ordnung  genau  zu 
haben,  dass  wir  auch  auf  die  5  aus  der  Integration  so  eben  entstandenen 
Theile  der  3^^"  Ordnung  Rücksicht  nehmen.  Auf  diese  Weise  wird  noch  hin- 
zugefügt 


,ermöge  des  Theils 
Tvon  6:1 


4-  i  eeff  sin  (23f  —  X) 

—  |n£^  sin  ().  +  «.) 
-{-^ns.ffsia{\  —  a) 
-\-  ^mff  sin  {2E  —  X  +  a 

—  Inzff  sin{2E  —  \  —  a 
Folglich  kommt  zu  dem  Werthe  von  6  noch  hinzu: 

+9  {il-weesin  {2E  —  2M-\-  X 


i^zur  Differentialgleichung 
füi-  6:1 
Inng  X 

—  f  ee  sin  (2  JS  —  2M+  X; 
-f -|w6sin(2£  — X  — a) 

—  |^7iesin(2£  — X  +  a; 

—  |wesin(X  —  a) 

+  -J-Mesin(X-i-a). 
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g  X  sm 

X  +  a 

-i«£a-li«) 

X-a 

^lm'A-\n) 

2£  — X  +  rt 

+  fns(l+f.) 

lE-\-a 

-l^e^i+H«). 

Um  diese  Formel  mit  den  [MAYERschen]  Tafeln  vergleichen  zu  können, 
sind  erst  noch  verschiedene  Reductionen  damit  vorzunehmen.   — 

I.  Müssen  wir  darin  statt  £,  d.  i.  der  Entfernung  des  Mondes  von  einer 
fingirten  mit  einer  mittlem  Geschwindigkeit,  die  der  des  Mondes  proportional 
ist,  laufenden  Sonne,  E' ,  die  Entfernung  des  Mondes  von  der  wahren  Sonne 
einfuhren. 

II.  Anstatt  X,  der  Entfernung  des  Mondes  in  der  Ekliptik  von  einem 
tingirten  und  mit  einer  der  des  Mondes  proportionalen  Geschwindigkeit 
laufenden  Knoten,  haben  wir  X',  die  Entfernung  des  Mondes  in  der  Bahn 
von  einem  gleichförmig  laufenden  Knoten  in  Rechnung  zu  bringen. 

III.  Gleichfalls  statt  M  ist  M',  Entfernung  vom  gleichförmig  vorrückenden 
Apogäum  und 

IV.  Statt  a  ist  «',  die  wirkliche  mittlere  Anomalie  der  Sonne  zu  setzen. 
Endlich  V.  ist  aus  6,  der  Tangente  der  Breite,  die  Breite  selbst,    ß,    ab- 
zuleiten.    Zu  diesen  Endzwecken  haben  wir  folgende  Gleichungen: 

I.     £  =  jE'— 2Esina  +  |^££sin2a4-2/iesinM  +  f  neesin2M— -g-w*sin2£ 

4-  -^  nne sin  2iJ  —  M)  -\-\ngg sin  2  X  —  3 nn%  sin  a 

IL       X  =  X'-  i^^-i/:sin2X'  +  A/.sin4X 

—  C  j  2  e  sin  M+  \ee  sin  2M—  ~  nn  sin  iE 

+  ^  we sin  2E  —  M)  +  \gg  sin  2  X  —  3  we  sin  a j 

III.  ilf  =r  M'  +  2  f  y;  sin  M 

IV.  a  =  a-^lnes,va.M 

V.  ß  =  ö-iO^  +  iO*. 
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Du  in  (lern  ^^'ol■the  von  0  die  Grösse  M  in  keinen  Theilen  einer  höhern 
Ordnung,  als  die  ihitte,  vorkommt,  so  sieht  man  leicht,  dass  die  Reduction 
III  nur  Glieder  der  sechsten  Ordnung  hinzufügen  würde;  daher  schlechtweg 
M  =  3f  zu  schreiben  ist.  —  Nachdem  alle  Reductionen  vorgenommen  sind, 
findet  sich  endlich,  dass  man,  um  ß  zu  erhalten,  in  0  statt  JE.  X,  M,  a  resp. 
E',  X',  Sr,  a    schreiben  und  noch  folgende  Theile  hinzufügen  müsse : 


Die  MAVEUSchen  Tafeln  haben  noch  etwas  Eigenthümliches.  Es  wii-d 
nemlich  darin  nicht  die  wahre  Anomalie  M\  sondern  ein  gleichsam  Mittel- 
ding zwischen  wahrer  und  mittlerer  Anomalie,  M",  gebraucht,  und  an  den 
Ort  des  mittlem  Knoten  wird  eine  Verbesserung  angebracht,  die  von  a  ab- 
hängt und  dazu  dient,  die  Theile,  deren  Argumente  a-fX  und  2fl-)-X  sind, 
wegzuschaffen.     Diesem  zufolge  hat  man 


M'  =  M"  —  2  e  sin  M"  -|-  ^ ee  sin  2M" 


nn  sin  iE'  —  \gg  sin  2  X 


)/  =  ^''-j-fj  we  — —  nwe  — l-w'sjsina— |-|«e£sin2a, 
und  sonach  wären  noch  folgende  Theile  hinzuzufügen : 


Nach  Mayers  Form 
Id.  —'Itniee  +  l^e'' 


Auf  diese  Weise  findet  sich  mit  Weglassung  aller  Glieder  der  5**°  Ord- 
nung, wo  sie  entweder  allein  stehen  oder  wo  man  ohnehin  nicht  auf  sie 
rechnen  kann: 

ß=.9X 
sin  Nach  unserer  Form 

>^      1  -  ^99 + ¥i9^—  -A  n  ngg  -  ?,  l  «* 

3>^      -ih99 -     6','"28 

2^-X      in'\^\n-^^nn^\zt-\gg    +528,67 

lE  +  \      ^ngg +      1,06 

2E—  3  X      —  ^ngg —      1 ,06 

M  +  \      ^nne  —  ^it^e +      1,39 


Id 

—      6;'2s 

Id 

....    -1-528,67 

Id 

4-      1.06 

Id —      1.06 

Id 

. .     .  .   +      1,39 

\nne-\-^7V'e -j-   14,32         Id.  -\-ie^ +   16,93 
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2M-1 

3iJf-X 

'2E+M-\ 

2E 

-M-l 

2E- 

-IM-I 

2E- 

-2M+1 

\  +  a 

\-a 

X  +  2fl 

X-2a 

2E 

—  l  +  a 

2E 

-\-a 

2E- 

-l+2a 

2E- 

-l-2a 

iee 

0   

—  ^nne  —  if7t^e  .  . 
^nne -{- -^  n^ e .  .  .  . 

—  \^nee  —  -i^nnee 

\inee 

-f^iE  +  ffwwe  .. 
f ?«£  — ff Hwe  .... 
UnBz 

-l-l-nt^ 

—  l-we  +  ff-wws  .  . 

—  \ns,  —  f-f-wws  .  . 

4-f«£s 

Trwee   


23;'68 
.  .  0 

•  1,78 
■15,28 

•  3,96 
■  1,05 
■24,37 
-26,01 

-  0,32 

-  0,32 

-  7,53 

-  4,36 

-  0,18 

-  0,04 


Id.  —\nnee +22"97 

—  fe^ —    2,61 

Id.  —  ffwe^ —    2,15 

Id +15,28 

Id.  — fwwee —    4,67 

W.  -\-%in7iee.  .  .  .  -f    1,28 

0 0 

-ffwws +     1,64 

0 0 

0. 0 

Id.  —\inm —    8,26 

Id.  ^Unnz —    3,63 

Id +    0,18 

Id +    0,04 


Diese  Formel  stimmt  mit  den  Tafeln  durchgängig  so  genau  überein.    als 
man  sich  auf  diese  selbst  verlassen  kann. 
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FÜNFTER  ABSCHNITT. 

Zweite  Annäheriino  zur  LäiKje. 

Wir  nehmen  zuvörderst  die   2*®  Fundamentalgleichung  vor  und   entwickeln 


Setzen  wia-  hier 


T  sm  2 


^'  -r  i  (t  sin  t'  -  P^  +  i-  sin  3  «;  -  F))  j . 


i<P 


als   eine  Constante   an   und   bezeichnen   dieselbe  durch 


so  lässt  sich  der  zweite  Factor  dieses  Ausdrucks  in    die  Form  bringen :' 
I  _  4  £  £  sin  2  jE  +  i  7  sin  £  +  f  7  sin  3  E  +  2  s  sin  2  £  -1-  a)  —  2  s  sin  2  E  —  a 
—  I  ££  sin  2  £  +  2  a  -f  ^  ££  sin  2  jB  —  2  a)  —  2  7?^  sin  2  E-^M'-^1  ne  sin  2  jB  —  M) 
-I- Jneesin  2JS  — 2ilf  ^^7i_^ysin  2jE  — 2)>    —  J //e^-sin  2  JB+ 2M) 

—  I  H_y_9  sin  2  £  +  2  X^  ; 
folglich 


du^     1 

^1  = 

In«' 

I  -!-2s<?-f  3££    X 

sin 

sin 

■2E 

1   —  4££ 

2E-23i 

i-ee^ 

E 

i7 

4E-M 

¥». 

■dE 

?7 

■lE  +  a 

'^£ 

iE 

-^^- 

■lE-a 

-•i£ 

■2E  +  M 

2e--  2iie 

2E+2a 

(1 

■lE-M 

2e-\-2ne 

2E-2a 

'h^ 

E-^2M 

iee  —  ^nee 

2E+M^n 

ee 
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sm 

2E-^M-a 

lE-M+a 

2E-M-a 

M 

lE-2\ 


—  ne 
\99  - 


Folglich  gibt  die  Integration 

los: 


sin 

lE^a  —  1\ 

\99^ 

2E-a-2l 

-'>i99^ 

a 

0 

2E  +  2M+a 

\ee^ 

2E-2M-a 

-¥- 

PPTv 


log  A 


cos 
2E        —i-nn  —  ln'^  —  fn^—lnnee- 
AE 
E 
3E 
2E+M 
2E-M 
2JS  +  2M 
2JS  — 2M 

4:E-M 

2E  +  a 

2E  —  a 
2E-^2a 
2E—2a 

Hieraus  folgt  sogleich  der  Werth  von  p*^^i    welchen  wir   in  der  ersten 
Gleichung  zu  substituiren  haben;    er  ist  nemlich 

=  ^  ( 1  +  Aequatt.  praecc.  dupl.  +  yV«*  +  W  »''  cos  4  E). 
Ferner  findet  sich  leicht  aus  der  oben  gefundenen  Formel  für  6 : 

80* 


—  -4  /(  n  —  f  II   —  Y 

—  \nnl  —  \n^l 
— 1««7  — |-w'7 

—  nne-\-\n^e 

—  dnne—  9n^e 
— ^^nnee 

15  ,     159 

-^nee'f--^ti.nee 

15     3 

—  %nne  —  T^n^B 


cos 

2E  +  M+a 

2E+M—a 

2E 

-M+a 

2E 

-M-a 

M 

2E+2X 

2E-2I 

2E 

-  2X-t-a 

2E 

-2X-« 

a 

2E- 

-2M-\-a 

2JS- 

-2M-a 

Innez 

—  ^nnet 

21 
-^nnet 

45     3 

—  t\»»99 
lngg-,?^nngg 

-i'igg^ 
0 

15 
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(1  -f  06  ~'  =  \-igg-^z^n,igg  +  Ug' 

+  [\99  —  Hf  cos  2 X  4-  l\g^ cos  4 X  —  VV ngg [  1  +  {  «)  cos  lE-il 

—  Hffffeecos  (2  31—  2X)  -  f  J  ngge  cos  (2  X  +  a  +  ffw^^e  cos  (2  X  -  « 

—  -i\»ffg^ (^os  2 £  —  2 X  +  rt^  +  1^ w_9'_<7e cos  2 E  —  2l  —  a 

+  A  w^^  ( 1  +  i  w)  cos  2  JE  +  \\ggee  cos  2  il/ 

+  A  «y^  t  cos  2  JS  +  a  1  —  -f  i  n^  y  £  cos  2  E  —  a)  [—  ySV  ?« w.<7^  cos  4E— 2X]. 

Dui-ch    Multiplication    dieser    Theilc    und    Hinzusetzuns    des    Factors   k   findet 

4  All'  k 

man  p*  -r-f • 

Es  bleibt  also  noch  zu  entwickeln 

»w-|^-^j(i  +  tcos2:v-F)  +  7(|cos£  +  ^cos3£));7 

-  (f  sin  2  'V  -Vj  +  7  (f  cos  E  +  ^  cos  3  jE))  g  j 
=  Hn/i|^4'^j^|  +  -g-7cosi;4--g^7cos3JS4-icos2(v-F) 

—  f  <?cos(2;v  — F;  —  M)  —  ■i^7ie cos M -\-  Inn  —  J  ?j«cos  iE 
—  -^^99 cos (2 E—1 X  +  -^-^gg cos  2 £  +  2 X) j . 
Die  Entwickelung  des  letzten  Factors  gibt 

cos2  «— F)  =  (1  —  4s£)cos2E4-2scos(2i;  +  a)  — 2scos'2£  — a) 
+  |sECOs'2E+2a)  +  H££cos'2E-2a;~2wecos(2i;  +  M)  +  2ngcos(2£— M 
cos  (2  v  —  V)  —  M)  =  cos  2  E  —  M)  +  2  =  cos  2  jE  —  3i  +  «  —  2  s  cos  2  E  —  .'»i  —  a  . 
Folglich 

«wÄ  J^}^  |-  +  Ara«  +  f  j  — 4ss  C0S2E—  ^Hwcos4E+  |7cosjE+  ~7cosdE 
—  ^i7iecosM—  3«ecos  2E  +  3/)  —  ?e(l  —  2?j)cos;2  E—  M) 

-  :u  cos  '2  £  4-  a)  —  3  e  cos  (2  JS  —  a)  + 1-  es  cos  (2  E  +  2  a)  +  ^  ee  cos  (2  E—2a) 
—  3  ee  cos  (2  JS  —  i»i  +  a)  -f  3  e e  cos  (2 E  —  M—  a)  +  y\gg  cos  (2  E  +  2 X) 

-Ai^^cos(2E-2X|. 
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h  =  AAk  \  — ^nn  —  iggi 
so  wird  endlich  die  erste  Gleichung: 


<^  =  S^+i^(i+i- 


cos  [ 
M 

■2M 

•IE 

AE 

E 

3£ 

2E  +  3I 

2E-M 

2  _E  +  2  M 

2E-23I 

4E-M 


2E  +  a 

•lE  —  a 
2E4-2a 


-}-AÄk\ 


iffff  —  A%  « >iff(/  +  Uff)  — 


fntiB&i 


—  Wggee 

21      4 
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BEMERKUNGEN  ZUR  THEORIE  DER  BEWEGUNG  DES  MONDES. 

Die  vorstehend  abgedruckte  «Theorie  der  Bewegung  des  Mondes« .  die  auf  einem  Convolut  von 
Blättern  steht,  ist  unvollendet  geblieben ;  ausser  dem  abgedrxickten  befinden  sich  im  Nachlass  noch  zwei 
frühere  weniger  ausgeführte  Entwürfe.  In  Gauss'  wissenschaftlichem  Tagebuche  findet  sich  unter  I801 
August  die  Notiz :  >>  Theoriam  tnotus  Lunae  aggressi  -luvittS" ;  die  Entstehung  des  Manuskripts  wird  man 
thatsächlich  in  diese  Zeit  setzen  müssen ;  neben  der  Handschrift  >ind  der  Darstellungsweise  spricht  auch  der 
Umstand  für  diese  frühe  Entstehimgsperiode ,  dass  die  Anomalien  vom  Apogäum  statt  vom  PerigSiun  ge- 
zählt sind,  vgl.  dazu  die  Ceresstörungen. 

Das  Interesse,  das  diese  GAUSSschen  Untersuchungen  gegenüber  den  Methoden  anderer,  auch  späterer 
Autoren ,  bieten ,  concentrirt  sich  auf  die  ihm  eigene  Behandlung  der  Differentialgleichungen  der  Mond- 
bewegung. Die  Durchführung  der  Integration  und  die  Ermittelung  der  Störungsglieder  ist  unvollständig 
geblieben,  niu-  die  Breitenstöningen  sirfö  vollständig,  und  offenbar  hat  Gauss  diese  Papiere  später  nie 
wieder  zur  Hand  genommen;  auch  hat  er  sich  sonst  nirgends  darüber  geäussert,  auch  nicht  in  dem  1802 
beginnenden  Briefwechsel  mit  Olbers.  Im  Jahr  1802  erschien  auch  bereits  der  dritte  Band  von  L.aplaces 
M^canique  Celeste,  enthaltend  die  Mondtheorie,  wodurch  Gauss'  begonnene  Entwickelungen  überholt 
^viurden.  Auch  dieser  Umstand,  sowie  der  direkte  Anschluss  an  Tobias  Matek  spricht  für  die  er- 
wähnte frühe  Abfassungszeit. 

Die  Form,  in  der  sich  schliesslich  bei  Gauss  die  Störungen  darstellen,  ist  dieselbe  wie  die  PLANASche 
(1832),  da  beide  die  Divisoren  nach  Potenzen  der  Grösse  n  {Verhältniss  der  Umlaufszeiten  von  Mond  und 
Sonne)  entwickeln. 

Einige  kleine  Zusätze  und  Verbesserungen  sind  gemacht  worden,  um  die  Resultate  wenigstens  in  den 
von  Gauss  zunächst  angenommenen  Grenzen  vollständig  und  richtig  zu  geben.  So  sind  bei  der  Integration 
der  zweiten  Gleichung  des  dritten  Abschnitts,  S.  622,  die  Glieder  in  c8m2E±a]  hinzugefügt  und  in 
den  folgenden  Gleichungen  beibehalten  worden,  obwohl  sie,  wie  Gauss  bemerkt,  dort  fortgelassen  werden 
können,  weil  sie  auch  nach  den  Integrationen  nur  von  der  dritten  Ordnung  sind.  Indessen  ist  ihre  Berück- 
sichtigung für  die  zweite  Annähening  erforderlich,   um  die  Coefficienten  der  analogen  Glieder  im  Ausdruck 

für  ^— ;  T.,  S.  634,  richtig  zu  erhalten. 
av' 

Im  vierten  Abschnitt  ist  die  Differentialgleichung  für  9  bis  auf  die  Glieder  5.  Ordnung  einschliesslich 
genau ;  nach  der  Integration  fehlen  also  naturgemäss  die  Glieder ,  welche  durch  den  Divisor  n  in  die 
S.Ordnung  aufrücken,  sowie  das  Glied  in  8in(2.E— X-)- 2al ,  das  den  Dinsor  «n  erhält,  und  dessen 
Fehlen  G.au.ss  durch  einen  »  andeutet;  es  ergibt  sich  nach  Plana  zu  -  ^ntcBm{2E-\  +  2a].  Bei  der 
Transformation  auf  die  MAYERsche  Form,  S.  631 — 633,  sind  die  Verzeichnisse  der  hinzutretenden  Glieder, 
welche  übrigens  nicht  vollständig  sind,  beim  Abdruck  fortgelassen  worden.  Auch  ist  die  Gegenüberstellung 
der  GAUSSschen  und  MATERschen  Resultate  keiner  ControUrechnung  unterworfen  worden. 
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Im  fünften  Abschnitt  hat  Gauss  die  Differentialgleichung  für  p  nur  bis  zu  den  Gliedern  vierter  Ord- 
nung einschliesslich  aufgestellt ;  bei  der  Entwickelung  des  Ausdrucks  für  sin  2'v  —  V;  sind  indessen  einige 
Glieder  dritter  Ordnung  mitgenommen ,  weil  sie  bei  der  Integration  kleine  Divisoren  erhalten ;  die  beiden 
Glieder  in  Klammern  sind  hier  lediglich  deswegen  hinzugesetzt ,  weil  Gauss  bei  Aufstellung  des  dar- 
auf folgenden  Ausdrucks  sie  berücksichtigt  hat.  Der  schliessliche  Ausdruck  von  p  enthält  selbstverständ- 
lich die  Glieder  niederer  als  5.  Ordnung  nicht,  welche  bei  der  Integration  aus  solchen  5.  Ordnung  ent- 
stehen ;  einzelne  dieser  Glieder  hatte  Gauss  zwar  schon  in  seinem  Manuscript  nachträglich  hinzugefügt.  Da 
das  aber  nur  ganz  vereinzelt  und  flüchtig  geschehen  ist,  und  auch  vielfach  noch  nicht  die  richtigen  Werthe 
gegeben  waren ,  so  wurden  sie  nicht  mitabgedriickt ;  auch  sonst  fanden  sich  einige  Unrichtigkeiten  vor, 
die  verbessert  worden  sind;  Gauss  hat  hier  offenbar  seine  Untersuchungen  ziemlich  plötzlich  abgebrochen, 
ohne  seine  Rechnungen  bereits  geprüft  zu  haben. 

Brendel. 
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BERICHTIGUNGEN  UND  ZUSÄTZE. 


Seite  :)9,  Zeile  r.  statt   »imaginariiirnn  lies  »imaginariam«. 
Seite  :iü2,  Zeile  1 .1  statt  »Art.  117«  lies  »Art.  177«. 

Seite  547  sind  am  Sehliiss  des  Aiisdnicks  für  5äi  die  in  den  Bemerkungen   auf  Seite  607  angeführtt 
Glieder  hinzuzufügen. 

Seite  54  7,  Zeile  18  v.u.  statt  »142''23' 36""  lies  ■>42''23' .ts"«. 
Seite  661,  Zeile  3  statt  »[ti.]«  lies  »[12.]«. 


BEMERKUNGEN  ZUM  SIEBENTEN  BANDE. 


Der  vorliegende  siebente  Band  von  Gauss'  Werken  bringt  zunächst  den  Neudruck  der  Theoria  motus. 
Dieselbe  ist,.ibekanntlich  bereits  durch  Schering  im  Jahre  l  S  7 1  im  Verlage  von  F.  A.  Perthes  in  einer  den 
Bänden  I — VI  der  Gesammtausgabe  entsprechenden  Ausstattung  unter  Hinzufügung  einiger  Notizen  aus  dem 
Nachlass  neu  herausgegeben  worden ;  es  schien  aber  trotzdem  geboten,  einen  solchen  Abdi-uck  auch  in  den 
vorliegenden  siebenten  Band  der  Gesammtausgabe  aufzunehmen,  wobei  nach  genauer  Durchsicht  noch  einige 
weitere  Incorrectheiten  der  ersten  Ausgabe  verbessert  werden  konnten ;  auch  wurden  die  numerischen  Bei- 
spiele einer  genauen  Nachrechnung  unterzogen  und  eine  grosse  Reihe  hier,  neu  aufgefundener  Fehler  ver- 
bessert oder ,  wo  dies  nicht  möglich  war ,  wenigstens  angegeben.  Ferner  wurde  das  Werk  durch  eine 
grosse  Anzahl  darauf  bezüglicher  neuer  Notizen  aus  dem  Nachlass  bereichert. 

Ausserdem  bringt  der  Band  den  bisher  noch  unveröffentlichten  gesammten  theoretisch-astronomischen 
Nachlass  von  Gauss  ,  vor  allem  Gauss'  Untersuchungen  über  die  Stöningen  der  Pallas ,  deren  Bekannt- 
machung von  den  Fachmännern  seit  Jahrzehnten  mit  Spannung  erwartet  wurde  und  die  auch  noch  heut 
grosses  Interesse  bieten  werden. 

Zwei  kleinere  Aufsätze,  welche  bereits  in  Band  VI  aufgenommen  ],wurden,  sind  wieder  mitabgednickt 
worden,  weil  es  der  Zusammenhang  mit  den  Nachlassnotizen  wünschenswerth  erscheinen  Hess,  nemlich  die 
Aufsätze  über  den  Zodiakus  der  Himmelskörper,  Seite  313,  und  über  die  Tafel  zur  parabolischen  Bewegung, 
Seite  371. 

Die  Bearbeitung,  wie  die  Redaction,  lag  in  den  Händen  von  Henrn  Brendel  in  Göttingen. 

Bei  der  Bearbeitung  der  Ceres-  und  der  Pallasstörungen  wurde  eine  weitgehende  Ergänzung  der 
Nachlassnotizen  durch  den  Bearbeiter  nothwendig ;  es  sind  deshalb  die  Notizen ,  für  die  aus  dem  Nachlass 
meist  nur  einzelne  Formeln  und  Zahlen  entnommen  werden  konnten,  in  Petit  gesetzt.  Ebenso  wurde  des 
Raumes  wegen  der  Petitsatz  für  den  Druck  der  grössern  Zahlentabellen  gewählt,  auch  wenn  die  Zahlen  aus 
dem  Nachlass  stammen. 

Sonst  sind  stets ,  wie  in  den  übrigen  Bänden ,  die  Einschaltungen  des  Bearbeiters  durch  eckige 
Klammern  [  J,  die  Notizen  aus  dem  Briefwechsel  u.  a. ,  die  niclit  von  Gav.ss  herrühren ,  in  geschweifte 
Klammern   {  j   gesetzt. 

Weitere  den  Abdruck  der  einzelnen  Notizen  betreffende  Hinweise  findet  man  in  den  ]5cmerk»uigen 
des  Bearbeiters  hinter  jeder  einzelnen  Abtheilung. 

F.  Kleix. 
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GAUSS  WERKE  BAND  VII. 
THEORETISCHE  ASTRONOMIE. 


THEORIA  MOTUS  CORPORUM  COELESTIUM  IN  SECTIONIBUS 
CONICIS  SOLEM  AMBIENTIUM. 

Pracfatio Seite       3 

Liber  primus.     Relationes  generales  intcr  qiiantitatcs ,    per   qiias  corponim  coelestium  motus 
ciica  solem  definiuntur. 

Sectio  I.     Relationes  ad  locum  simplicem  in  orbita  spectantes —       13 

Sectio  II.     Relationes  ad  locum  simplicem  in  spatio  spectantes —       sa 

Sectio  III.     Relationes  inter  locos  plures  in  orbita —     Hio 

Sectio  IV.     Relationes  inter  locos  plures  in  spatio —     148 

Liber  secundus.    Investigatio  orbitanim  corporum  coelestium  ex  observationibus  geocentricis. 

Sectio  I.     Determinatio  orbitae  e  tribus  observationibus  completis —     155 

Sectio  II.     Detenninatio  orbitae  e  quatuor  observationibus ,    quarum  duae  tantum  com- 

pletae  sunt —     222 

Sectio  in.    Determinatio  orbitae  observationibus  quotcunque  quam  proxime  satisfacientis      —     23« 

Sectio  IV.    De  determinatione  orbitanim,  habita  ratione  perturbationiun —     25S 

Tabulae —     2r>3 

Bemerkungen —    291 


ZUSÄTZE  ZUR  THEORIA  MOTUS  CORPORUM  COELESTIUM 
UND  ^VNDERE  NACHTRÄGE  ZUR  ELLIPTISCHEN  BEWEGUNG. 

Zusätze  zur  Theoria  motus. 
Nachlass. 

Zu  Art.  7.     Genäherte  Formeln  für  die  grösste  Mittelpunktsgleichung 

Zu  Art.  53.     Projection  einer  Planetenbahn  auf  die  Ekliptik 
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Zu  Art.  7U.     Zur  Berechnung  der  Parallaxe Seite  20  5 

Zu  Art.  70 — 77.     Allgemeine  Differentialformeln  für  die  geocentrischen  Örter  der  Planeten    .       —     29« 
Zu  Art.  7S.     Directe   Auflösung   der   Gleichungen   sin(P— .4)  =  ksin{Q  —  B),   sin(P—A'] 

=  fc'sin(Q-B') —     2!J7 

Zu  Art.  88 — 90.   Näherungsformel,  um  aus  sini^p  den  Logarithmen  von  -^. *   zu  finden; 

Vorschriften,  um  den  Logar.  Sinus  eines  kleinen  Bogens  zu  finden       —     2!i9 

VeröffentUchumien. 

Zu  Art.  iio  und  loo.     Zur  Auflösung  der  Aufgabe,   aus  zweien  Radiis  vectoribus    und   dem 

eingeschlossenen  Winkel  die  elliptischen  oder  hyperbolischen  Elemente  zu  bestimmen    .       —     30o 
Zu  Art.  IIJ    und  17  7.     Druckfehler   in    Dr.  Gauss'    Theoria    motus    etc.    vom    Senator    Bar. 

OrianI  ;    über  das  Integral   f    e~'^di  =  iv''^ —     301 

Nachlass.  " 

Zu  Art.  1.3s.     Criterium    des  Falls,    wo    der   die  geocentrische  Bewegung  tangirende  grösste 

Kreis  durch  den  Sonnenort  geht —     3U3 

Zu  Art.  14  0.     Ableitung  einiger  Gleichungen  dieses  Artikels —     .so 4 

Veröffentlichung. 

Zu  Art.  182 — 18  4.     Berichtigungen —     307 

Nachlass. 

Zu  Art.  183.     Bestimmung    der   wahrscheinlichen    Fehler    der   Resultate    der    Methode    der 

kleinsten  Quadrate —     307 

Zusammenhang  des  Initialzustandes  mit  den  Elementen  einer  Planetenbahn —     aoH 

Über  die  Verbesserung  der  Elemente  eines  Planeten  durch  vier  beobachtete  Oppositionen    .       —     3 1  o 
Differentialformeln  bei  Berechnung  der  Oppositionen —     3ii 

II.    Über  die  Zodiaken  der  Himmelskörper. 
Verüffentlichimg. 
Schreiben    des   Hei-rn   Geheimen  Hofraths  Gauss    an   den  Herausgeber   der  Astronomischen 

Nachrichten —     313 

Nachlass. 

Zodiakus  auf  der  Himmelskugel —     316 

Zodiakus —     3 1  '.i 

Bemerkungen —     322 


ZUR  PARABOLISCHEN  BEWEGUNG. 
Zur  Cometenbahnbestimmung. 
Nachlass. 

Parabolische  Bewegung.     Zeit  durch  zwei  Radlos  vectores  und  Chorde 

Zur  Berechnung  der  Chorde  aus  der  Zeit  und  der  Summe  der  beiden  Radien 

Zur  parabolischen  Bewegung.     Bestimmung  der  Elemente    durch   zwei  Radios  vectores    und 

Chorde 

Verhiiltniss  von  Dreieck    und  Sector   zwischen   zwei  Radiis  vectoribus    in    der  parabolischen 
Bewegung   
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Briefirechsel 

Ann&heninggformel  für  die  Zwischenieit :  Gal'hs  an  Olbers   isis  Januar  7 Seite  aal 

Gauss  an  Olbers  isis  Januar  13 —     33s 

Nadiiass. 

Allgemeine  Theorie  der  Berechnung  der  Cometenbahnen,  nebst  Anwendung  auf  den  zweiten 

Cometen  des  Jahrs  1813 —     :t38 

Briefirechsel. 

Supplument  zur  Theoria  motus  corporum  coelestium : 

Gauss  an  Olbers  isis  Mai  2» —     350 

Gacss  an  Olbers  isis  Juni  j 4 —     hso 

11.    Zur  Berechnung  der  wahren  Anomalie  in  der  parabolischen  Bewegung. 

JS'achlass. 

Tabula  nova  motua  parabolici —     351 

Briefirechsel. 

Zur  Berechnung  der  Tafel  für  die  parabolische  Bewegung: 

Gauss  an  Encke  isis —     388 

Gauss  an  Olbers  isis  Februar  1 6 —     370 

Verüffentlichutig. 

Schreiben  des  Herrn  Hofraths  Gauss  an    den  Herausgeber   der  Astronomischen  Nachrichten 

18  13  April       —     371 

Bemerkungen —     »78 


STÖRUNGEN  DER  CERES. 

I.  Erste  Methode. 

Briefwechsel : 

Gauss  an  Olbers  I802  October  12 —     S77 

Gauss  an  Olbers  1802  October  2« _     378 

Gauss  an  Gerling  isis  December2S —     37s 

Nachlass. 

Die  Störungen  der  Planeten _     .■)78 

II.  Tafeln  für  die  Stöningen  der  Ceres. 
Briefwechsel ; 

Gauss  an  Olbers  I802  December  3 —  3'j6 

G.\uss  an  Olbeks  IS02  December  21       —  3!i6 

Gauss  an  Olbers  isos  Januar  j —  3'.i7 

Gauss  an  Olbers  18U3  März  1 —  :r.>:> 

Gauss  an  Olbers  isos  April  s —  r.o 

Gauss  an  Olbers  isos  Januar  25 —  ii'u 

m.    Zweite  Methode. 

Briefirechsel:  Gauss  an  Olbers  isos  Mai  10 —    i"\ 
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Nachlass:  Ausführung  der  Rechnung Seite  4112 

Briefwechsel:  Gauss  an  Olbeks  I805  J\ili  2 _407 

Bemerk\ingen —     4to 


STÖRUNGEN  DER  PALLAS. 

1.    Briefwechsel  -. 

Gauss  an  Olbers  isoe  Januar  3 —  413 

Gauss  an  Olbeks  I810  August  6 —  4i:j 

Gauss  an  Olbers  1810  October  24 —  414 

Gauss  an  Olbers  isio  November  2ß —  415 

Gauss  an  Olbers  isio  November  30       —  417 

Gauss  an  Oleers  isio  December  13 _4i8 

Olbers  au  Gauss  isiu  December  19 _  41« 

Gauss  an  Schumacher  1 8 1 1  Januar  8 _  4 1 9 

Olbers  an  Gauss  18u  Januar  26 —  4i(i 

Schumacher  an  Gauss  i  s  1 1  Juni  31       _  4 1  ii 

Gauss  an  Olbers  I8I1  August  12       _  420 

Olbers  an  Gauss  isi2  April  5       —  421 

Gauss  an  Bessel  i8)2  Mai  5 —  421 

Olbers  an  Gauss  i8t2  Mai  12 —  421 

Gauss  an  Olbers  i813  April  8 —  422 

Gauss  an  Olbers  1813  Juli  2 —  422 

Gauss  an  Olbers  1814  April  2  3 _  422 

Gauss  an  Bessel  1814  Mai  I8 —  424 

Gauss  an  Olbers  isi4  Juni  15 _  424 

Gauss  an  Olbers  1814  September  25 —  425 

Gauss  an  Olbers  1814  Decem"ber  31       —  425 

Olbers  an  Gauss  isis  Januar  25 _  426 

Gauss  an  Olbers  istc  Januar  8 —  421; 

Gauss  an  Olbers  i81g  Februar  in _  426 

Olbers  an  Gauss  18I6  März  7 —  427 

Gauss  an  Olbers  isig  Juli  24 _  42s 

Gauss  an  Olbers  18I7  Februar  15 —  428 

Gauss  an  Olbers  1817  December  2 _  429 

Gauss  an  Encke  isis  März  25       _  430 

Gauss  an  Olbers  1 8 1 8  März  31      —  431 

Gauss  an  SCHUMACHER  1822  März  17 —  431 

Gauss  an  Gerli.ng  1834  Febniar  8 _  432 

ExCKK  an  Gauss  ih34  October  4 —  432 

Gauss  an  Encke  1834  October  1:1       —  433 

Hansen  an  Gauss  1843  Februar  7       _  433 

Gauss  an  Hansen  1843  März  11 _  436 

Gauss  an  Bessel  1843  März  21        —  437 
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